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mely folyamatosan fiatalon tart. A pedagdgus elémeneteli rendszer és bérezés meg-
ismeréséhez érdemes dttekinteni a ,pedagégus életpalyamodell”-t!

e Hallgatéi élet

A Klebelsberg Képzési Osztondij Program keretében egyetemistaként félévente
akar 375000 Ft-ot lehet kapni, mely tobb kiilonféle 6sztondijjal is kiegészithetd.
Fontos megemliteni, hogy lehet6ség van oktatassal kapcsolatos kutatasokba vald
becsatlakozasra és doktori tanulmanyok folytatasira a Fizika Tanitdsa Doktori
Program keretében. Tanarszakos hallgaték elémenetelét mentorok segitik.

A képzések részleteirdl az intézet honlapjan (https://physics.elte.hu)
lehet tovébbi informécidkat szerezni, vagy érdemes ellatogatni nyilt napunkra
(https://ttk.elte.hu/nyiltnap2022).

A kupingarol*

Egy ¢ hosszusagu, konnyt (elhanyagolhaté tomegii), vékony (de merev) pélca
egyik végére egy m tomegl, kicsiny testet erdsitiink. A palca maésik végét vizszin-
tes tengellyel latjuk el. Ily modon egy matematikai inganak tekinthetd rendszert
kapunk, amelynek a palca fiiggoleges allasanal van stabil egyenstlyi helyzete, innen

kicsit kimozditva
J4
T =2my /| —
g

lengésideji harmonikus rezgémozgast végezhet.

Vajon mi torténik, ha a palca felsd végénél 1évé
vizszintes tengelyt — egy fiiggbleges rud és egy ken-
gyel segitségével — adott w szogsebességgel egyenle-
tesen forgatjuk (1. dbra)? Az inga — w nagysagatél
fiiggd mértékben — valamekkora szogben kitériil, és
(dllanddsult allapotban) a pdlca egy kip paldstja
mentén mozog. Emiatt ezt az elrendezést kiupingd-
nak is szoktdk nevezni.

Kcosa

1. dbra

Vizsgéljuk meg a kupinga mozgasat, és hata-
rozzuk meg, hogy miként fiigg a pélca kitériilésének o szoge az w szogsebességtol!
Az ingatestre két er6 hat: az mg nehézségi erd, és a palca dltal kifejtett, a palcaval
megegyezd iranyud K erd.

Megjegyzés. Egy palca (rud) éltaldban nem csak pdlca irdnyu erdt képes kifejteni.
(Példdul egy vizszintes helyzeti mérleghinta ki tudja egyensilyozni a végén iil6 gyerekre

* A cikk megtaldlhaté honlapunkon, a fizika cikkek ,Ami a tankoényvekbdl kimaradt,
de a versenyzOknek hasznos lehet” részében:
https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml.
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haté nehézségi erdt.) Esetiinkben a pélca végeinél haté erének azért kell a pdlca irdnyéba
mutatnia, mert a palca tomege elhanyagolhatd, tehdt a palca fondlként , viselkedik”.

Az erok fiiggbleges komponensei kiegyenlitik egymast, a K erd vizszintes Gssze-
tevéje biztositja a centripetdlis gyorsulast. Ez egyenletekben kifejezve:

(1) K cosa = myg,
(2) K sina = mw?r.

A korpalya sugarat a pédlca hosszaval és az « szoggel kifejezve r = £sin «.. Ezt irjuk
be a (2) egyenletbe, {gy az egyenletrendszer a kiovetkezd alakot 6lti:

K cosa = mg,

K sina = mw?lsin a.

Az egyenletrendszernek az egyik nyilvanvalé (trividlis) megolddsa: oo = 0, a méa-
sik megoldas:

o9
cos = ——.

lw?
Az els6 megoldas azt jelenti, hogy ha forgatni kezdjiik az inga tengelyét, akkor
az mindig lehetséges, hogy az inga mindvégig fiiggdleges helyzetben 16g. A mé-
sik megoldas csak akkor lehetséges, ha cosa = zwig < 1. Ez akkor nem teljesiil, ha

az w szogsebesség viszonylag alacsony. Ha a forgds szogsebessége w < %, az inga

mindenképpen fiiggblegesen fog 16gni. (A szogsebesség kiiszobértéke éppen a forga-
tas nélkiili matematikai inga lengésidejéhez tartozd 2w /T, szdgsebesség”.)
Ha az inga szogsebessége a kiiszobérték folé novekszik, az inga forgdsa az
_ g
v = arccos ——

fw?

sz0g mellett lesz stabil, az a = 0-nak megfelel6 megoldas pedig — mint latni fogjuk —
instabilld valik.

A stabilitas vizsgalata

A paélcaval egyiitt forgd koordindta-rendszerbdl nézve az inga nehezéke moz-
dulatlan, egyenstlyi allapotban van. Azt, hogy az egyensiily stabil vagy instabil,
a potencialis energiat megado fiiggvény vizsgalataval donthetjiik el. A stabil egyen-
suly a minimdlis helyzeti energidjui helyzetben valésul meg, az instabil helyzetre
pedig az energia lokalis maximuma jellemzo.

Az ingatest megemelkedése miatt a nehézségi erébol szarmazoé helyzeti energia-
ja (ha ennek a 0-szintjét az inga fiigg6leges helyzetéhez vélasztjuk — lasd a 2. dbrdt):

Ey = mgl(1 — cos ).
Az inga forgdsdbdl is szarmazik egyfajta ,helyzeti” energia. Ennek feltérképe-

zéséhez vizsgaljuk meg, mennyi munkat kell végezniink, ha a mér forgasban 1évé
ingat a fiiggdleges helyzetbdl lassan az « szoggel jellemzett helyzetbe hozzuk.
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fcosa

_________ Ah={(1-cosa)

Ahhoz, hogy a tengelytdl r tavolsdgban (a forgd rendszerbdl nézve) egyensly-
ban tartsuk az ingatestet, allandé

F(r) = mw?r
erovel kell a tengely felé htiznunk. Ez az erd az r tavolsaggal egyenesen aranyos, iréd-
nya pedig ellentétes az elmozdulds irdnyaval. Az dltalunk végzett munka az atlagos
er6 és az elmozdulés szorzata:
2
mwr 4+ 0 1 1
w0 = ——mw?r? = ——mw??

2 2 2

sin? a.

W = _Fétlagos r=—
(A negativ elgjel arra utal, hogy az F erd ellentétes irdnyd az r elmozduldssal.)

Ahhoz, hogy visszahtizzuk az ingatestet a tengelyhez, —l—%moﬂﬁ sin? o munkét
kell végezniink. (Ha 6vatosan elengedjiik az ingatestet, ugyanekkora munkat nyer-
hetiink vissza, amig r tdvolsdgra jut az ingatest a tengelytdl.) Elmondhatjuk tehdt,
hogy az ingatestnek a tengelytol r tavolsagban a forgas kovetkeztében

1 2 62

= —imw sin? a

helyzeti energidja van.

Az ingatest fiiggdleges és vizszintes helyzetébdl fakado potencialis energidjanak

Osszege:
Lo 9. o
E(a) =FE1 4+ By =W =mgl(1l — cosa) — S 0 sin”
amit a sin? @ = 1 — cos® a azonossag felhasznéldsaval igy is felirhatunk:
L 9p o Lo 9
E(a) = 51w 02 cos” o — mgl cos o + mgl — 5w 0=

Ez a kifejezés x = cos a-ra masodfokd: F(x) = ax? + bx + x alaki, és fontos szem
el6tt tartanunk, hogy a fiiggvény csak a (0; 1] intervallumon van értelmezve, hiszen
egy —90° < a < 90° szdg koszinusza ebbe a tartomanyba eshet. A fiiggvény képe
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egy pozitiv irdnyba eltolt parabola ive. Ezért a méasodfoku fiiggvény minimuma
vagy az
b —mgl g

0 3T Ty It R

értéknél, vagy pedig, ha ez az érték kiesik az értelmezési tartomanybdl, akkor
az értelmezési tartomdny hatdrandl (z = 1) van.

I = COS«x

3. abra

Ha z¢ < 1, vagyis az értelmezési tartomdnyon belill van (3a. dbra), 1étezik
olyan aq szog, amelyre g = cos ag = &%2. Itt tehat stabil egyensilyt (S) taldlunk.
z = 1-nél (a = 0-ndl), ami pedig energiamaximum, instabil (I) egyensily van. Ha
xo > 1, akkor a méasodfoku kifejezést abrazold parabola csicsa az értelmezési tar-
toményon kiviilre esik (3b. dbra), ezért E(x) minimuma a = 1-hez keriil, tehat ez
valik stabil egyensullya.

E(a) E(a)

4. dbra
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A fent lefrtak jol latszanak, ha az energidt kozvetleniil az « szog fiiggvényében
abrazoljuk (4. dbra).

Abrézoljuk az inga egyensulyi helyzeteit jellemz6 o szoget az w szogsebesség
fiiggvényében! Egy koszinuszértékhez két szog tartozik, melyek egymas ellentettjei
(5. dbra).

STABIL

STABIL

5. abra

Lathato, hogy egy darabig csak a fiiggéleges helyzet stabil, majd egy wyq
értéknél ez a helyzet instabilla valik, és megjelenik két masik stabil egyensilyi
helyzet. A stabil dllapot hirtelen kétszerezodését, két dgra szakadaséat bifurkdcionak
nevezik.

Megjegyzések. 1. Erdekesség, hogy a bifurkécié kezdépontjaban, vagyis az wo értéknél
a fliggvény grafjanak meredeksége végtelen, vagyis az érintd , fiiggbleges”.

2. A stabilitas vizsgédlatat dinamikailag is el lehet végezni, ami a jelen esetben sokkal
egyszeriibb, mint az energetikai vizsgalat, de ennek a cikknek az egyik célja az volt, hogy
bemutassa az energetikai megfontolas lehet&ségét.

3. A cikkben leirtakhoz hasonlé probléméval foglalkozik a 2021-2022-es tanévi fizika
OKTV 1. forduléjan az I. kategéria 1. feladata is.

Baranyai Klara
Veresegyhaz

Mérési feladatok megoldasa

M. 403. A kereskedelemben kaphatd néhany szemcesés anyag esetében (pl.: len-
cse, rizs, tarhonya stb.) méréssel hatdrozzuk meg, hogy tdroldsi térfogatuk hdny
szazaléka levegd!

(6 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
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