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Ha két csics egy adott oldalra esik, a harmadik csiucs egy maésikra, akkor
a lehet8ségek szédma (%) -5 =50. A két oldalt 3 -2 = 6-féleképpen vélaszthatjuk

ki, az ilyen hdromszogek szama tehat 6 - 50 = 300.
A tizendt pont Osszesen 425 hdromszoget hataroz meg.

b) A nagy hdromszog atfogéja 10v/5. Az dbran a derékszogii haromszogek
mind hasonlék, mert szogeik egyenlk. Az oldalaranyok egyenléségét tobb 1épésben
egymés utan alkalmazva:

ABy AB 20 2
AB 10 105 V5

Ebbdl elébb A1 B = % majd A;B; = 4 = 8. Hasonl6an:

A2B2 o AQBl . AQBl 2
AsB, A1 B 8 NG

amibél Ay By = 1F, 65 gy A2B, = 16 _ 6,4. Végil

AsBs  AyBy  A3Bs 2

A3By  AyBy 64 5

amibél A3 By = % és fgy AsBy = 128 6,4 = 5,12 egység.

¢) Az A1 BBy héromszog teriilete % = 16 egység. A teriiletek mértani soro-
zatot alkotnak, melynek hianyadosa a haromszogek hasonlésdganak négyzete:

C(AByY 64V (4Y 16
=\aB) " \s) " \5) 25

A mértani sor tsszegképletébe behelyettesitve a haromszogek egyiittes teriilete

1 25 400 . .
16 - ﬁ =16 - 9= 9 = 44,4 teriiletegység.
25

Deak Anna
Budapest

Matematika feladat megoldasa

B. 5194. Az ABC hdromszogben ABC< = 2CAB<. Az AB oldal a beirt kort
az E pontban érinti, a C-b6l indulo szogfelezét az F' pontban metszi. Igazoljuk, hogy
AF =2BE.

(4 pont)
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I. megoldés. Legyen az ABC hé-
romszog beirt korének kozéppontja O,
sugara (OE =)r és CAB< = 2a, ekkor

£ A OAB< = a, mert az AO egyenes szogfe-
’ lez6 (1. dbra). A CBA< = 4a a feladat
' Q feltétele miatt, és ACB< = 180° — 6av,
o 2a

FCB< =90° — 3a, mert a CO egyenes

C,

= o 5 B szogfelezd.
. Mivel ABC< =20CAB<«, ezért
1. dbra AC > BC, igy C az OF egyenes B

pont fel6li oldalan van, emiatt F' az AF
szakaszon van. Az FBC haromszoghen a szogek osszege 180°, ezért OFE< =
=90° — « és igy FOE< = a. Az OFEB héiromszog derékszogi, ezért FOB< =
= 90° — 2, amelyhez a-t adva megkapjuk, hogy FOB< = 90° — «, igy az FBO
héromszog egyenl6 szari, tehat BO = BF.

Az AOF haromszog hasonlé az OF E haromszoghoz, hiszen derékszogliek és
van « nagysagu belsd szogiik, ezért a megfelel6 oldalhosszak ardnya egyenld, igy
felirhat6 a kovetkezd egyenloség:

EF T

r  AE’
ami ekvivalens az EF - AE = r? egyenlettel. Mivel AE = AF + FE, igy

EF - (AF + FE) =%

Alkalmazzuk Pitagorasz tételét az O E B haromszogre: r2 + BE? = BO?. Ekkor
BO = BF miatt r? + BE? = BF?, majd az el6z6ekben kapott kifejezésben 1?2
helyére helyettesitve a kovetkezét kapjuk:

EF - (AF + FE) + BE? = BF?.
Felhasznaljuk, hogy BF = BE + EF, igy az
EF - (AF + FE) + BE* = (BE + EF)’
egyenlethez jutunk. Felbontjuk a zardjeleket:
EF?+ EF - AF + BE? = BE*+2-EF - BE + EF?,
majd ekvivalens atalakitasok utan az
AF =2-BE

egyenletet kapjuk, ami éppen a bizonyitandé allitas.

Koltai Csaba Ferenc (Budapest XIV. keriileti Szent Istvan Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan
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I1. megoldas. Legyen a beirt kor kozéppontja O, sugara r, és OAB< = « (l4sd
az 1. dbrét). Mivel O a szogfelezék metszéspontja, ezért OAC<K = = OAB< = a.
A feladat szovege alapjan

OBA< = OBC« =2a, igy ACO< = BCO< = 90° — 3a.

Mivel ABC< =2CAB<, ezért AC > BC, igy C az OF egyenes B fel6li oldalan
van, emiatt pedig F' az AE szakaszon van.

CFB< =180° — FCB<« — CBF< = 180° — (90° — 3a) — 4ax = 90° — «,
innen
FOE<=180°— OEF<1<— OFE<=180° —90° — (90° — a) = av.

Tovabba BAC <+ ABC'< = 6a < 180°, ebbél kivetkezden 0° < a < 30°, tehat
tg a és tg 2a is értelmezve van, valamint tga # 0, tg 2« # 0. Nyilvanvaléan tga # 1,
ezért 1 —tg?2a # 0.

A BEO haromszoghen BE = tL? az AEO haromszogben AE = ——,
g2x tg o

FFEO haromszogben pedig FE =r-tga. Ezeket felhasznalva felirjuk a széban
forgd szakaszhosszak aranyat, ekvivalens atalakitdsokat végziink, és alkalmazzuk
a kétszeres sz0g tangensére vonatkozé addicids tételt:

az

_r_

AF AE-FE a7 %82 tg2a

== = —tg2a-tga =
T
BE BE t2 20 tg o
2tga
T—te2 a 2tg o 2 2tg? o 2(1 — tg2a)

. a_ —_— =
tga 1-tg?a & 1—tg?a  1-tg?a 1—-tg?a

Kovetkezésképpen AF = 2BE, ezzel dllitasunkat bebizonyitottuk.

Fekete Richdrd (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

IT1. megoldas. Készitsiink abrat, és hasznaljuk a 2. dbra jeloléseit.
c—AF _ a
AF T b?

mindkét oldalhoz 1-et adva: ﬁ = aTer,

amibdl AF = ab_fb Tudjuk azt is, hogy
BE = s — b, ahol s a haromszog félkerti-
lete. Ekkor a bizonyitandé allitast a ko-

vetkezéképpen irhatjuk fel:

A szogfelezététel szerint

be
a+b

=2(s—b).

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/1 29



GF 2022.1.4 — 18:54 — 30. oldal — 30. lap KoMalL, 2022. januar ?
A zéréjel felbontasa és 2s = a + b + ¢ felhasznaldsa utdn kapjuk, hogy

be
a+b

=2s—2b=a+c—b,

amibol ekvivalens atalakitasokkal a
be=(a+b)(a+c—b), majda bc=a>—0b>+ac+bc

egyenlethez jutunk. Az egyenlet mindkét oldaldbdl be-t kivonunk, majd kifejezziik
b2-t: b2 = a® + ac.

Legyen a P pont a B csicson atmend belsé szogfelezd és az AC oldal met-
széspontja. Mivel a BPC és az ACB haromszogek egyik belsé szoge kozos, egy
maésikrdl pedig tudjuk, hogy 2« nagysdgu, hiszen BP szogfelezd és a feltétel szerint
ABC< = 2C AB<, ezért ezek a hdaromszogek hasonldk, igy a megfelel§ oldalhosszak
aranyara felirhatjuk a kovetkezo egyenletet:

AC _AB_CB
CB PB PC’
Ebbdl az is kovetkezik, hogy:

AC _AB+CB
CB~ PB+PC’

Az ABP haromszdg egyenld szard, mert az A-ndl és B-nél 1év6 szogek egyenld-
ek. Igy AP = PB, vagyis PB + PC = b, ezért az el6bbi kifejezést atalakithatjuk

az alabbiak szerint:
b c+a

a b’
amely a b?> = a? + ac alakra hozhat6, errdl pedig az imént belattuk, hogy ekvivalens
a feladat allitdsaval, igy a bizonyitds végére értiink.
Szakdcs Domonkos (Budapest, Jedlik Anyos Gimn., 9. évt.)

Osszesen 80 dolgozat érkezett. 4 pontos 66, 3 pontos 7, 2 pontos 1 dolgozat. 1 pontot
4 versenyz6 kapott. Nem versenyszerii: 1 dolgozat. Nem szamitjuk a versenybe a sziiletési
datum vagy a sziiléi nyilatkozat hidnya miatt: 1 dolgozat.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(714-718.)

K. 714. Egy sorozat els6 tagja 3, és a kovetkezd tagot mindig ugy képezziik,
hogy az €l6z6 tag kétszeresébdl kivonunk 2-t.

a) frjuk fel a sorozat elsé 8 tagjat.
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