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Egy szabalyos dobdokockéaval haromszor egymas utan dobunk.

b) Hatdrozzuk meg annak a valdszin{iségét, hogy valamelyik dobott szdm a ma-
sik két dobott szamnak szamtani vagy mértani kozepe lesz. (6 pont)
¢) Hatédrozzuk meg annak a valészintiségét, hogy a dobott szdmok kozott van
6-os, feltéve, hogy valamelyik dobott szdm a masik két dobott szamnak a szamtani
vagy mértani kozepe. (3 pont)

8. a) Az y= %x — gx2 egyenletli gérbe és az x-tengely altal hatarolt zart

tartomanyt két részre osztja az y = %x egyenletli egyenes. Hatdarozzuk meg a két
rész teriiletének ardnyét. (8 pont)

b) Egy hdromszog csicsai a koordindta-rendszerben A(0;0), B(3;0) és C(3;4).
A haromszoget megforgatjuk a leghosszabb oldala koriil. Hatdrozzuk meg az igy
kapott forgastest felszinét és térfogatdt. (8 pont)

9. Egy épitoipari vallalkozonak a legutébbi épitkezés utan megmaradt 200 kg
cementje, és ugy dontott, hogy egyenlo tomegii részekre osztva értékesiti.

A kereskedelemben szokasos modon nagyobb kiszerelésti csomag esetén alacso-
nyabb a cement kilogrammonkénti dra (egységédra): ha egy csomag cement tomege
m kg, akkor (40 — %) pengés egységaron kinalja eladdsra. A cement becsomago-
ldsanak is van koltsége, mégpedig m kg-os csomag esetén (25 + %) pengd csoma-
gonként.

a) Hatdrozzuk meg, hogy mekkora lesz a vallalkozénak az eladdsabdl (a cso-
magolds koltségének levondsa utdn) szdarmazé bevétele, ha a cementet 10 egyenld
tomegli részre osztva értékesiti. (5 pont)

b) Hatdrozzuk meg, hény egyenld tomegii részre kell osztani a cementet ahhoz,
hogy — azt a tervek szerint értékesitve — az eladdsbdl szdrmazé (a csomagoldsi
koltségek levondsa utdni) bevétel maximélis legyen. (11 pont)

Koncz Levente
Budapest

Megoldasvazlatok a 2021/12. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Felirjuk az 1; 2; 3; 4; 5 szamjegyek sorbarendezésével képezhetd dsszes oOt-
Jeqyi szamot.

a) Mennyi ezeknek az dtjegyll szdmoknak az dsszege? (6 pont)
b) Hdny olyan szdmtani sorozatl létezik, melynek elsé tagja 12345, szerepel
benne az 54321 is, és a differencidja pozitiv egész szam? (6 pont)
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Megoldas. a) Egy kivdlasztott szdmjegy az egyesek helyén 4! = 24-szer fordul
elé, mert a tobbi szamjegyet ennyiféle sorrendben irhatjuk mellé. Az egyesek helyén
all6 szamok osszege ezért 24 - (1 +2+ 3+ 4+ 5) = 360.

Ugyanez érvényes a tobbi helyiértékre. Az 6sszeg tehat 11111 -360 = 3999 960.

b) 12345+ (n—1)d = 54321 = (n—1)d =41976 = 23-3%-11-53. Osztéinak
széma 4-3-2-2 = 48, a differencia s vele a sorozat tehét 48-féle lehet. (Mivel minden
d-hez van megfelel n és igy megfelelé sorozat is.)

2. Egy sorsjegy ara 1000 Ft. A sorsjegy lehetséges nyereményei: 2000 Ft,
5000 Ft, 20000 Ft, 100000 Ft, 500 000 Ft.

Ezek valdszintisége rendre: 11%, 5%, 0,81%, 0,17%, 0,02%.

a) Mennyi a nyeremény vdrhatd értéke? (3 pont)

b) Mekkora a valdsziniisége, hogy nem nyerink, ha egy sorsjegyet vdsdrolunk?
(2 pont)

Tiz alkalommal vesziink egy-eqy sorsjegyet. Mekkora a valdszinisége, hogy

c) legaldbb kétszer nyerink; (5 pont)

d) pontosan hdromszor nyerink? (3 pont)
Megoldas. a)
0,11 - 2000 + 0,05 - 5000 + 0,0081 - 20 000 4- 0,0017 - 100 000 + 0,0002 - 500 000 = 902.

A nyeremény varhaté értéke 902 F't.

b) 1 — (0,11 4 0,05 4 0,0081 + 0,0017 + 0,0002) = 0,83.

¢) Vonjuk ki 1-b6l annak a valdszintiségét, hogy egyszer sem nyeriink, illetve
pontosan 1-szer nyeriink: 1 — 0,839 —10- 0,83 - 0,17 = 0,527.

d) () -0,837-0,17% = 0,16.

3. Egy 10 cm oldalu, szabdlyos hatszog alaki
fehér tdalca pereme mellett végiggorgetink egy 6 cm
atmérdyi, alul festékes korongot. Mekkora az ilyen
mddon beszinezett terilet? A vdlaszt mm? pontos-
sdggal adjuk meg. (12 pont)

Megoldas. A télca teriiletébdl kivonjuk a fehéren maradd belsd kis hatszog
és a sarokrészek teriiletét. A nagy hatszog kozépponti haromszogének magassdga

5v/3 ~ 8,66 cm. A hatszog teriilete 6 - %ﬁ = 259.8 cm?.
A kis hatszog kozépponti haromszogének magassaga 8,66 —6 = 2,66 cm. A hat-

sz0g teriilete:
2,66\’
’ -259.8 = 24,51 cm?.
(8, 66) ’ o e

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/1 21



GF 2022.1.4 — 18:54 — 22. oldal — 22. lap KoMalL, 2022. januar ?

— P

A sarkon kimaradé ives ,haromszog” teriiletét megkapjuk, ha a 60° kozépponti
szogii, 3 em sugari korcikk teriiletét (327 /6 = 4,71 em?) kivonjuk az ABC D négy-
szog teriiletébdl (5,196 cm?). A hat kis sarokrész egyiittes teriilete

6- (5,196 — 4,71) = 2,92 cm?.
A Dbefestett teriilet 259,8 — 24,51 — 2,92 = 232,37 cm? = 23237 mm?.

2
4. a) Adjuk meg azx = % + 3 egyenletd parabolihoz a P(0; —1) pontbdl hizhatd
érintdk egyenletét. (8 pont)
b) Hatdrozzuk meg azokat a valds x értékeket, melyekben az f(x) = sin®x +
+ cosx fligguény grafikonjinak érintdje parhuzamos az x-tengellyel. (6 pont)

Megoldas. a) Az érinté egyenlete y = max — 1. Az érintd és a parabola egyen-
letébol allo egyenletrendszernek pontosan egy megoldast kell adnia. y-t behelyette-
sftve a parabola egyenletébe az m?z? — (2m + 8)x + 25 = 0 paraméteres mdsodfoki
egyenlethez jutunk. Ennek akkor van pontosan egy gyoke, ha

(1) m = 0. Ez nem megoldds, mert a parabola tengelyével parhuzamos egyenest
jelent, ami nem érinto.

(2) az egyenlet diszkrimindnsa 0, vagyis —96m? + 32m + 64 = 0. Ezt meg-
oldva m =1, illetve m = —2/3 addédik. Az érinték egyenlete: y =z — 1, illetve
y=—2/3x—1.

b) Azon x értékeket keressiik, melyekre a derivalt értéke 0:

f'(z) = 2sinz cosz —sinz = sinz(2cosx — 1) = 0.

sinx = 0, ebbdl z = k - m, vagy cosz = 1/2, ebbdl x = +7/2 + 2lrw (k,l € Z).

II. rész

5. A pitagoreusok azokat a természetes szamokat nevezték hdaromszigszamnak,
amely szami kavicsot az abran ldthato modon hdromszog alakba lehet rendezni.

o
o oo
o [o2e} 00O
o oo [o2NelNe] O O0O0O0
o (o]} [o2NelNe] O0OO0O0O0 O0OO0OO0OO0O0
o [o2Ne] [oJNelNe] O 0O0O0 Oo0o0O0O0 Oo0O0O0O0O0
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Az elsd hat haromszégszam: 1, 3, 6, 10, 15, 21.
a) Szdmitsuk ki a kilencedik és a szdzadik hdaromszdgszdamot. (2 pont)

b) Bizonyitsuk be, hogy az elsd n hdromszégszdm

1 2
Osszege % (6 pont)

¢) A golyds piramis nevi térbeli logikai jaték ele-
meibdl ezt a tetraéderszeri; épitményt kell dsszedllitani.
Milyen magas az épitmény, ha a golyok dtmérdje 2 cm?
(A megolddst c-ben egy tizedes jegqy pontossdggal adjuk
meg.) (8 pont)

(n

Megoldas. a) Az n-edik hdromszogszam 1+2+...+n = nT-i-l) A kilencedik
tehat % = 45, a szazadik pedig w = 5050.

b) Teljes indukciéval bizonyitunk.
12 123

n = l-re az allitas igaz, mert

2 T 6 -
Tegyiik fel, hogy n = k-ra igaz az Osszefiiggés. Megmutatjuk, hogy ekkor n =
=k + 1-re is igaz:

1-2 2.3 3-4 k(k+1)  (k+1)(k+2)
5ttt 5 =

6 2 6 6

Bk D(k+2) | (k+D(k+2) _ k(h+ D(E+2) | 3(k+1)(k+2)

(k+1D(E+2)(k+3)
o :

¢) Egy négy golyébdl allé kis ,, gula” kézéppontjai 2 cm éli szabélyos tetraédert
alkotnak. Ha ennek magassaga M, akkor az egész épitmény magassaga 3M + kétszer
a gombok sugara.

&
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Szamitsuk ki a négy kozéppont altal meghatarozott tetraéder magassigat.
Az oldallap magassiga /3 cm. Az FPD derékszogii haromszog atfogdja /3 cm,
egyik befogéja v/3/3 cm, masik befogéja M. Ebbsl M = +/24/3 cm. Az egész
épitmény magassaga 3M + 2 cm ~ 6,9 cm.

6. A hangerdt a hanghullamok intenzitdsa hatdrozza meg, amelynek mértékegy-
sége % Az egyenlének érzékelt hangerd-kiilonbségek egyenld intenzitdas-aranyokat

takarnak. A hangerd mértékegqysége a decibel.

Az emberi fiil ingerkiiszébe az Iy = 10712 % Ezt nevezziik 0 decibelnek. Bdr-

mely mas I intenzitdsi hang hangerejét a H = 10 - 1g % dB képlet adja meg.

a) Hdny dB a 3-107° % intenzitasu halk beszéd? (3 pont)
b) Mekkora a mennydirgés intenzitdsa, ha a hangereje 125 dB? (4 pont)

¢) Az intenzitdst 5-szordsére novelve hdny dB hangerd-emelkedést érink el?
(3 pont)
Az érzékelt hangmagassdg a hang rezgésszamdval dll dsszefiiggésben. Az egyen-
lének hallott hangkézok egyenld rezgésszam-ardnyokat takarnak. Pl. ha egy hangot
egy mdsikndl egy oktdvval magasabbnak érzékeliink, akkor a rezgésszima az eldb-
biének 2-szerese. A rezgésszam a hangmagassag fiigguényében tehdt exponencidli-
san nd.

A kromatikus skala az oktdvot 12 egyenld hangkdzre, un. félhangokra osztja. Ha
egy hang egy mdsikndl félhanggal magasabb (pl. C és Cisz), akkor a rezgésszdma
1\2/§-sz6r0'se az elobbiének.

d) Hdnyszorosa a nagyterc hangkozben (négy félhang) a magasabb hang rezgés-
szama a mélyebbének? (Pontos ardnyszamot adjon meg.) (2 pont)

e) Adjunk képletet, amellyel egy tiszta zenei hangkdzrél a rezgésszamok x ard-
nya ismeretében kiszdmithatjuk, hogy hdny félhangnyi tdvolsdigot jelent. (4 pont)

Megoldas.
3-107°
a) H=10-1g -z B =10-1g300 dB = 34,8 dB.
b) 125 =10 - 1g 155,

12,5 = 1g(10'21),
10125 = 10121
W W
I =410 —5 =316 —.
c) 101g 31 —101g £ = 101g(51,) — 101g Iy — (101g Iy — 101g Ip) =
=101g(5I;) — 101g I, = 101g5 4+ 101g; — 101gI; = 10lg5 ~ 7 dB.
9 (W2)'=1
e) (1\2@)n =z, x?=2" n=logyz'? =12 log,z.
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7. a) A ferde hdztetén egy kémény drnyéka épp a tetd lejtésének irdnydba esik.
Mekkora a tetd dolésszige, ha a kémény 1 m magas, drnyéka 86 cm, és ugyanekkor
a kertben novd 120 cm-es napraforgé drnyéka 75 cm? (8 pont)

kéfal b) A telken a hdz mellett szeretnénk el-
keriteni egy 450 m?-es, téglalap alaki kis-
kertet. Mekkordk legyenek a kiskert oldalai,
hogy a legrovidebb keritést kelljen épiteni?
(Ahol fal van, nem kell kerités. A kert mély-
sége legaldbb akkora legyen, mint a hdzé.)
(8 pont)

10 m| HAZ

KERT

Megoldéds. a) A napraforgd arnyéks-
nak hosszabol kiszamitva a napsugarak
120 oo N , . .
arctan == = 58°-0s szbgben érik a talajt. j2)
A PAC derékszogli haromszogben kisza-
mitjuk az AC hosszisagot:

napsugar

75
AC = 120 -1 m= 0,625 m.

kémény

Az ABC haromszogre a szinusztételt
alkalmazva:

0,86  sin122° D 58\ C'
0,625  sing ’

amib6l sin 8 = 0,6163 és igy [ = 38,05°
(mivel csak hegyesszog lehet). Ebbdl ¢ = 19,95°.
A tet6 a vizszinteshez 19,95°-ban hajlik.

b) A kofalra merdleges oldalt x-szel jelolve a kerités hossza K () = 22 — 10 +
+450/x, x > 10.

450 222 — 450 ~ 2(x —15)(z + 15)
22 22 N 22 '

A nevezd pozitiv. A tort elGjele a szamlalotdl fiigg. Az értelmezési tartomanyon
beliil z = 15-re 0 a derivélt, kisebb z-ekre negativ, nagyobbakra pozitiv. A K(x)
fliggvény 15-ig szigoruan monoton csokken, utana szigorian monoton no, igy a mi-
nimumbhely x = 15.

A kiskert oldalai 15 m és 30 m hosszuak.

8. Szdmitsuk ki a derékszogi koordindtarendszerben az egyenldtlenségekkel meg-
adott két ponthalmaz pontos teriiletét:

a) 6(x+y)—2< 22 +y? <6(x+y)+7. (7 pont)
b) (x—3)°+1<y<5. (9 pont)
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Megoldas. a) A két egyenldtlenséget rendezve (z — 3) + (y — 3)? < 25, illetve
(z —3)% + (y — 3)® > 16 adédik. A vizsgélt alakzat egy korgyfirti, melyet a (3;3)
kozéppontt, 4, illetve 5 egység sugari korok hatarolnak. A két kor teriiletének
kiilonbsége 25w — 16m = 9.
b) (x — 3)*+1 < 5 megolddsa 1 < = < 5. A két fiiggvényt ezen az intervallumon
integraljuk, a teriilet a két integrél kiilonbsége.
Y
7l

5
6f / 5d(x) = [5z]; = 20,

5
Al / (2% — 62 + 10)d(z) =

17 5 5

N 9 28

o] 1 2 3 4 5 6z _{3_330 +1041_3’
28 32
T=20- 2 =22
3 3

9. a) A hdromszég oldalain 5-5-5 pontot jelil-
tink ki. Hany hdromszdget hatdroz meg a tizendt
pont?

Az ABC derékszogli haromszog AB befogdja 10 egység,
C BC befogdja 20 egység hosszisdagi.

Ay a B csucsbdl az AC oldalra dllitott merdleges, B
az A1-b6l BC-re dllitott merdleges talppontja. Ugyanigy As
a B1-bél AC-re dllitott merdleges, By az As-bél BC-re dlli-
tott merdleges talppontja, és igy tovabb.
| b) Szdmitsuk ki az A1B1, AaBy és AsBs szakasz hosszdt.
B, (5 pont)

A
""II///////////// ¢) Az eljardst a végtelenségig folytatva keletkezik a vo-
nalkdzdssal jelolt hdromszdogek végtelen sorozata. Szamitsuk
A B ki a haromszdgek teriletének dsszegét. (6 pont)

Megoldas. a) Egy oldalon levé hiarom pont nem alkot hdromszoget.

A héromszog csicsai lehetnek harom kiilonbozé oldalon, az ilyen esetek szama
5-5-5=125.
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Ha két csics egy adott oldalra esik, a harmadik csiucs egy maésikra, akkor
a lehet8ségek szédma (%) -5 =50. A két oldalt 3 -2 = 6-féleképpen vélaszthatjuk

ki, az ilyen hdromszogek szama tehat 6 - 50 = 300.
A tizendt pont Osszesen 425 hdromszoget hataroz meg.

b) A nagy hdromszog atfogéja 10v/5. Az dbran a derékszogii haromszogek
mind hasonlék, mert szogeik egyenlk. Az oldalaranyok egyenléségét tobb 1épésben
egymés utan alkalmazva:

ABy AB 20 2
AB 10 105 V5

Ebbdl elébb A1 B = % majd A;B; = 4 = 8. Hasonl6an:

A2B2 o AQBl . AQBl 2
AsB, A1 B 8 NG

amibél Ay By = 1F, 65 gy A2B, = 16 _ 6,4. Végil

AsBs  AyBy  A3Bs 2

A3By  AyBy 64 5

amibél A3 By = % és fgy AsBy = 128 6,4 = 5,12 egység.

¢) Az A1 BBy héromszog teriilete % = 16 egység. A teriiletek mértani soro-
zatot alkotnak, melynek hianyadosa a haromszogek hasonlésdganak négyzete:

C(AByY 64V (4Y 16
=\aB) " \s) " \5) 25

A mértani sor tsszegképletébe behelyettesitve a haromszogek egyiittes teriilete

1 25 400 . .
16 - ﬁ =16 - 9= 9 = 44,4 teriiletegység.
25

Deak Anna
Budapest

Matematika feladat megoldasa

B. 5194. Az ABC hdromszogben ABC< = 2CAB<. Az AB oldal a beirt kort
az E pontban érinti, a C-b6l indulo szogfelezét az F' pontban metszi. Igazoljuk, hogy
AF =2BE.

(4 pont)
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