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A témaba vagé tovabbi feladatok

1. feladat (Kiirschak verseny 1990/2). Az ABC héromszog beirt kérének ko-
zéppontja legyen K, a hozzairt korok kozéppontjai Ag, By, Cy. Jeldlje A, a BC
oldal és a BKC szog felez6jének, By az AC oldal és az AKC szog felezGjének,
Cy pedig az AB oldal és az AK B szog felezGjének a metszéspontjit. Igazoljuk,
hogy az AgAi1, BoBi és Cy(Cy egyenesek egy ponton mennek at.

2. feladat (IMO 2019 Shortlist G2 — Suranyi Jédnos emlékverseny 2020/1). Le-
gyen ABC hegyesszogli haromszog, az A, B és C-bdl indulé magassigok talppontjai
legyenek rendre D, E, F. Legyen ky, és k. a BDF és CDE haromszogek beirt kore,
ezek érintsék a DF és DFE szakaszokat rendre az M és N pontokban. Az M N egye-
nesnek a ky, és k. korokkel vett masik metszéspontja rendre P és Q. Igazoljuk, hogy
MP = NQ.

3. feladat (IMO 2001/5). Az ABC héromszogben legyen AP a BAC< felezdje,
ahol P a BC oldalon van, BQ pedig az ABC< felezGje, ahol Q a C'A oldalon van.
Tudjuk, hogy BAC< = 60° és hogy AB + BP = AQ + @QB.

Mik az ABC héaromszog szogeinek lehetséges értékei?

Fiiredi Erik

60. Ratz Laszlo Vandorgyiilés
2021. jtlius 1-3.

OLYAI
TARSULAT

A koronavirus-vilagjarvéany miatt a Bolyai Janos Matematikai Térsulat a 2021.
évi vandorgytilést online formaban rendezte meg. Az eseményrél, illetve annak el6-
késziileteirdl, az online forméardl hosszi beszamolé olvashaté az Erinté Elektro-
nikus Matematikai Lapok szeptemberi szdméban (https://ematlap.hu/hirek-
ujdonsagok-2021-4/1120-a-60-online-ratz-laszlo-vandorgyules).

Nagyon sajnaltuk, hogy nem talalkozhattunk személyesen, de az online-nak
elénye is van: utélag az Osszes eléadds megtekintheté a vandorgytiilés honlapjan
(https://wuw.bolyai.hu/60-ratz-laszlo-vandorgyules).

A 2021. évi Beke Man6 Emlékdijas tanarok méltatasat is meghallgathattuk,
a dijazottak: Czimmermann Joézsef, Dr. Mader Attila, Fonyoné Németh Ildiko,
Hujter Bélint, Kozma Lészl6né, Molnar Judit és Dr. Molnar Istvan (megosztott
dij) és Tomcsényi Szabé Katalin.

Az altaldnos iskolds és kozépiskolds tanarversenyt is online rendezték meg,
a feladatokat és az eredményeket kiilon kozoljiik.

A 2022-es védndorgytilés tervezett helyszine mar harmadik éve Eger, nagyon
reméljiik, hogy ezuttal mar személyesen vehetiink részt ezen a nagy multd és
szinvonalas eseményen.
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A kozépiskolai tanarok versenyének feladatai

1. A 2020—2021-es tanév kezdetén Kiss tanar ur osztalyaban a ,,Szereted-e a matekot?”
kérdésre a tanuldk 50-50%-a vdlaszolt igennel illetve nemmel. A tanév végén megismételt
kérdésre mdar az igen vdalaszok ardnya 70%-ra nétt, mig a nem vélaszok ardnya 30%-ra
cstkkent. A tanév sordn a didkok p%-a valtoztatta meg a véleményét. Mennyi a kiilonbség
p maximdlis és minimdlis értéke kozott?  (A) 0;  (B) 20; (C) 40; (D) 60; (E) 80.

E 3 .D 2. Az ABCDFE konvex 6tszog oldalainak hossza AB = 3,
BC =4,CD =6, DE =3, FEA =T. Az 6tszoget az abran 1at-
6 haté médon elhelyezziik a koordindtarendszerben tigy, hogy
az A csucs az origbban, a B pedig az x tengely pozitiv fe-
7 ¢ lén helyezkedjen el. Ezutan az o6tszoget az éramutatd jara-
sdanak megfelelen elkezdjiik gorgetni az x tengelyen. Melyik
4 oldal fogja érinteni az x tengely (2021;0) pontjat? (A) AB;
(B) BC; (C)CD; (D)DE; (E)EA.

A(0;0) 3 B x

3.A10,2,5,2, 4,2, x szamok dtlaga, medidnja és médusza valamilyen sorrendben egy
nem &llandé szamtani sorozat harom egymast kovetd tagja. Mennyi x lehetséges értékeinek
osszege? (A)3; (B)6; (C)9; (D)17; (E)20.

4. Hény kiilonboz6 kétjegyt pozitiv egész szimmal oszthaté 224 —1?7  (A) 4; (B) &;
(C) 10; (D) 12; (E) 14.

5. Az ABCD téglalapban AB =6 és BC = 3. M a CD oldal azon pontja, melyre
AM D<= BM A<. Mekkora az AMD<? (A) 30°; (B) 60°; (C) 72°; (D) 75°%
(E) 80°.

6. Hany természetes szdmokbdl 4116 (a; b; ¢; d) szamnégyes megolddsa az aldbbi egyen-
letnek?

alg2+blg3+clgh+dlg7 = 2021

(A)o; (B)1; (C)4; (D)2021; (E) végtelen sok.

7. Hatga +tg B =5 és ctga + ctg B = 6, akkor mekkora tg(a + 3) értéke? (A) 1;
(B)v3; (C)3 (D)11; (E) 30.

8. Két kémiives koziil az egyik 10, a méasik pedig 9 6ra alatt tud egy kéményt felfa-
lazni. Amikor egyiitt dolgoznak, akkor sokat beszélgetnek, ezért romlik a teljesitményiik,
és igy egyiittesen éranként 10 téglaval kevesebbet tudnak beépiteni. Egyiittes munkaval
5 éra alatt tudjék felépiteni a kéményt. Hany tégldbdl all a kémény?  (A) 500; (B) 900;
(C) 950; (D) 1000; (E) 1800.

9. Egy reggeli soran Viki csalddjanak minden tagja azonos térfogatu tejeskavét ivott.
A kévé és tej mennyisége csészérél csészére véltozott, de minden pohdr tartalmazta
mindkét Gsszetevot. Viki a teljes tejmennyiség negyedét, a kavénak pedig a hatodat itta
meg. Hany személybél all Viki csalddja? (A)3; (B)4; (C)5 (D)6; (E)7.

10. Az A, B, C halmazokat ,minimélis metszetii halmaztriénak” nevezziik, ha
[ANB|=|BNnC|=|CNnA|=1,A,B,C#0ésaz AN B, BNC, CN A halmazok paron-
ként kiilsnbozbek. Pl. az {1,2}, {2,3}, {1, 3,4} halmazok ilyen tulajdonsiguak. Legyen n
a H =1{1,2,3,4,5,6} halmaz részhalmazaib6l alkothaté ,,miniméalis metszeti halmaztriok”

szama. Mekkora n értéke, ha a trién beliil a halmazok sorrendjét nem vessziik figyelembe?
(A) 27, (B)64; (C)384; (D) 540; (E) 1280.
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11. Legyen B az A1As...A, szabdlyos n-szogoén kiviil egy olyan pont, melyre
az A1 BAs hdromszog szabdlyos, B, A1, A, pedig egy masik szabdlyos sokszog harom
egymast kovetd csicsa. Mekkora lehet n legnagyobb értéke?  (A) 6; (B)9; (C) 12;
(D) 18; (E) 42.

12. Hény olyan 1 < n < 1000 pozitiv egész szam van, amely el6allithatd két négyzet-
szdm kiilénbségeként?  (A) 250; (B) 500; (C) 750; (D) 999; (E) 1000.

13. Artdr kirdly 25 lovagja egy kor alakd asztalndl il. A kirdly véletlenszeriien
kivalaszt koziililk harmat és elkiildi 6ket, hogy 6ljék meg a kozelben tartézkodd gonosz
sarkdnyt. Jelolje P annak valészinliségét, hogy a kijelolt lovagok kozott legalabb ketto
az asztalnal egymas szomszédja volt. P-t redukalt tortalakban felirva mennyi a szamlald
és a nevez6 osszege? (A) 5; (B) 57; (C) 67; (D) 113; (E) 287.

14. Az osztaly matematika 6ran Tiinde nénitdl a faktorialis fogalmat tanulta. David
lelkes volt, és kiszamolta 1-t6l 20-ig a természetes szamok szorzatat, majd a kapott 19-
jegyl szamot felirta a tdblara. Sziinetben azonban valaki letérolt néhany szamjegyet, igy
most a tadblan a kovetkez6 egyenlGség lathato:

20! = 243290200181 766000000,

ahol a [-ek helyén all6 szdmjegyek méar nem lathatéok. Mennyi a letordlt szédmjegyek
osszege? (A)4; (B)5; (C)6; (D)8 (E)10.

15. Az f(z), g(x), h(x) masodfoku fiiggvényekre

f@) =226 +2 g(x)=2c"—4z+3

és barmely x € R esetén f(z) < h(xz) < g(z). Ha h(11) = 181, akkor mekkora h(6) értéke?
(A) 31; (B)36; (C)41; (D) 46; (E) tobbféle is lehet.

16. Egy haromszoget felosztunk harom haromszogre és egy
négyszogre Ugy, hogy a hiromszog két csicsat Osszekotjik a ve-

likk szemkozti oldal egy-egy pontjaval. A hdrom haromszog teriilete
az dbra szerint 3, 7, 7 teriiletegység. Mekkora a sziirke négyszog te-

rillete?  (A) 15; (B) 17; (C) %; (D) 18; (E) 5_;)

17. A 48,84,108,... sorozat tagjai két szdmtani sorozat megfelelé tagjainak ossze-
szorzdsaval jonnek létre. Mekkora a sorozat 9. tagja?  (A) 0; (B) 32; (C) 126;
(D) 180;  (E) 420.

18. Az a, b, ¢, d pozitiv egész szamokra teljesiilnek az alabbi feltételek:
a>b>c>d, a+b+c+d=2022, o —b+c”—d>=2022.

Mekkora a lehetséges értékeinek szama? (A)0; (B)1; (C)502; (D)503; (E)2021.

19. Az aldbbi tdblazat vézlatosan mutatja be az Orszdgos Pontyfogé Bajnoksag

eredményeit:
Fogott pontyok szdma (n) 0123 |...[]13]14]15
Az n pontyot fogott versenyzdék szama | 9 | 5 | 7 | 23 | ... 5 2 1

A Sporthorgasz magazin igy szamolt be a rendezvényrol:

e A gy6ztes 15 pontyot fogott.
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e Azok, akik legalabb 3 pontyot fogtak, azok atlagosan 6 halat tudtak felmutatni
a mérlegelésnél.

e Azok, akik legfeljebb 12 pontyot fogtak, azok neve mellé atlagosan 5 hal keriilt be
az eredménylistaba.
Hany pontyot fogtak dsszesen a bajnoksag résztvevdi?  (A) 936; (B) 943; (C) 960;
(D) 1024; (E) 2021.

20. R, L, V olyan természetes szamok, melyekre
R+L+V =21

Mennyi a R-L-V+ R-L+L-V +V-R kifejezés maximuménak értéke?  (A) 221;
(B) 480; (C)482; (D) 490; (E) 512.

Yy 21. Ot egységnégyzetet az dbran lithaté médon elhelye-
ziink egy koordindtarendszerben. A (¢;0) és a (3;3) pontokat
Osszekotd szakasz a kijelolt tartomanyt két egyenld tertile-

til részre osztja fel. Mekkora a ¢ értéke?  (A) %; (B) 3

57
©% O3 ® i

(¢;0) z

22. Az {1,2,3,...,1000} halmazbdl véletlenszerlien kivalasztunk el6bb harom szdmot
{a1,az2,a3}, majd a maradék 997 elembé&l még harmat {b1, b2,bs}. Legyen a1, a2, as egy
téglatest alaki doboz, b1, b2, b3 pedig egy szintén téglatest alaku tégla harom, egy csiicsbol
kiindulé élének hossza. Legyen P annak a valdszintlisége, hogy megfeleld elforgatassal
a tégla kilogas nélkiil elhelyezhetd a dobozban. P-t redukalt tértalakban felirva mennyi
a szamldlé és a nevezd Osszege? (A)4; (B) 5, (C) 7, (D) 10; (E) 12

23. Jelolje n a 2021 felirdsainak szamat 2021 = as - 10% + as - 102 + a1 - 10 + ao for-
mdban, ahol 0 < a; <99 (a; €N, i =0,1,2,3). Példdul egy lehetséges felirdsi lehet8ség:
2021 = 1-10% +3-10% + 67 - 10 4 51. Meckkora n értéke? (A) 3; (B) 9;  (C) 202;
(D) 203;  (E) 420.

24. Két doboz mindegyikében fehér és fekete golydk vannak. A két dobozban egyiit-
tesen 25 goly6 talalhaté. Becsukott szemmel mindkét dobozbdl véletlenszertien kivesziink
%, akkor mi a \Zla-

16szintisége annak, hogy mindkét kihtzott goly6 fehér lesz?  (A) 255 (B) 255 (C) 253

egy-egy golyét. Ha annak a valdszintlisége, hogy mindkettd fekete lesz

(D) ;’—0; (E) Nem hatérozhat6é meg egyértelmiien.

25. Z, a hangya az ABC' szabéalyos hiaromszog A csticsabdl indul, és minden 1épése
soran véletlenszertien atmaszik a haromszog egyik oldaldn haladva a masik két cstics
valamelyikébe. Mi a valészinlisége annak, hogy a 6. 1épés utan ismét az A csicsban fog

tartézkodni?  (A) 255 (B) 3%; (C) 35 (D) 355 (E) 5.

26. Az ABCD konvex négyszoghben DAB< = ABC<, BDA< = BCD<, CD =5,
DA =38 és BD =10. Mekkora a BC oldal hossza?  (A) 12;  (B) 12,5; (C) 13;
(D) 13,5, (E) 145.

27. Egy pozitiv egész szamot ,kigyézonak” neveziink, ha tizes szdmrendszerbeli
arazas ...ar (k€ N+) alakjara teljesiil, hogy a; < ai+1, ha ¢ pdratlan és a; > a;+1, ha
i paros (i € NT, 1 <i < k—1). Hany kiilonb6z6 jegyekbél all6 négyjegyti , kigyézé” szam
létezik?  (A) 252; (B) 630; (C) 882; (D) 1050; (E) 1260.
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28. A Réatz Laszlo Véandorgytilésen a Tandrverseny utén az egyik versenyzd a tarsdval
beszélgetve igy értékelte sajat teljesitményét:

»80 pontndl tobbet szereztem. Ha Gsszpontszamomat megmondandm neked, akkor
meg tudnad &llapitani, hogy hény j6 és hdny rossz valaszt adtam. Viszont barmely ennél
gyengébb, de 80 pontnal jobb eredmény esetén mar nem lennél erre képes.”

(A versenyen a versenyzOk pontszamét a p = 30 + 4 - j — r képlettel hatdrozzik meg,
ahol j és r jeloli rendre a jo, illetve a rossz valaszok szamat, és a megvalaszolatlan
kérdésekért nem jar pontlevonds.)

Hany kérdésre nem adott valaszt a versenyzé? (A) 0; (B)1; (C)2; (D) 3;

(E) 4.
29. Legyen H azon r (0 < r < 1) raciondlis szdmok halmaza, amelyek végtelen pe-
riodikus tizedestort alakja 0,abcabcabe. .. = 0,abé, ahol a, b, ¢ nem feltétleniil kiilonbo-

70 szémjegyek. Felirva H elemeinek redukalt tort alakjat, héanyféle szamlalét kapunk?
(A) 630; (B)642; (C)648; (D) 660; (E) 998.

30. Egy szabdlyos pénzérmét egymas utan 15-szor feldobva rogzitjiik a fejek és az iréd-
sok sorrendjét. Ezutan megvizsgaljuk a kozvetleniil egyméds utan kovetkez6 dobasparokat.
Azt allapitottuk meg, hogy a sorozatban pontosan két FF, hdrom FI, négy IF és &t 11
dobéaspar fordult els. Hany kiilonb6zd sorrend szerint alakulhatott ki a feltételeknek meg-
felelé dobdssorozat?  (A) 120; (B) 560; (C) 1568; (D) 5005; (E) 2522520.

A feladatsort Fony6né Németh Ildiké és Fonyé Lajos éllitotta dssze

A kozépiskolai tanarok versenyének eredménye

. Molnar Istvan (Békéscsabai Andrdssy Gyula Gimn.)
. Fridrik Richird (H6dmez&vésédrhely, Estvos Jézsef Technikum)
. Kallés Béla (Nyiregyhdza, Szent Imre Katolikus Gimn.)
. Balla Eva (Hajduszoboszlé, Hégyes Endre Gimn.)
. Kaszt]l Rozdalia (Fony6d, Métyds Kirdly Gimn.)
. Pituk Andrea Maria (Mdatészalkai Esze Tamds Gimn.)
. Kdplar Veronika (Marcali Berzsenyi Déniel Gimn.) és
Vértes Judit (Budapest, Kélcsey Ferenc Gimn.)
9. Bakos Enik6 (Budapest, ELTE Apdczai Csere Janos Gyak. Gimn.) és
Baloghné Cseh Judit (Szolnok, Varga Katalin Gimn.).

N O UUR W N

Az altalanos iskolai tanarok versenyének® eredménye

. Moréné Palos Zsuzsanna (Budapest, Ujbudai Teleki Blanka Alt. Isk.)
. Téth Gabriella (Csantavér, Hunyadi Jénos Alt. Isk.)
. Egyed Laszl6 (Bajai III. Béla Gimn.),
. Miklés Tldiké (Vamosmikolai Alt. Tagisk.) és
Paréczay Eszter (Godsllsi Premontrei Szent Norbert Alt. Isk. és Gimn.)
6. Borbélyné Rostahazi Krisztina (Székesfehérvar, Ciszterci Szent Istvan Gimn).

[N

* Az &ltaldnos iskolai tandrok versenyének feladatait nem kozoljiik.
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