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Kedvcsinalo a ,,Geometriafeladatok megoldasa
szinusztétellel” cimii irashoz

Bevezetés

A geometriafeladatok megolddsanal a klasszikus, megfelelé objektumok (pl.
szogek, hasonldsigok) észrevételén és megfigyelésén alapulé megolddsi médszerek
mellett szamoldsos mddszerekkel is eredményre juthatunk. Ezek kozé tartozik a sz6-
gek szinuszanak szdmolasan alapuldé megoldasmod — tobbek kozott a koordinata-
geometriai, vektoros/komplex szdmos és baricentrikus koordindtézé médszerek mel-
lett — melynek 6 segédeszkoze a szinusztétel (tovabbiak a Ceva-tétel és az addicids
képletek). Elonye, hogy alkalmazdsa mésmilyen gondolkoddst, otleteket igényel,
mint a klasszikus médszerek, igy az azokkal nehezen zoldagra vergédd versenyzoék-
nek is alternativit nyijt (kevesebb a ,vegyiik észre, hogy ...” tipusi rész), mi-
kézben nem igényel sokkal tobb eldismeretet. Ugyanakkor alkalmazhatésaga korla-
tozottabb. Ezen moddszert mutatja be a ,Geometriafeladatok megoldasa szinusz-
tétellel” cimili frasom, mely megtalalhaté a KoMal honlapjan a cikkek kozott:
https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml.

A bevezetés utan elméleti Osszefoglaldssal folytatédd cikk versenyfeladatok
megoldasain keresztiil példédkat hoz a médszer alkalmazhatosdgéara és tovabbi egyéni
kidolgozast igényld, vele megoldhato feladatokat tartalmaz. Az ismertetd tovabbi
része ezekbdl mutat meg részleteket.

Egy geometriafeladat kidolgozott megoldassal

EGMO/IMO/MEMO 1. vélogatéverseny 2019., 3. feladat. Legyen az ABC
haromszogben CAB<t =2 - ABC<«. Tegyiik fel, hogy létezik egy P pont a hé-
romszog belsejében, amelyre AP = BP és C'P = AC. Bizonyitsd be, hogy ekkor
PBC<« = 30°.

Megoldas. Jeloljitk a B-nél 1évo bels6 szoget
B-val és a PBC' szoget, melyrdl az allitds szol,
e-nal. Szamoljunk ki bel6liik néhany mésik sz6-
get. Mivel P bels6 pont,

PBA< = ABC<« — PBCa=0—c¢.

Mivel az AB P haromszog egyenld szaru, a PAB<
is 8 —¢e. Emellett CAB<t =28 és CAP<t= 3 +-¢,
az egyenl$ szard APC héromszogben az APC<
is B+ €. Ezért az APC haromszog harmadik bel-
s6 szoge ACP< = 180° — 23 — 2¢. Mivel az ABC' héromszégben a B-nél, illetve
A-nal 1évé bels6 szogek 3, illetve 23, ACB< = 180° — 33 és ebbdl

BCP< = ACB< — ACP< = 180° — 38 — (180° — 28 — 2¢) = 2= — f3.
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B > e és180° — 38 > 0, igy 60° > (> 0°).
Most, hogy kiszamoltuk a belsé szogeket, johet a szinusztétel alkalmazasa.
A PBC héromszogre
PB  sin(2e — )
PC  sine
a PAC haromszogre pedig
PA  sin(180° — 28 — 2¢)
pPC sin (8 + ¢)

. PB PrPA .
Mivel AP = BP, PC T PO 18y

sin (26 — 8)  sin (180° — 28 — 2¢)

sine B sin(8 + ¢€)

Mivel sin (180° — 28 — 2¢) = sin (26 + 2¢) = 2cos (f + €) sin (8 + ¢), ezért

sin (180° — 255 — 2¢)
sin (8 +¢)

=2cos (B +¢)

(haromszog belsd szogeként sin (8 + ¢) # 0 és sine # 0). Ezt felhasznélva
sin (2e — 53)
sine

és 2cos (B + ) sine = sin (2e — ). Addicids tételekbol

=2cos(f+¢)

2cos (3 +¢)sine = 2(cos Bcose — sin fsine)sine = 2cos B cosesine — 2sin fsin’ e,
mig
sin (2e — ) = sin 2e cos (—f) + sin(—pf) cos 2e = sin 2 cos § — sin § cos 2 =
= 2sinecose cos 3 — (sin B cos® e — sin fsin’ ) =
= 2cos fBsine cose — sin 3 cos? € + sin Bsin® .
Ezek egyenloségébol
2cos Bcosesine — 2sin Bsin’ e = 2 cos Bsine cose — sin B cos® € + sin Bsin’ e,

igy rendezve

sin 8 cos? € = 3sin Bsin’ e,
sin 3 # 0-val osztva cos? e = 3sin®e. Mivel cos? e +sin® e = 1, ezért ebbél cos? e = %;
mivel 60° > ¢ > 0°, ezért cose > 0. Igy

COS<€—\/§—\/g
V4 2

és ebbdl ezen az intervallumon csak ¢ = 30° lehet. Tehat PBC< = 30°, a feladat
allitasat beldttuk. O

12 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/1



GF 2022.1.4 — 18:54 — 13. oldal — 13. lap KoMalL, 2022. januar ?

— P

A témaba vagé tovabbi feladatok

1. feladat (Kiirschak verseny 1990/2). Az ABC héromszog beirt kérének ko-
zéppontja legyen K, a hozzairt korok kozéppontjai Ag, By, Cy. Jeldlje A, a BC
oldal és a BKC szog felez6jének, By az AC oldal és az AKC szog felezGjének,
Cy pedig az AB oldal és az AK B szog felezGjének a metszéspontjit. Igazoljuk,
hogy az AgAi1, BoBi és Cy(Cy egyenesek egy ponton mennek at.

2. feladat (IMO 2019 Shortlist G2 — Suranyi Jédnos emlékverseny 2020/1). Le-
gyen ABC hegyesszogli haromszog, az A, B és C-bdl indulé magassigok talppontjai
legyenek rendre D, E, F. Legyen ky, és k. a BDF és CDE haromszogek beirt kore,
ezek érintsék a DF és DFE szakaszokat rendre az M és N pontokban. Az M N egye-
nesnek a ky, és k. korokkel vett masik metszéspontja rendre P és Q. Igazoljuk, hogy
MP = NQ.

3. feladat (IMO 2001/5). Az ABC héromszogben legyen AP a BAC< felezdje,
ahol P a BC oldalon van, BQ pedig az ABC< felezGje, ahol Q a C'A oldalon van.
Tudjuk, hogy BAC< = 60° és hogy AB + BP = AQ + @QB.

Mik az ABC héaromszog szogeinek lehetséges értékei?

Fiiredi Erik

60. Ratz Laszlo Vandorgyiilés
2021. jtlius 1-3.

OLYAI
TARSULAT

A koronavirus-vilagjarvéany miatt a Bolyai Janos Matematikai Térsulat a 2021.
évi vandorgytilést online formaban rendezte meg. Az eseményrél, illetve annak el6-
késziileteirdl, az online forméardl hosszi beszamolé olvashaté az Erinté Elektro-
nikus Matematikai Lapok szeptemberi szdméban (https://ematlap.hu/hirek-
ujdonsagok-2021-4/1120-a-60-online-ratz-laszlo-vandorgyules).

Nagyon sajnaltuk, hogy nem talalkozhattunk személyesen, de az online-nak
elénye is van: utélag az Osszes eléadds megtekintheté a vandorgytiilés honlapjan
(https://wuw.bolyai.hu/60-ratz-laszlo-vandorgyules).

A 2021. évi Beke Man6 Emlékdijas tanarok méltatasat is meghallgathattuk,
a dijazottak: Czimmermann Joézsef, Dr. Mader Attila, Fonyoné Németh Ildiko,
Hujter Bélint, Kozma Lészl6né, Molnar Judit és Dr. Molnar Istvan (megosztott
dij) és Tomcsényi Szabé Katalin.

Az altaldnos iskolds és kozépiskolds tanarversenyt is online rendezték meg,
a feladatokat és az eredményeket kiilon kozoljiik.

A 2022-es védndorgytilés tervezett helyszine mar harmadik éve Eger, nagyon
reméljiik, hogy ezuttal mar személyesen vehetiink részt ezen a nagy multd és
szinvonalas eseményen.
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