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Szamelmélet és valdsziniiségszamitas™

A matematika e két dgdnak Osszekapcsoldsaban uttoré szerepet jéatszott
a 20. szdzadi matematika két oridsa, Erdds Pal (1913-1996) és Turdn Pdl (1910
1976), akik egymédsnak is kozeli bardtai és munkatdarsai voltak. Eloszor Erdds egyik
kedvenc, részben ma is megoldatlan problémajaval foglalkozunk, majd Turan egy-
szer(l bizonyitdsét mutatjuk be Geoffrey Hardy (1877-1947) és Srinivasa Rama-
nujan (1887-1920) hires tételére az egészek primosztdinak tipikus szdmérdl. Mind-
kett6 elmondhaté valdszintiségszamitas nélkiil is, de éppen a valészintiségi szemlélet
mutatja meg a lényeget. Mindkét esetben a Csebisev-egyenldtlenséget fogjuk alkal-
mazni.

1. A Csebisev-egyenlotlenség

Egy véges valdsziniiségi vdltozé egy olyan filiggvény, amely véges sok valds
szamértéket vesz fel, és mindegyik értéknél megmondjuk, hogy az milyen valdszi-
niséggel adédik. Példaul a kockadobasndl a lehetséges értékek 1, 2, 3, 4, 5 és 6, és
mindegyiknek a valésziniisége 1/6. A tovdbbiakban csak ilyen legegyszer(ibb tipu-
su valdszintiségi véaltozokat hasznalunk, amelyek értékkészlete N kiilonboz6 valos
szém, vy, va, . .., UN, és mindegyik v; értéket 1/N valdsziniiséggel veszi fel a véltozd.
A valészintiségi valtozokat altaldban &-vel, néha n-val fogjuk jelolni.

Egy valészintiségi valtozo vdrhato értéke a lehetséges értékeknek a valdszintisé-
gekkel stlyozott dtlaga. Ezt E(§)-vel jeloljiik. A mi specidlis esetiinkben a varhaté
érték a felvett értékek szamtani kozepe:
v+ v+ ...+ UN

N .
Pl. a kockadobds varhaté értéke (1+2+3+4+546)/6 = 3.,5.

A valdszintiségi valtozé masik fontos jellemz8je a szdrds, amit D(&)-vel jelo-
lilnk. Ezt ugy kapjuk, hogy a felvett értékeknek a varhaté értéktol vald négyzetes
eltéréseit a valdszintiségekkel stlyozva atlagoljuk és az eredménybdl négyzetgyokot
vonunk. fgy a mi specialis esetiinkben a négyzetes eltérések szamtani kozepébdl kell
négyzetgyokot vonni:

2 2
(1.2) D=D() = \/(U1 —F) +.].\}-|— (vy — E) '

A sz6rés tehdt azt méri, milyen erdsen ingadozik a véltozd a varhaté érték koriil.
A kockadobds szérdsa

(L1) E=E(@)=

~1,71.
6 )

* Ehhez a témédhoz kapcsolddik a B. 5220. feladat is ebben a szamban.

\/(1 —35)4(2-35)°+ (3—-35)°+ (4—35)°+ (5—3,5)°+ (6 — 3,5)°
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Belathato, hogy valdsziniiségi valtozdk Gsszegének a varhato értéke a varhato
értékek Osszege:

(1.3) E(€+n) = E¢)+ E®).
Ha a valtozok fiiggetlenek, akkor ugyanez érvényes a szérasok négyzetére is:
(1.4) D*(€+n) = D*(€) + D*(n).

Rétériink a két szamelméleti alkalmazés valoszintiségszamitasi alapjat képezo
nevezetes egyenl6tlenségre, amely Pafnutyij Lvovics Csebisev (1821-1894) orosz
matematikustél szarmazik. Ez informalisan azt fejezi ki, hogy egy valdszintiségi
valtozd nagy valdszintiséggel a varhato értékétél nem tul tavoli értéket vesz fel. Itt
a tavolsag mértékegysége a szdras.

Pontos megfogalmazasban: Jelolje a & valdszintiségi valtozo varhato értékét B
és szérasat D, tovabba legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ekkor 1/c2-nél kisebb annak a va-
l6szintisége, hogy a valtozo a varhato értéktol cD-nél tavolabbi értéket vesz fel:

1
(1.5) P(l¢ = E| > cD) < =

Természetesen ez csak ¢ > 1 esetén ad érdemi informéciot, hiszen a valdszintiség
eleve legfeljebb 1.

A specialis esetiinkben ezt a kovetkez6 formaban fogjuk hasznélni: Ha a véltozo
altal egyforma valészintiséggel felvett N darab v; érték kozott s olyan van, amelynek
a varhato értéktol vald eltérése nagyobb a széras c-szeresénél, azaz s-szer fordul elo,
hogy |v; — E| > ¢D, akkor s/N < 1/c%.

Ennek bizonyitasa:

N
ND? = Z (v; — E)* > Z (vi — E)* > s(eD)?, gy N >c?s.

i=1 |v;—E|>eD

Az els6 egyenléség az (1.2) definicié egy madsik alakja, ezutdn az 6sszegbdl csak
a nagy tagokat tartottuk meg, majd ezek mindegyikét lecsokkentettiik a megadott
cD alsé korlatra.

2. Csupa kiilénb6z6 6sszeg

Erdos egyik kedvenc probléméja: Maximalisan hany pozitiv egész adhaté meg
n-ig, hogy koziilitk akdrhany kiilonbozét 6sszeadva (beleértve az egytagi sszegeket
és az Osszes szdm Osszegét is) mindig kiilonboz6 szdmot kapunk? Ezt a kérdést 1931-
ben vetette fel és els6ként emliti hires 1993-as gélyavari el6addsdban, amelynek
videdfelvétele az interneten elérheto. Itt szamos tovabbi érdekes elemi szamelméleti
és geometriai problémardl is beszél kozérthetden, és a felvételbdl Erdds lenytigdzo
egyéniségérdl is képet kaphatunk.

A kérdést formdlisan is megfogalmazzuk: Mennyi a k& maximuma (n fiiggvé-
nyében), ha az 1 < a1 < as < ... < ap < n egész szamokbdl képezett minden rész-
Osszeg kiillonbozb?
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Ilyen egészek példaul a 2 hatvéanyai a kettes szamrendszerbeli felirds egyértel-
miisége miatt. A 2 kitevéje 0-t6l log, n egészrészéig terjedhet, tehat

(2.1) maxk > 1+ [log, n] > log, n.

A max k fels6 becsléséhez megnézziik, hdny részosszeg van, és ezek milyen inter-
vallumba eshetnek. Mivel minden részosszeg kiilonboz6 egész szam, ezért legfeljebb
annyi részosszeg lehet, ahany egész szam talalhat6 ebben az intervallumban.

A részosszegek szama 2F — 1. Mindegyik legaldbb 1 és legfeljebb
n+(n—1)+...+(n—k+1)<nk—1.

Minden részosszeg kiilonbozé, tehat 2F — 1 darab egész szamnak el kell férnie 1 és
nk — 1 kozott. Ezért

(2.2) 2" —1<nk—1, azaz 2% <nk.
Mindkét oldal 2-es alapu logaritmusat véve kapjuk, hogy
(2.3) k < logyn + log, k.
Nyilvan k < n, tehat log, k < log, n, igy

(2.4) k < 2logyn.

Véve (2.4)-ben mindkét oldal logaritmusdt log, k& < 1+ log, logy n adddik, amit
(2.3)-ba beirva a

(2.5) k < logy n + log, loga n + 1

fels6 becslést nyerjiik.
(2.1) és (2.5) alapjén

max k <1 logylogyn + 1
logyn logy 1

tehat
. maxk
lim =
n—oo logy n

)

azaz max k aszimptotikusan egyenld log, n-nel.

Erdds 500 dollart ajanlott fel annak eldontéséért, hogy | maxk — log, n| kor-
latos-e. Ez tovabbra is reményteleniil nehéz.

Rétériink a (2.1) alsé és (2.5) fels6 becslések javitdsdra. Bar sokdig azt sejtet-
ték, hogy a 2-hatvényok adjdk a legjobb konstrukecidt, kideriilt, hogy ennél eggyel(!)
tobb szamot is meg lehet adni, ha n > 22!, Az tovébbra is megoldatlan, hogy a ket-
t6hatvanyoknal kettével tobb szam megadhato-e.

A felsé becsléssel kapcsolatban Erdésnek és Leo Moser (1921-1970) kanadai
matematikusnak a (2.5)-beli log, log, n-es hibatagot sikeriilt megfelezniiik 70 évvel
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ezel6tt, és ma is ez a legjobb ismert eredmény. Ehhez a problémat atfogalmaztdk
a valoszintiségszamitas nyelvére. fgy jott be a képbe a Csebisev-egyenl6tlenség, ami
azt biztositotta, hogy a részosszegek az [1, nk — 1] intervallumban nem egyenletesen
oszlanak el, hanem az atlag kozelében stirtisodnek.

Nézziik mindezt részletesen. Legyen & az a valdszintiségi valtozd, amelyik mind
a 2F darab részosszeget (beleértve az iireset is) 1/2F valészintiséggel veszi fel.

Ez azt jelenti, hogy az egyes a; egészek egymastol fuggetlentil 1/2-1/2 valdszi-
niiséggel szerepelnek a részosszegekben. Eszerint € az 1y, ..., n; fliggetlen valdszi-
niiségi véltozdk Gsszege, ahol ; a 0 és a; értékeket veszi fel 1/2-1/2 valészintiséggel:

k
£= Zj:l M-
Ennek megfelelden az n; valtozé vérhaté értéke és szérdsnégyzete

G 2 a; YV
(2.6) Bm) =% & DXy =(T).
A valbszinfiségi véltozdk osszegének varhatd értékére és (fiiggetlenség esetén)

szérasnégyzetére vonatkozé (1.3) és (1.4) képletek alapjén (2.6)-bdl kapjuk, hogy

k k
(27) BE) =) Em) =%
k a2 kn?
(28) D€ =Y D)= () <

1. feladat. Bizonyitsuk be (2.7)-et és (2.8)-at kozvetleniil, a varhaté érték és
szérasnégyzet additivitdsdra torténd hivatkozas nélkiil. (A feladatok megolddsat
a cikk végén vézoljuk.)

A ¢ véltoz6 szérasira (2.8)-bél a D(€) < nvk/2 fels6 becslés adédik. Alkal-
mazzuk most az (1.5) Csebisev-egyenlétlenséget pl. ¢ = 2-vel. Ez azt jelenti, hogy

az atlagtdl a szérds kétszeresénél tavolabb esO részosszegek szama kevesebb, mint
az Osszes részosszeg szamanak a negyedrésze.

Tehét tébb, mint 2% - % osszeg esik egy 4D (€) < 2n\/k hosszisagi intervallum-
ba, amelynek a kozéppontja E(&).

Ezek az 6sszegek mind kiillonbozdk, igy

2
(2.9) 9k . z <onvk, azaz 2" < 8”{.

Osszehasonlitva (2.9)-et az elsé gondolatmenettel adédé (2.2)-vel, azt nyer-
tiik, hogy (2.9) jobb oldaldn k helyett csak vk egy konstansszorosa all. Ha most
a korabbihoz hasonléan kétszer logaritmalunk, akkor (n > 8-ra)

log, logy n
2

adddik, tehdt (2.5)-ben a hibatagot lényegében megfeleztiik.

k <logyn + + 2
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3. Tipikusan hiny primosztdja van egy szamnak?

Attériink a mésodik szamelméleti kérdésiinkre. Jelolje w(n) az n pozitiv egész
kiilonbozé primosztéinak a szémét. Pl w(20) = 2,w(64) = 1. Végtelen sok n-re,
a primhatvanyokra w(n) = 1. De barmilyen nagy is lehet: az els§ s prim szorzatéra
w(n) = s, pl

w(2:3-5-7-11-13-17-19) = w(9699 690) = 8.

Béar nem nagyon latszik semmi szabalyossag, belatjuk hogy egy jol ismert,
»526p” f(n) fiiggvénnyel mégis teljesiil, hogy a legtébb szdmra w(n) kb. f(n).
A Jlegtobb” és , kb.” kifejezések persze pontos matematikai értelmet nyernek majd.

Legyen t egy tetsz6leges (nagy) pozitiv egész. Eldszor kiszdmitjuk, hogy w(n)
atlagosan mekkora 1 és t kozott:

w)+w@2)+...+wl) W)

E = =
t t

W (t) becsléséhez tekintsiik azt a t X t-es tdbldzatot, amelynek az i-edik so-
réban az w(i)-t ,szdmoljuk meg”, azaz minden j-edik helyre 1-et frunk, ahol a j
az 1 valamelyik primosztéja, a tobbi helyre pedig 0 kertil. Pl. ¢ = 6-ra:

1 2 3 4 5 6
wl)=0[0 0 0 0 0 0
w2 =1[0 1 0 0 0 0
wB3)=1]0 0 1 0 0 0
w@)=1/0 1 0 0 0 0
wh)=1]0 0 0 0 1 0
w6)=2]0 1 1 0 0 0

Tehat az i-edik sor j-edik eleme 1, ha j primszam és osztdja i-nek, egyébként
pedig 0.

Hény 1-es van a tablazatban? Soronként szamolva
(3.1) > w(i) =W(t).
i=1

Most szamoljunk oszloponként. Ha j = p primszam, akkor a p-edik oszlopban
a p tobbszoroseinek megfeleld helyeken all 1, tehat itt |¢/p| darab 1-es van, minden
més elem 0. Igy oszloponként Gsszegezve az 1-esek szama

t
(3.2) 3 H |
p<t p
ahol az 6sszegzés csak a primekre torténik. A tovabbiakban p, ¢ mindig primszamot

jelol.
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A soronkénti és oszloponkénti 6sszegzést dsszevetve kapjuk, hogy

(3.3) W) =3 H .

p<t p

Megjegyezziik, hogy (3.3)-at tulajdonképpen egy egyszerii 6sszegétrendezéssel iga-

zoltuk:
=Y e=3 Y13 ¥ =3[t

i=1 i=1 pli p<t pli, i<t <t

(3.3)-at t-vel osztva adddik, hogy w(n) atlaga 1 < n < t-re

(3.4) E = WT(t) = %Z VJ = (Zl> — h(t), ahol 0<h(t)<1.

p<t p p<t p

Az utolsé egyenl6ség az egészrészek elhagydsabdl addédott. Ekkor ugyanis mind
a 7(t) darab tag egy 1-nél kisebb szdmmal nétt, ahol 7 (t) a primek szdma t-ig. Igy
az osszeg (t)-nél kevesebbel nétt, ezt t-vel osztva kapjuk, hogy 0 < h(t) < 7 (t)/t <
< 1. Mivel 7(t)/t tart a 0-hoz, ha t — oo, ennél erésebb allités is igaz: tliglo h(t) =0.

(3.4) tehat azt fejezi ki, hogy az 1 és t kozotti egészek primosztdinak dtlagos
szama lényegében a t-nél nem nagyobb primszamok reciprokosszegével egyenlo.
Felhasznaljuk, hogy ez a reciprokdsszeg nagyon jé kozelitéssel Inlnt: 1étezik olyan
c1 abszolut konstans, hogy barmely t-re

Zl —Inlnt

p<t

<y,

lasd pl. [1], 5.6.2. tétel. Ez azt jelenti, hogy w(n) atlagosan kb. Inlnt. Vagyis egy 1
és t kozotti egésznek atlagosan InlInt kiilonboz6 primosztdja van.

Az Inlnx fiiggvény nagyon lassan névekszik, pl. t = 101%%-ra InInt mindossze
5,44. Vegyiik észre, hogy Inlnv/t = In(Int/2) = Inlnt — In 2 miatt a v/t és ¢ kozotti
novekedés csak In 2. Ezért az 1 és t kozotti ,majdnem minden” n esetén ,kb. Inln¢”
helyett nyugodtan mondhatunk ,kb. InInn’-et is.

Abbdl azonban, hogy Inlnn az atlag, nem kovetkezik, hogy a legtobb esetben
ehhez kozeli a fliggvényérték, lehetnének nagy ingadozasok és gy jonne ki ez
az atlag. Hardy és Ramanujan bonyolult mddszerekkel beldttdk 1917-ben, hogy
nem igy van, a ,legtébb” n szamnak tényleg kb. InInn primosztdja van.

2. feladat. Ebben nem az a meglepd, hogy a legtoébb szdmnak ilyen kevés
primosztdja van, hanem az, hogy ilyen sok. Magyarizzuk meg ezt a kijelentést.

3. feladat. Jelolje Q(n) az n ,0sszes” primosztéinak a szdmét, tehét, hogy az n
hény primszam szorzata. Pl. 2(20) = 3, 2(64) = 6. Mutassuk meg, hogy a Hardy—

¢
Ramanujan-tétel Q(n)-re is érvényes. Ehhez igazoljuk, hogy Y- (Q(i) — w(i)) < t.
i=1
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A Hardy-Ramanujan-tételre Turan adott egyszer(i bizonyitast 1934-ben. Eb-
ben tulajdonképpen a Csebisev-egyenldtlenséget haszndlta (anélkiil, hogy ennek
tudatdban lett volna), és ez lett a kiindulépontja a valdszintliségszdmitas szdmel-
méleti alkalmazésainak.

A lényeget tehat itt is a valdsziniiségszamitdsi megkozelités adja. Legyen &
az a valészintliségi valtozo, amelyik az w(l),...,w(t) értékek mindegyikét 1/t valé-
szintiséggel veszi fel. Eppen ennek F ~ Inlnt varhato értékét szamoltuk ki az el6-
zéekben. Belatjuk, hogy kicsi a széras, kisebb, mint v/3E. Ekkor az (1.5) Csebisev-
egyenl6tlenséget elég nagy c-vel alkalmazva &-nek az E =~ Inlnt varhato értéktol
valé eltérése 1-hez akdrmilyen kozeli valészintiséggel vE egy konstansszorosanél
kisebb. Ez azt jelenti, hogy az 1 és t kozotti majdnem minden egészre w(n) na-
gyon jol kozelithetd In In ¢-vel. Es ahogy korabban jeleztiik, majdnem minden ilyen
n egészre Inlnt helyett ez a téle alig kiillonb6z6 In Inn-nel is teljesiil. Azaz valéban
majdnem minden n egész szamnak kb. InInn kiilonb6z8 primosztéja van. (A preciz,
formélis megfogalmazést lasd pl. [1], 6.7.7. és 6.7.7a. tételek.)

Nézziik tehat a szérds fels6 becslését. Eloszor Gyenes Zoltan javaslata alapjan
egy heurisztikus gondolatmenetet mutatunk, és utdna kovetkezik majd a preciz
levezetés.

A £ valtozét fel tudjuk bontani primenkénti 7, indikatorvaltozdk osszegére.
Legyen p prim és 7, értéke 1/p valdsziniiséggel 1 (,a szdm oszthaté p-vel”) és
(p — 1)/p valészintiséggel 0 (,a szdm nem oszthatd p-vel”). Ekkor

(3.5) £=

p<t

Az n, valésziniiségi valtozok varhaté értéke és szérasnégyzete

R B e R e

p\ » » \») »

Az 6sszes pozitiv egészre nézve az 1), valtozok fiiggetlenek. Ugyanis a kiilonb6z6
primekkel valo oszthatdsdgok a paronként relativ primség miatt egymastdl fiigget-
lenek. Formalisan: a p-vel valé oszthatésag valdszintisége 1/p és a py, ..., p, primek
mindegyikével valé oszthatésag ugyanaz, mint az M = p;y - ... - p, szorzattal vald
oszthatdsdg, tehédt ennek a valdszintisége 1/M, ami valéban az 1/p; valészintiségek
szorzata.

»Kicsit” csalva tekintsiik gy, hogy az 7, véaltozék elég nagy t-re az 1 és ¢
kozotti egészekre szoritkozva is fiiggetlenek maradnak. Ekkor

D) = Y D) = 5 - Y 5 ~ F.

p<t p<t p<t
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A heurisztika utédn nézziik a preciz levezetést. Mivel D?(&) = E((€ — E)? )=
= E(£%) — E?, itt az els6 tagot kell feliilrl becsiilniink.

0=13y w0 DRI

i=1 p<t pli

Z <Y Y (1 hul) =

p<t v<t/p

(3.7) B(&) =

| =
‘Mﬂ

N
Il
—

I
~+ | =
i

i,

p<t vt /p

Itt elészor a varhaté érték (1.1) definicidjét alkalmaztuk & helyett £2-re, majd
az (egyik) w(i)-re beirtuk annak definicidjat. Ezutdn dtrendeztiik az Osszeget és
atirtuk a p | ¢ oszthatésdgot ¢ = vp alakra. Az w(vp) < 1+w(v) egyenlStlenség azért
igaz, mert egy szamot egy primszammal szorozva legfeljebb eggyel né a primosztok
szdma. Az utolso lépésben két részre vagtuk az tsszeget.

(3.7) utolsé sordban az elsd osszeg éppen E(§) = E. A mésodik osszeg belsd
szummajat atirjuk (3.3)-hoz hasonléan, csak ¢ helyett ¢/p-vel, majd feliilrél becstil-

jlik:
t
RO ol B2 B s o1
v<t/p q<t/p q q<t/p P q<t

Ennek alapjan a teljes méasodik 6sszeg kisebb, mint

(3.8) (Z 1)2 =(E+ h(t))2 = FE? +2h(t)E + h*(t) < E* + 2E.

p<t p

(3.7) és (3.8) alapjan E(¢?) < E2+3FE, fgy D?> = B(¢?) - E?(¢) < E* 4+ 3E - E? =
= 3F, ahogy Aallitottuk.

Megjegyezziik, hogy a heurisztikusan kapott eredmény is elérhetd, azaz
a 3-as szorzé lényegében elhagyhaté a szorasnégyzet felsé korlatjanal. Ugyan-
is w(t) < CQﬁ alkalmas ¢y abszolit konstanssal (1dsd pl. [1], 5.4.3. tétel), ezért

h(t) < L < {2, és igy (3.8)-ban

2¢5-1,011Inlnt

2h(t)E
(B < Int

— 0, ha t— oo.

A feladatok vazlatos megoldasa

1. Atlag: Parositsunk minden részosszeget a komplementerével, ekkor minden
ilyen par Osszege A = E?Zl aj. Az atlag igy 2871 A/2% = A/2. Szérés: Egy rész-
Osszeghbl az A/2 étlagot levonva a részosszegben szerepld a; tagok egyiitthatdja
1/2, a t6bbi a; szdmé pedig —1/2 lesz. Négyzetre emelve igy mindegyik a? egytitt-
hatéjéra 1/4, az a;a; szorzatokéra (i < j) pedig £1/2 addédik. Megmutatjuk, hogy
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a négyzetek Osszeaddsdnal az a;a; tagok kiesnek, mert ugyanannyiszor fordulnak
el6 pozitiv egylitthatéval, mint negativval. Ugyanis pozitiv el6jelet akkor kapunk,
ha a részosszegben a; és a; koziil vagy mindkettd szerepel, vagy egyik sem. Osszesen
2k=2 1 9k=2 jlyen részosszeg van, hiszen a tobbi k — 2 darab a, mindegyike egy-
mastol fliggetleniil lehet tagja vagy nem tagja a részosszegnek. Ugyanez a helyzet
azokkal a részosszegekkel, amelyekben a; és a; koziil pontosan az egyik szerepel.
fgy a kiilonbségek négyzetosszegének atlaga

k ag k az
PN Lk =N
12 =2
1 J=1

j=

2. Ha majdnem minden n szamnak ,lényegesen” t6bb, mint Inlnn primoszté-
ja lenne, akkor 1 és t kozott ezek atlaga tobb lenne, mint Inlnt, ami ellentmon-
dés. Az nyugodtan eléfordulhatna, hogy a legtébb n szamnak joval kevesebb, mint
Inlnn primosztdja van, és a nagyobb &dtlagot a kevés kiugré w(n) érték okozza. Pél-
déul (ellentétben az w(n)-nel és Q(n)-nel) a d(n) osztdk szdma fiiggvénynél tény-
legesen ez a helyzet: d(n) atlagértéke Inn, ugyanakkor a legtébb n egésznek csak
kb. (In n)ln 2 pozitiv osztéja van. Ez utébbi tény éppen a kinnyen igazolhatd 2+ <
< d(n) < 290V kettds egyenlétlenséghdl és a HardyRamanujan-tételbdl kivetke-
zik.

3. A jelzett egyenlStlenség alapjan a (n)-re vonatkozé kérdést visszavezet-
hetjiikk a w(n)-es Hardy—Ramanujan-tételre. Az egyenl6tlenség igazoldsdhoz pedig
a (3.3) atalakitds mintdjara lassuk be, hogy a kérdéses kiilonbség

> 7]

22, prst

Igy elég megmutatni, hogy az 6sszes (egynél nagyobb kitevéjil) primhatvény re-
ciprokosszege kisebb, mint 1. Egy adott p ilyen hatvanyainak a reciprokai mértani
sorozatot alkotnak, amelynek Osszege Zﬁ. Ezeket primek helyett minden ¢ > 2

szamra Osszegezve

Irodalom

[1] Freud Rébert—Gyarmati Edit: Szdmelmélet. Az interneten a Digitédlis Tan-
konyvtarban ingyenesen elérheté. Ebben a 12.6.3. tétel a valdszinliségszamitas
egy tovabbi alkalmazdsét is targyalja az Erdds és Rényi Alfréd (1921-1970)
altal bevezetett véletlen konstrukcidkra tamaszkodva.

Freud Roébert
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