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Sokszog alaki keret tehetetlenségi
nyomatéka és lengésideje

Bevezetés

Gyakran tapasztaljuk, hogy a falon 1évé kép ferdén
all. Meg kell igazitani, hogy a képkeret ismét fliggéle-
gesen alljon. Felmeriil a kérdés, hogy hogyan lendiilne
vissza a képkeret, ha az nem érintkezne a fallal, mas sz6-
val ha a képkeret sirlédas nélkiil lengedezne a felfiiggesz-
tési pont kortil. Az 1. dbrdn vékony rudakbdl sszealli-
tott, a és b oldalhosszusagu téglalap alaku képkeret 1at- a
hatd, amely az O pont koriil a sajat sikjaban periodikus 1. dbra
mozgast végezhet.

Ebben a cikkben arra keresiink valaszt, hogy az egyenletes tomegeloszlast, vé-
kony rudakbdl 6sszeragasztott sokszog alaku keret hogyan mozog a keret sikjaban,
ha azt az egyensilyi helyzetébdl kissé kitéritjitk. Mennyi lesz a keret lengésének
periédusideje kis kitérések esetén? Hogyan hatarozhatjuk meg ezt a periédusidét?
A valasz egyszerii: a rendszer fizikai inganak tekinthetd, melynek periédusideje

[ O
(]_) T =21 @,

ahol © az inga O pontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka, m az inga t6-
mege, s pedig az inga tomegkozéppontja és a felfiiggesztési pont tavolsaga. In-
nen lathatd, hogy tetszoleges, vékony rudakbol osszerakott sokszog alaki keret
lengésidejének kiszamitasdhoz a rendszer tehetetlenségi nyomatékat és a tomeg-
kozéppontjanak helyét kell meghatdrozni. A tovabbiakban egy altalanos médszert
ismertetiink a sokszog alaku keret tehetetlenségi nyomatékédnak meghatarozésra.
A formula alkalmazasaként kiszamitjuk egy vizszintes rud, egy altalanos harom-
szog alaku keret, az 1. dbran lathaté téglalap alaku keret, egy szabdlyos sokszog
alaku keret lengésének peridodusidejét, egy 6tagu csillag alaki keret vizsgdlatat pe-
dig a pontversenyben kitlizott feladatok kozott talalhatjuk meg.

Altalanos eset

Egy rudakbdl osszedllitott, tetszdleges sokszog alakl keret tehetetlenségi nyo-
matékat kiszamithatjuk egyetlen rid tehetetlenségi nyomatéka alapjan. Ezért elso-
ként a 2. dbrdn lathatd, elhanyagolhaté vastagsdgu rud tehetetlenségi nyomatékat
hatarozzuk meg. A rid helyzetét a végpontjaiba mutaté 1 és ro vektorokkal adjuk

meg.

Az m tomegli és L = |ro — 7| hosszisdgi rud silypontjanak (vagyis a sza-
kasz felez6pontjanak) helyvektora rg = 7"1_42rr2 A rud tehetetlenségi nyomatéka
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az O ponton atmeno és a sikra merdleges iranyu tengelyre vonatkoztatva:

(2) @:imL2+m|rs|2,
12

ahol az elso tag egy vékony rad stulypontjan atmend, a riudra me- O

réleges irdanyu tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaté-

ka, mig a masodik tag a Steiner-tételnek megfelel$ jarulék a te- it

hetetlenségi nyomatékhoz, ha a forgdstengely nem a rid suly-

pontjan, hanem azzal parhuzamosan az O ponton megy at. o
Koénnyen beldthatd, hogy L? = (ry — 7"1)2 =72 —2rory +

+73. (r1ry a két vektor skaldrszorzata.) Felhaszndlva L és rg

fenti alakjat a tehetetlenségi nyomaték egyszerii algebrai atalaki-

tassal kifejezheto a rad két végpontjanak rq és ro helyvektoraval:

m
(3) o= g(r% +trire + r%) 2. dbra

Az aldbbi példdkban a sziikséges szamolasokhoz célszerii levezetni © egy ma-
sik alakjat, amelyben a skalarszorzatot kikiiszoboljiik. A fentiekbdl latjuk, hogy
riry = (r?+ 73 — L?)/2, és ezt a tehetetlenségi nyomaték (3) képletébe befrva
kapjuk:

(4) 0= %(31% +3r2 — 12).

A tovabbiakban a (3) és a (4) formuldkat fogjuk alkalmazni kiilonboz6 alaku
keretek tehetetlenségi nyomatékanak a kiszadmitasara.

Vizszintes rud

Kordbban a K6MaL hasdbjain e cikk szerzéje az aldbbi feladatot tiizte ki [1]:
»Egy L hosszusagu rudat a két végéhez erdsitett, azonos hosszusagu fonalak segit-
ségével kozos pontban felfiiggesztink. A rudat a fonalak sikjaban kicsit kitéritjik.
Milyen hosszusagu fonalak esetén lesz a rid kis lengéseinek periddusideje a lehetd
legkisebb, és mekkora ebben az esetben a lengésidd?”

A feladatot (a KoMaL-ban megjelent megoldds he- 0
lyett) most a (4) formula alkalmazasaval oldjuk meg. Legyen
az L hosszusagu, m tomegi riad két végpontjaba mutaté vek-
tor a 8. dbrdn O-val jelolt felfiiggesztési ponthoz viszonyitva

r1 és ro. A két fonal hossza £ = |rq| = |ra|, valamint a rud ™ "2
hossza L = |71 — 72|. A (4) formula alapjdn a rdid tehetetlen-
ségi nyomatéka az O pontra vonatkoztatva:
m .2 2
(5) 626(66 — L*). I
3. dbra
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2
A rid silypontja s = 4/ (2 — LT tavolsdgra van az O ponttdl, és igy a rud lengésének
periédusideje (1) alapjdn:

602 — L2
3gV/4arz — L2’

ami megegyezik a KoMal-ban kozolt eredménnyel. Innen — a hivatalos megoldésnak
megfelelden — a lengésid6 akkor lesz minimélis, ha ¢ = L//3.

(6) T=2rm

Haromszog alaku keret

Legyen a haromszog alakt keret olda-
lainak hossza a, b és c. A keretet a 4. dbrd-
nak megfeleléen a C' pontban egy kis ék-
kel aldatamasztjuk, majd a haromszog sik-
jaban kicsit kitéritjiik.

Mekkora lesz a keret kis szogkitéré-
sti lengéseinek peridédusideje? Legyen a C
pont a koordindta-rendszer kozéppontja,
és jeloljik a C' pontbdl az A, illetve a B
pontba mutaté vektorokat a-val és b-vel!
Ekkor az A ponttal szemkozti rid vég-
pontjainak helyvektora 0 és a, a B ponttal
szemkozti rid végpontjainak helyvekto-

4. abra

ra 0 és b, végiil a C ponttal szemkozti rad végpontjainak helyvektora a és b. Legyen
A az egységnyi hosszra vonatkoztatott tomeg. Ha a keret teljes tomege m, akkor
A=m/(a+ b+ c). Ezek ismeretében a (3) formula alapjdn a hdromszog alaki keret
tehetetlenségi nyomatéka:

1 1 1
(7) 0= g)\aaQ + g)\be + gAc(aQ +b% + ab).
A fenti képletben az ab skaldrszorzatot az aldbbiak szerint kifejezhetjiik a hé-
romszog oldalainak a, b és ¢ hosszaval. A C' ponttal szemkozti oldal hossza ¢, és
= (a— b)2. Innen ¢ = a? + b? — 2ab, amibdl kapjuk, hogy:
22 _ 2

A (7) egyenletbe X kifejezését beirva és (8)-at felhaszndlva kisebb algebrai dtalaki-
tasok utan megkapjuk a tehetetlenségi nyomaték végso alakjat:

(9) 0= %(2a2+2b2 — % 4+ ac + be — 2ab).
Természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk az ab skalarszorzat kiszamitdsa nél-
kiil is a (4) formula alapjan. Ugyanakkor mégse volt haszontalan kiszdmitani ezt

a skaldrszorzatot, ugyanis ahogy az aldbbiakban latni fogjuk, a stulypont és a fel-
fliggesztési pont tavolsaganak kiszamitasahoz sziikségiink lesz erre.
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Szamoljuk ki a keret tomegkozéppontjanak s tavolsagat a C' ponttol! A tomeg-
kozéppont s helyvektora:

A2 ME A glatc)+b(b+ )

1 = =
(10) s AMa+b+c) 2a+b+c)
és annak hossza:
a2(a+ ) +b2(b+c)’ +2abla+c)(b+c
(11) s Va2 |@lat +62(b+c) ablat)b+e)
4(a+b+c)

~[a® + b3 — 3 4 2a2%c 4 2b%¢ — abe
N 4(a+b+c) '

(Az utolsé 16pésnél felhaszndltuk az ab skaldrszorzat (8) képletét.)

Mindezeket dsszevetve a lengésidd (1) alapjén:

(13) T — or va+b+e 2a2 + 2b%2 — 2 + ac + bec — 2ab
¢ 39 Va3 + 0% — &3 + 2a2c + 2b2¢ — abe

Sikeriilt kifejezni a lengésidét csak a haromszog oldalainak hosszaval. Hasonld
eredményt kapunk, ha a haromszog alaku keret az A, illetve a B ponton van
alaékelve, csak az a, b és ¢ oldalakat kell ciklikusan cserélni a fenti képletben.

Numerikus példaként legyen a = 70 cm, b = 60 cm és ¢ = 30 cm. Ekkor g =
= 9,81 m/s%-tel szamolva a Tx = 1,358, T = 1,40 s és Tc = 1,43 s értékeket kapjuk.

Megjegyzések. 1. Ha a = b = ¢, akkor T = wv/2v3+/a/g.

2. A keret tomegkozéppontja nem egyezik meg a haromszog stulypontjanak jol ismert
helyével, mert ez utébbi a haromszog alaki, homogén siklapra vonatkozik. Esetiinkben
a sulypont a haromszog oldalfelez6é pontjait 6sszekotd egyenesekbdl kapott haromszoghe
rajzolhaté kor kézéppontja lesz (lasd [2]-ben a 132. feladatot).

Téglalap alaku keret

Ebben a részben kiszdmoljuk a bevezetében em- D @ A
litett téglalap alaku keret lengésidejét. Elszor meg
kell hatdrozni az 5. dabrdn lathaté O ponton atmend,

s . e, [ da
a lap sikjara meroleges irdanyu forgastengelyre vonat- 5
koztatott tehetetlenségi nyomatékot. b
. " . d
Ha a keret teljes tomege m, akkor az egység- S
. . . . m
nyi hosszra vonatkoztatott tomeg A = atb)- Az S c - B
stulypontbdl a téglalap A, B, C' és D sarkdaba mutato
vektorok hossza azonos: 9. dbra
a? + b2
|dal = |dg| = |dc| = |dp| =d = 5
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A (4) formula alapjén a stlypontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték:

(13) Os = 2%(6@2 —a?) + 2%(6d2 —b?)

m 2
=—(a+b)".
pat?b)
Alkalmazva a Steiner-tételt a téglalap alaku keret tehetetlenségi nyomatéka
az O pontra vonatkoztatva:

b\2
(14) ®®s+m<2) :%(a2+2ab+4b2).

A téglalapkeret silypontja a téglalap kozepe, ezért az O pont és a silypont
tavolsdga s = b/2. Végiil a lengésidd (1) alapjén:

2 4+ 2ab + 4b2
(15) T — o, |4 T 200+ 407
6bg

Numerikus példaként legyen a = 50 cm és b = 100 cm. Ekkor g = 9,81 m/s?-tel
szamolva T = 1,88 s értéket kapunk.

Szabalyos sokszog alaki keret

1) Ebben a részben a szabélyos sokszog alakt
keret lengésidejét szamitjuk ki. Példaként egy
N =7 oldalu szabalyos sokszoget vizsgalunk,
ami az egyik (O-val jelolt) csticspontjéban van
felfiiggesztve (6. dbra).
Legyen a sokszog koré irt kor sugara R.
A szémitdsokat jelentGsen egyszeriisithetjiik,
ha a tehetetlenségi nyomatékot elészor a sily-
pontra, majd a Steiner-tétel alkalmazasaval
a felfiiggesztési pontra vonatkoztatva szamol-
juk ki. Vegyiik észre, hogy a keret kozepébdl,
azaz a keret silypontjabdl az N-szdg minden
élének a végpontjaiba mutatd vektorok hossza
6. dbra R, és egymaéssal 27 /N sziget zarnak be. Ezért
a (3) formuldban ezen vektorok skaldrszorzata
R? cos %r, és minden oldalnak ugyanannyi lesz a jaruléka a keret teljes tehetetlenségi
nyomatékahoz, ami igy

N 2
Og = Tm (2R2 + RZ%cos ;) .

Végiil, ha a vonatkoztatasi pontot eltoljuk R tavolsdggal a felfiiggesztési pontba,
akkor a keret teljes tehetetlenségi nyomatéka:

MR? (

O =05+ NmR? =

5+cos2—7r
N )
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ahol M = Nm a keret teljes tomege. A silypont tavolsdga az O ponttdl s = R.
Végiil a lengésidd (1) alapjén:

27
T—ory 2T N B
3 9

Szabélyos haromszog esetén a lengésidére

7701/

adédik, ami megegyezik a (12) képletbél szamolt értékkel az a =b=c= 3R
helyettesitéssel. A 6. dbran lathat6 hétszogre a lengésido:

5 27
=91 & 5%8,60 E
\ 3 g g
2

Erdemes megvizsgdlni az N — oo hatéresetet. Ekkor a (17) képletben cos 5+ N

— 1, és
T—>2mf,/ ~889,/

Ez az eredmény fizikailag konnyen magyarazhatd. A szabdlyos sokszog egy R sugari
korhoz tart. Ennek az M tomegi karikdnak a tehetetlenségi nyomatéka az O pontra
nézve: © = 2M R?. A siilypont s = R tavolsdgra van az O ponttdl, és {gy a lengésids

(1) szerint T' = 27v/2 4/ §7 ami egyezik a fenti szdmoldssal.

Q\:U

A 7. dbra a T lengésidé N-t6l valé fiiggését mutatja /R/g egységekben.
Léathato, hogy N novelésével a lengésidé — a varakozédssal dsszhangban — elég
gyorsan tart a karika lengésidejéhez, ami az dbran a szaggatott vonalnak felel meg.

g
T =
& O
it~ ey e e A N S
8| L
6 b
4 +
2 [
0 N
0 5 10 15
7. dbra 8. dbra
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Otagu csillag alaku keret

Az altalanos mddszer hatékonysdgat illusztralva kiszamithatjuk egy bonyolul-
tabb alakzat, példdul a 8. abrdn lathato 6tagu csillag lengésidejét is, ha azt az egyik
csucsanal fiiggesztjiik fel. Ennek a szdmolasnak elvégzését azonban az Olvaséra biz-
zuk. (Lésd a P. 5365. kitlizott feladatot a 571. oldalon.)

Osszefoglalas

Elhanyagolhat6 vastagsagu, egyenes rudakbol osszerakott sokszog alaku ke-
retnek a sikjaban torténé lengéseit vizsgdltuk kis szogkitérések esetén, ha a keret
egyik sarkan van felfiiggesztve vagy aldékelve. Levezettiink egy &ltaldnos képle-
tet egy darab egyenes rudnak a felfiiggesztési pontra vonatkoztatott tehetetlenségi
nyomatékdra a rid végpontjainak helyvektorai ismeretében (lasd a (3) és (4) egyen-
leteket). A képleteket felhasznalva meghatéroztuk egy vizszintes rud, a hdromszog,
a téglalap, a szabdlyos N-szog alaku keret tehetetlenségi nyomatékat és a lengésé-
nek periédusidejét, és megfogalmaztuk ugyenezt a kérdést egy otdgu csillag alaku
keretre is.

A fenti példak jol illusztraljak a modszer hatékonysagat. Az itt ismertetett
modszerrel mas alakd keret tehetetlenségi nyomatéka és lengésideje is konnyen
kiszamithato.
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Cserti Jo6zsef

Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 751. A siktikor dltal képzddé kép ugyanakkora, mint a tdrgy. Ha kozelebb
megyiink o tikorhoz, akkor mégis nagyobbnak latjuk magunkat, mert megnd a ldto-
szogiink. A hatunkat ugy tudjuk siktikorrel megnézni, ha két siktikrot haszndlunk,
melyek kozelitéleg egymdssal szemben, parhuzamosan helyezkednek el.

A két tikor kozé hova kell dllnunk, hogy maximdlis ldtoszogben lassuk a hdtun-
kat?

(4 pont)

Megoldaés. A siktiikor altal 1étrehozott kép mérete ugyanakkora, mint a tagy
mérete, és ez igaz a tobbszords titkkrozédés utan kialakuld képekre is. Ezek sze-
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