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Matematika feladatok megoldasa

B. 5145. Mutassuk meg, hogy azoknak az n hosszusdagu nulldkbdl és egyesekbdl
alle sorozatoknak a szama, amelyekben pontosan k-szor fordul eld, hogy 0 utdn 1

kovetkezik, éppen (;;11)
(4 pont) (Angol olimpiai vdlogatéverseny feladata)

I. megoldas. Alakitsuk at a szamsorozatokat ugy, hogy minden szam helyét
jelolje egy pont és ha két szomszédos szam nem egyezik meg, akkor a mésodik
utan irjunk be egy strigulat. Egy blokknak tekintjiikk a két szomszédos strigula
kozotti szamokat. Tudjuk, hogy k-szor fordul els, hogy 0 utdn 1 van. Valasszuk
szét az eseteket a legelso, illetve az utolsd szam alapjan.

1. eset. A sorozat 0-val kezdédik, és 1-re végzodik. Ekkor az n — 1 helyre
2k — 1 strigula keriil (2k darab blokk van), ezért ezeknek az eseteknek a szdma

éppen (2’;;_11), hiszen két pont kozé legfeljebb egy strigula keriilhet.

2. eset. Ha a sorozat 0-val kezd&dik, és O-ra végzddik, akkor 2k 4 1 darab blokk
keletkezik, ezért az esetek szdma (HQ_kI)

3. eset. Ha a sorozat 1-gyel kezdddik, és 1-re végzddik, akkor is 2k + 1 darab
blokk keletkezik, ezért az esetek szama ebben az esetben is (n2_kl).

4. eset. A sorozat 1-gyel kezdddik, és O-ra végzédik. Ekkor az m — 1 helyre

2k + 1 strigula keriil, igy mar 2k + 2 darab blokk van. Az esetek szama (
)+ () () G2)
+ + +
2k —1 2k 2k 2k +1
A kifejezés atalakitdsdhoz alkalmazzuk a kovetkezd azonossagot:
G2 ()= 0)
+ =(").
b—1 b b
Ez azért igaz, mert egyrészt egy a {6s csoportbdl egy b f6bdl allé focicsapatot (Z)—

féleképpen valaszthatunk ki. Masrészt, ha példdul Aladar tagja a tarsasdgnak, ak-
kor olyan focicsapatot, amelynek Aladar is tagja (Zj)—féleképpen valaszthatunk ki.

sern):

Osszesen

ilyen sorozat van.

Olyan focicsapatot pedig, amelyben Aladar nincs benne (agl) kiilonb6z6 médon
allithatunk 6ssze. Ezek Gsszege éppen egyenl6 az Osszes lehetséges b £6s focicsapat
szamaval. Ezzel a fenti azonossagot igazoltuk.
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Most alkalmazzuk az azonossagot el0szor 2-2 tag; majd 1jbol a kapott 2 tag
Osszeadéasara:

n—1 n—1 n—1 n—1\ [(n n _[(n+1
<2k;—1) +( 2%k >+ ( 2%k >+ (2k+1> B (%) * (2k+1> B <2k+1>'
Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

Dezsé Kende Barnabds (Budapest XIV. keriileti Szent Istvan Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldds. Definidljunk két fiiggvényt. Legyen fi(n,k) azon n hosszi,
nullakbol és egyesekbol dllé szamsorozatok szama, amelyek 1-gyel kezdédnek, és 0
utdn éppen k-szor jon 1, illetve fo(n, k) azon n hosszi, nulldkbdl és egyesekbdl all6
szamsorozatok szama, amelyek 0-val kezd&dnek, és 0 utan éppen k-szor jon 1.

Indukciéval azt fogjuk beldtni, hogy fo(n,k) = (272:) és fi(n, k) = (ZI:H)‘

Ha n=1, akkor fo(1,k) = (,;
esetben 0, ami megfelel a szdmsorozatok szdmanak, és fi(1,k) = (
értéke k = 0 esetén 1, egyébként 0, ami szintén megfeleld.

), amelynek értéke k=0 esetén 1, a tobbi

9 k1+1) , amelynek

Az 1-gyel kezd6d6, n hosszi sorozatok szdma (ahol k-szor fordul el a 01)
ugyanaz, mint az n — 1 hossz ilyen sorozatoké, mert az els6 és a masodik tag kozott
nem térténhet meg, hogy 0 utén 1 jon. Igy fi(n, k) = fo(n — 1, k) + fi(n — 1, k).
A 0-val kezddd6 sorozatok esetén, amennyiben a mésodik helyen 1 van, akkor
csak (k — 1)-szer kell még el6fordulnia a 0l-nek, mert egyszer mar eléfordult. fgy

foln,k) = foln—1,k)+ fi(ln — 1,k —1).
Tegyiik fel, hogy n — 1-re igaz az indukcios feltevés. Ekkor

f(n k) = foln—1,k) + fi(n — 1,k) = (n;kl> + (;;i) - (21;1 1)

és

Foln k) = foln— 1K)+ fi(n—1,k—1) = (”2‘k1> v @‘11) _ (g;)

Ezzel az indukcié készen van.

Ekkor az 6sszes ilyen szamsorozat szama:

Jolm K)o k) = (2@ " (2/{1 1> - <2T12111>

Lovas Mdrton (Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., (10. évf.)

III. megoldas. Ahhoz, hogy legyen egy olyan sorozatunk, amelyben k-szor
fordul el6 az, hogy egy 0-t kozvetleniil 1 kovet, legalabb k db 0-t és 1l-et kell
tartalmaznia a sorozatnak. A sorozatban a 0-k szdma k-tél (n — k)-ig terjedhet,
mert mindig kell legalabb k£ db 1 is.
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A sorszamozasunk balrdl jobbra torténik és egyértelmii.

Helyezziink el sorban € db 0-t (k < £ <n— k). Azt (;)-féleképpen donthetjiik

el, hogy a sorban melyik 0-k utén keriiljon kozvetleniil 1 (a 0-kat megkiilonboztetjiik
sorszamuk szerint).

Azt, hogy az l-esek koziil mely sorszamu élljon kozvetleniil 0 utén, (";E)—

féleképpen donthetjitk el. Adott kivédlasztas esetén a kozvetleniil 0-k utan allé
1-esek helyzete egyértelmiien meghatarozza a nem kozvetleniil 0 mogott 4llé 1-esek
helyzetét is (ezek az l-esek 0-k elé és/vagy 1 utdn keriilhetnek). A sorszdmuk
az egymashoz viszonyitott helyiiket is megadja.

Adott £ esetén a megfelel sorozatok szama: (lf;) . (n;é) ¢ lehetséges értékei:
kEk+1;...;n—k—1;n—k.

Az eseteket Osszegezve a kovetkezo kifejezést kapjuk:

()3
N0

A fenti sszegre kell bebizonyitani, hogy egyenld (;Cj_ll)—gyel. Az (272111) egyenld

n + 1 kiilonboz6 elem (2k + 1)-edrendil ismétlés nélkiili kombindcidinak szdmdaval.

Csoportositsuk ezeket a kombindciékat aszerint, hogy a (k + 1)-edik kivdlasz-
tott elem hol helyezkedik el a sorban (mi a mezdjének sorszdma). A sorszdma
legaldbb k + 1, legfeljebb pedig n — k + 1 lehet.

Ha a sorszama k + 1, akkor az ehhez tartozé kombindcidk szama

() ("%")

Ha a sorszama k + 2, akkor az ehhez tartozé kombindcidk szama
(k+1> . (n—k—l)
k k '

Ha a sorszama n — k, akkor az ehhez tartozé kombindciék szdma

YD)

Ha a sorszama n — k + 1, akkor az ehhez tartozé kombindacidk szama
(") ()
k k)
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Ez a csoportositas lefedi az n + 1 elem Gsszes 2k + 1-edrendii ismétlés nélkiili
kombinaciéjat. Ezzel igazoltuk, hogy

(200 (39 (1) (5
L0
.

2k+1
Nagy Levente (Debreceni Fazekas Mihaly Gimn., 11. évf.)

A megfelels szémsorozatok széma valéban (

Osszesen 79 dolgozat érkezett. 4 pontos 61, 3 pontos 9, 2 pontos 4 dolgozat. 1 pontot 1,
0 pontot 3 versenyz6 kapott. Nem versenyszerti: 1 dolgozat.

B. 5165. Legyen k egy adott pozitiv egész. Van-e olyan f: N — N fiigguény,
amelyre

f@)+ f(f(2) =2 +k
minden © € N esetén?
(6 pont) Javasolta: Lovas Mdrton (Budapest)
I. megoldas. Nincs. Ezt teljes indukciéval igazolhatjuk minden k € Z™'-ra.
Miel6tt erre ratérnénk, belatunk egy lemmaét, ami tobbszor is hasznos lesz a bizo-
nyitas soran.

Lemma. Ha f a feltételeknek megfeleld fiiggvény (egy tetszbleges, rogzitett
k-ra), akkor f-nek nincs zérushelye, tehat csak pozitiv egész értékeket vesz fel.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy egy x € N-re f(z) = 0. Tudjuk, hogy
f@)+ f(f(@) =z +k.
Helyettesitsiink az egyenletbe f(x)-et:
F(I@) + (£ (@) = @) + k.
Behelyettesitve f(x) = 0-t a kovetkezd két egyenlet adddik:
fO)=a+k,
£(0) + f(f(0)) = k.
A maésodik egyenletet az elsébdl kivonva:

—f(f(0)) ==

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/9 537



? 2021.12.6 — 19:01 — 538. oldal — 26. lap KoMalL, 2021. december ?

—®

Tudjuk, hogy f(f(0)) és = is természetes szdm, vagyis —f(f(0)) < 0 és > 0. Igy
egyenléség csak f(f(0)) =z =0 esetén allhat fenn. Ekkor pedig « = 0-ban van
zérushely, vagyis f(0) = 0. Felirjuk az eredeti egyenletet z = O-ra:

F0) + f(£(0)) =0 +k,
0+ £(0) = k,
0+0=k,

ami egyetlen pozitiv egész k-ra sem lehetséges, vagyis ellentmondasra jutottunk. [

Most térjiink at a teljes indukcids bizonyitasra. k = 1-re indirekt tegyiik fel,
hogy van megfelel$ f fiiggvény. Ekkor az ismert egyenlet z = O-ra:

FO) + £(£(0)) =0+1,
FO)+ f(f(0)) =1

Ami f(0), f(f(0)) € N esetén csak tigy lehet, ha az egyik tag 0 és a mésik 1. Ekkor
pedig van zérushely, ami ellentmond a lemménknak.

Mir csak azt kell megmutatnunk, hogy ha egy k pozitiv egészre nincs megfeleld
fiiggvény, akkor k + 1-re sincs. Ehhez indirekt tegyiik fel, hogy van megfelel6 fi11
fliggvény. Definidlunk egy f : N — N fiiggvényt az alabbi hozzarendelési szabéllyal:

(@) = feqi(z+1) -1

Nyilvan ez minden z € N-re értelmezett és az is biztos, hogy mindig nemnegativ
egész értékeket vesz fel, hiszen a lemma szerint fj41-nek nincs zérushelye, vagyis
minden fiiggvényértéke legalabb 1 és egész szam. Az indirekt feltételbdl kénnyen
levezethetd, hogy fi megfelel6 fiiggvény k-ra. Ha fr41 megfelel k4 1-re, akkor
tetszoleges x € N esetén teljesiilnek a kovetkezok:

frri@+ 1) + fepr (frr(e+1) =z +1+k+1,
firr(@+1) =14 fop1 (fagr(@+1) =1+ 1) =1 =2 +k,
fo@) + fi(ferr(@+1) = 1) =z +k,
fr(@) + fr(fu(2) = 2 + k.

Vagyis fi, megfelel a feltételeknek k-ra, ami ellentmond az indukcios feltételiinknek.
Duchon Mdrton (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 9. évf.)

II. megoldas. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan a # b természetes szamok,
amelyekre f(a) = f(b) := c. Ekkor f(a)+ f(f(a)) =c+ f(c) = a+k, vagyis f(c) =
=a+k —c, hasonléan f(b)+ f(f(b)) =c+ f(c) =b+k. Ekkor a+k = c+ f(c) =
= b+ k, innen a = b, ami ellentmond a feltevéstinknek. Tehat f minden természetes
értéket legfeljebb egyszer vesz fel, azaz injektiv.
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Nézziik azt az esetet, amikor valamilyen a értékre f(a) = a. Ekkor f"(a) = a
minden r pozitiv egészre, ezért f(a) + f(f(a)) =a+k, vagyis a = k.
Vizsgéljuk meg azokat az a-kat, amelyekre f(a) > a. Ekkor

fla)+ f(f(a)) =a+k

szerint f(a) —a =k — f(f(a)) Itt az egyenlet bal oldala pozitiv, ezért k > f(f(a))
Mivel k darab k-nal kisebb természetes szam van, azért legfeljebb k darab olyan a
szdm lehet, amelyre f(a) > a.

Vegyiink egy tetszéleges b egészet; b-re nézve harom eset lehetséges:

1. Minden r pozitiv egészre f"(b) > f"1(b). Ekkor a g(w) := f*(b) fiiggvény
szigorian monoton csokken. Mivel csak pozitiv értékeket vehet fel, van egy legki-
sebb, értéke g(w)-nek, melyet jeloljon m. Erre a w-re g(w + 1) < g(w) = m, ami
ellentmondds, ez az eset nem lehetséges.

2. Van olyan r pozitiv egész, amelyre f7(b) = f"*!(b). Ekkor f(f (b)) =
= f7(b) = frT(b) = f(f"(b)) és f injektivitdsa miatt f"~1(b) = f"(b), és igy to-
vébb, b= f(b) kovetkezik. Akkor viszont b+ b= f(b) + f(f(b)) = b+ k szerint
b= k. Ez az eset tehdat csak b = k-ra teljesiilhet.

3. Van olyan r pozitiv egész, amelyre f7(b) < f"1(b). A fentiek alapjin ez
teljesiil minden b # k értékre. Emiatt

FrEEO) + frT20) = F(F70) + F(F(F7B)) = f7(0) + k< [ () + k,

ezért frT2(b) < k.
Tehdt minden z # k pozitiv egészhez van olyan t, amelyre f(z) < k.

Tekintsiik azt az irdnyitott G grafot, amelynek a csticsai a természetes szamok,
és egy a csticsbol akkor indul irdnyitott él egy b csicsba, ha f(a) = b. Ekkor — mivel
az f figgvény injektiv — minden csucs be- és ki-foka is legfeljebb 1. Nevezziik
egy a-hoz tartoz6 ldncnak azon x csicsok Osszességét, amik elédllnak x = f*“(a)
alakban, vagy amelyekre f%“(x) = a. Mivel G-ben minden cstcs ki- és be-foka is
legfeljebb 1, két lancnak nem lehet kozos csticsa (mert ez a csics vagy a fiiggvény
egyértelmiiségét, vagy az injekciot elrontand). A graf tehdt egymdstdl diszjunkt
irdnyitott végtelen utak és iranyitott korok egyesitése. Vizsgaljuk azon p egészek
lancait, amelyekre 0 < p < k, és amikre 1étezik olyan legkisebb r pozitiv egész, hogy
fr(p) = k.

FEzekre

e+ ) = F(F(F7 @) + F(FH D) = £ ) + k< 2k,

ezért frH(p) < k.

Altalaban, lathaté, hogy a fiiggvény értéke minden kilépés utdn azonnal vissza-
tér a [0, k — 1] intervallumba. Mivel a [0, k — 1] intervallumnak %k darab eleme van,
minden ilyen cstics rajta van pontosan egy iranyitott kéron, aminek a hossza leg-
feljebb 2k + 2. Ebb6l kovetkezik, hogy legfeljebb (2k + 2)k olyan szdm van, ami
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k-ndl kisebb szammal van egy koron, tehat létezik végtelen sok olyan szam, ami
nincs egy koron, és igy egy lancon se egyetlen k-nél kisebb szammal sem. Ez ellent-
mond annak a kordbbi eredménynek, ami szerint minden x # k pozitiv egészhez
van olyan ¢, amelyre f'(z) < k.

Nidor Benedek (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

42 dolgozat érkezett. 6 pontos 25, 5 pontos 9, 4 pontos 1, 3 pontos 3, 0 pontos
4 dolgozat.

B. 5195. Mutassuk meg, hogy minden (x;y) pozitiv valds szamokbdl dllé szdm-
pdr és minden 0 < p < 1 valds szdm esetén fenndll az xP - y' =P < x + vy egyenldt-
lenség.

(3 pont)

I. megoldéas. Az egyenl6tlenséget ekvivalens lépéseken keresztiil dtalakitjuk
a kovetkezéképpen:

o ytTP <z 4y,

x”~y—yp<x+y,

1. eset. Ha 0 < % < 1, akkor (%)p < 1, hiszen 0 <a <1 alap esetén az

f(u) = a* fiiggvény szigortian monoton csokkend, tehét

(<)
(<5

2. eset. Ha % > 1, akkor <§)p < 57 hiszen a > 1 alap esetén az f(u)=a"

ezért

fliggvény szigortian monoton nové, tehat

(<) -2
- <[ = = -,
y y) y
P
<x> <24
y) Ty
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T _ . x P x
3. eset. Ha v 1, akkor 1 < 2, vagyis (y) < Y + 1.
Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

Téth Balint (Kaposvéari Tdncsics Mihdly Gimndzium, 12. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldds. Ha x < y, akkor az 2’ =y, 3y = x, p’ = 1 — p szdmokra az &llités

ugyanaz: x +y =a' +y és 2P -y P = z/? .y =P Ezért feltehetjiik, hogy = > v.
Ekkor y'=P < 2'~P, mert a pozitiv valds szdmok halmazidn értelmezett pozitiv
hatvanyfiiggvények monoton novék, igy

Pyl PPt P = <a+y.

Az egyenlotlenség két oldalat nézve megkaptuk a feladat allitasat.
Janosik Maté (Révai Miklés Gimnazium, Gyér, 12. évf.)

ITI. megoldas. Vegyiik észre, hogy az egyenlotlenség voltaképpen szimmetri-
kus z-ben és y-ban, ugyanis a p <+ 1 — p cserével az allitds 6nmagaba megy at. fgy
feltehetjiik, hogy = > y.

Legyen tehét y = ax, ahol a < 1. (Mivel z > 0, ezért a biztosan 1étezik.) Ekkor
az egyenldtlenség a vele ekvivalens #? - (za)' ™" = za'™P < x + y alakra hozhato.
Mivel a < 1, ezért minden nemnegativ kitevos hatvanyara is teljesiil ugyanez, ez
kozismert. fgy tehdt za'~P < z < z + y, utébbi azért, mert y > 0. Ezzel az llitast
belattuk.

Varga Boldizsdr (Békdsmegyeri Veres Péter Gimndzium, 9. évf.)
IV. megoldas. Vegyiik észre, hogy az x és y két pozitiv szdm, ezért felirhato
rajuk a silyozott szamtani-mértani kozép kozotti egyenlStlenség (ahol az xz-hez
tartozo suly p, az y-hoz tartozo sily 1 — p; a silyok 6sszege éppen 1 és mindkettd
pozitiv):
e’y P <pat+ (1-p) -y

Mivel p < 1, ezért p- 2 < x, és teljesen hasonléan, mivel 1 —p < 1, ezért (1 —p) -y <

< y. Az el6z6bol kovetkezik, hogy
oyl P <prat(L-p)y<azty,

amivel beldttuk a feladat allitasat.
Bogndr Andrds Kdroly (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)

V. megoldéas. A feladat szimmetridja miatt feltehetjiik, hogy = > y. Ekkor
aP > yP és o' 7P > ¢! 7P, médsrészt 2P - ' P 4 yP -y P =2 + 9, ahol 0 < p < 1.

A rendezési tételt alkalmazva felirhatjuk, hogy

ol oyP 4yt PP Kyt gt P
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Mivel 2! 7P - yP > 0, ezért 2P - y' P < y' P . yP + 2! 7P. 2P, errdl pedig az el6zéekben
belattuk, hogy éppen = + y, azaz

oyt <z 4y,

ami éppen a feladat allitasa.
Szalontai Julia (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 127 dolgozat érkezett. 3 pontos 99, 2 pontos 10 dolgozat. 1 pontot 6, 0 pontot
12 versenyzé kapott.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal kéz6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(709-713.)

K. 709. Egy csalad egy egzotikus hagymafajtat termeszt sajat fogyasztasra.
A hagymabdl minden évben 400 darabot szeretnének megenni. A hagyma magrol
kel ki, melyet minden évben a névényen is meg tudunk termelni. Minden egyes
hagymanovény 51 magot tud hozni, de ha méar ,felmagzott”, akkor az a része, me-
lyet a csalad ,hagymaként” elfogyasztana, elsorvad, mert a benne levé anyagokat
a magok noévekedésére forditja. Minimalisan hany magot kell az els6é évben besze-
rezni, ha azokbdl az adott évre kivant mennyiségii hagymaét, tovabba annyi magot
szeretnének kitermelni, hogy a tovabbiakban mar sose kelljen magot vasarolni?

K. 710. Néhany dodekaédert és néhany ikozaédert tettiink az asztalra. A tes-
teknek Osszesen 792 csuicsuk és 936 lapjuk van. Hany dodekaéder és hany ikozaéder
van az asztalon?

K. 711. Andi kedvenc szama a 2468. Bandi kedvenc szama is négyjegyi és
tudjuk, hogy pontosan két olyan szamjegye van, ami megegyezik Andi kedvenc
szamanak két szamjegyével, rdadasul a megegyez6 szamjegyek ugyanazon a helyi
értéken vannak a két szamban. Hany olyan négyjegyli pozitiv egész szam van, ami
ezek alapjan Bandi kedvenc szdama lehetne?

K/C. 712. Egymés mellé helyeziink 2022 db négyzet alakd falapot, majd
2021 db korongra felirjuk az egész szamokat 1-t6l 2021-ig. A korongokat tetszo-
leges sorrendben elhelyezziik a falapokon gy, hogy a jobb széls6 négyzetre nem
helyeziink korongot (minden falapra egy korong keriil). Ezek utdn egy lépésben
egy tetszOleges korongot athelyezhetiink az éppen iiresen all6 fanégyzetre. A cé-
lunk az, hogy a korongokon all6 szamok balrél jobbra haladva novekvé sorrendben
legyenek, és a jobb széls6 négyzet iires legyen. Maximalisan hany lépésre van ehhez
sziikségiink? Mutassunk is olyan kezdeti elrendezést, amely az altalunk megallapi-
tott maximélis 1épésszamot igényli a sorba rendezéshez.
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