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Schultz Janos

Gyakorlé feladatsor 7
emelt szintli matematika érettségire i

I. rész

1. Felirjuk az 1; 2; 3; 4; 5 szdmjegyek sorbarendezésével képezhetd Osszes
otjegyli szamot.
a) Mennyi ezeknek az 6tjegyli szdmoknak az osszege? (6 pont)

b) Hény olyan szdmtani sorozat létezik, melynek els§ tagja 12345, szerepel
benne az 54 321 is, és a differencidja pozitiv egész szam? (6 pont)

2. Egy sorsjegy ara 1000 Ft. A sorsjegy lehetséges nyereményei: 2000 Ft,
5000 Ft, 20000 Ft, 100000 Ft, 500 000 F't.

Ezek valdszintisége rendre: 11%, 5%, 0,81%, 0,17%, 0,02%.

a) Mennyi a nyeremény véarhaté értéke? (3 pont)

b) Mekkora a valésziniisége, hogy nem nyeriink, ha egy sorsjegyet vésarolunk?
(2 pont)

Tiz alkalommal vesziink egy-egy sorsjegyet. Mekkora a valdszintisége, hogy

¢) legalabb kétszer nyeriink; (5 pont)

d) pontosan héromszor nyeriink? (3 pont)

3. Egy 10 cm oldald, szabéalyos hatszog alaku
fehér talca pereme mellett végiggorgetiink egy 6 cm
atméroji, alul festékes korongot. Mekkora az ilyen
moédon beszinezett teriilet? A valaszt mm? pontos-
sédggal adjuk meg. (12 pont)
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4. a) Adjuk meg az z = % + 3 egyenletli paraboldhoz a P(0;—1) pontbdl

hiizhaté érinték egyenletét. (8 pont)

b) Hatédrozzuk meg azokat a valés x értékeket, melyekben az f(z) = sin®x +

+ cosx fiiggvény grafikonjdnak érintje padrhuzamos az z-tengellyel. (6 pont)
II. rész

5. A pitagoreusok azokat a természetes szamokat nevezték haromszogszamnak,
amely szamu kavicsot az dbrdn lathaté médon haromszog alakba lehet rendezni.

o
) oo
o oo 0coo
o oo 0coo cooo
) oo coo 0coo0o0 00000
) oo ooo0 ocooo 0coo0o0o0 ©co0o0000
Az els6 hat haromszogszam: 1, 3, 6, 10, 15, 21.
a) Szamitsuk ki a kilencedik és a szdzadik hdromszogszamot. (2 pont)

b) Bizonyitsuk be, hogy az elsé n hiromszogszdm
n(n+1)(n + 2)

Osszege — (6 pont)

¢) A golyés piramis nevii térbeli logikai jaték ele-
meibdl ezt a tetraéderszerii épitményt kell 6sszedllitani.
Milyen magas az épitmény, ha a golydk atmérdje 2 cm?
(A megolddst cm-ben egy tizedes jegy pontossdggal ad-
juk meg.) (8 pont)

6. A hanger6t a hanghullamok intenzitdsa hatdrozza meg, amelynek mér-
W

tékegysége 5. Az egyenlonek érzékelt hangerd-kiilonbségek egyenld intenzitas-
ardnyokat takarnak. A hangeré mértékegysége a decibel.
Az emberi fiil ingerkiiszébe az Iy = 10712 % Ezt nevezziik 0 decibelnek.

Barmely mas I intenzitasi hang hangerejét a H = 10 - lg % dB képlet adja meg.

a) Hany dB a 3-10° % intenzitdst halk beszéd? (8 pont)
b) Mekkora a mennydorgés intenzitdsa, ha a hangereje 125 dB? (4 pont)

¢) Az intenzitdst 5-szorosére novelve hany dB hangeré-emelkedést ériink el?
(3 pont)
Az érzékelt hangmagassig a hang rezgésszamaval all 6sszefiiggésben. Az egyen-
l6nek hallott hangkozok egyenlé rezgésszam-aranyokat takarnak. Pl. ha egy hangot
egy masiknal egy oktavval magasabbnak érzékeliink, akkor a rezgésszama az el6b-
biének 2-szerese. A rezgésszam a hangmagassig fiiggvényében tehat exponencidli-
san no.
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A kromatikus skédla az oktavot 12 egyenlé hangkozre, in. félhangokra osztja.
Ha egy hang egy masikndl félhanggal magasabb (pl. C és Cisz), akkor a rezgésszama

R2-szorose az elébbiének.
d) Hényszorosa a nagyterc hangkozben (négy félhang) a magasabb hang rez-
gésszdma a mélyebbének? (Pontos ardnyszdmot adjon meg.) (2 pont)

e) Adjunk képletet, amellyel egy tiszta zenei hangkozrol a rezgésszamok x ard-
nya ismeretében kiszamithatjuk, hogy hény félhangnyi tédvolsdgot jelent. (4 pont)

7. a) A ferde héztetén egy kémény drnyéka épp a tetd lejtésének irdnydba esik.
Mekkora a tet6é délésszoge, ha a kémény 1 m magas, arnyéka 86 cm, és ugyanekkor
a kertben névé 120 cm-es napraforgd arnyéka 75 cm? (8 pont)

b) A telken a héz mellett szeretnénk el- kofal
kerfteni egy 450 mZ2-es, téglalap alaki kis-
kertet. Mekkorak legyenek a kiskert oldalai,
hogy a legrovidebb keritést kelljen épiteni?
(Ahol fal van, nem kell kerités. A kert mély-
sége legaldbb akkora legyen, mint a hézé.)

(8 pont)

10 m| HAZ
KERT

8. Szamitsuk ki a derékszogli koordinatarendszerben az egyenlotlenségekkel
megadott két ponthalmaz pontos teriiletét:

a)6(z+y)—2< 2?2 +y? <6(z+y)+7. (7 pont)
b) (z—3)°+1<y<5. (9 pont)
9. a) A hdromszog oldalain 5-5-5 pontot je-

I6ltiink ki. Hany haromszoget hatdroz meg a ti-
zendt pont?

Az ABC derékszogii hdromszog AB befogdja 10 egység,
BC befogdja 20 egység hosszisdgu.

Ay a B cstcsbdl az AC oldalra éllitott meréleges, By
az A1-b6l BC-re éllitott meréleges talppontja. Ugyanigy As
a Bi1-bol AC-re allitott meréleges, By az As-bél BC-re &lli-
tott merdleges talppontja, és igy tovabb.

b) Szamitsuk ki az Ay By, AsBs és A3 Bs szakasz hosszat.

(5 pont)
¢) Az eljarast a végtelenségig folytatva keletkezik a vo-
nalkézassal jelolt haromszogek végtelen sorozata. Szamitsuk

ki a hdromszogek teriiletének Gsszegét. (6 pont)
Deak Anna
Budapest
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Megoldasvazlatok a 2021/8. szam emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg az aldbbi egyenlétlenséget a valds szamok halmazdn:

YT Y (YT LB (5 pont)
3 3 3 27" pont

b) Oldjuk meg az alabbi egyenletet a [%, 57”] intervallumon:
1 +4sinz —4cos?z = 0. (6 pont)

Megoldas. a) Alkalmazzuk a hatvdnyozds azonossigait:

(3)

Wyt G) gy Ly 18y 18
3 3 3 _é 3 3 \3) 3 \3 27
cq
o (<1

2
Tehat (%)w < % = (%) LAz f(x) = (%)w fiiggvény szigorian monoton csokkend,

ezért a nagyobb értéket a kisebb helyen veszi fel, azaz a megoldéas x > 2.

W =

b) Hasznaljuk fel, hogy cos?z = 1 — sin? z. Ekkor
14+4sine —4- (1 —sin?2) =0 = 4sin’z +4sinz — 3 =0.

FEz sin z-ben egy mésodfoku egyenlet, megoldasai: sinx = _73 vagy sinx = %

1. eset: Ha sinx = _73 Ennek nincs megoldasa, mert Vo € R esetén —1 <
<sinz < 1.
. nr— L M 7. 5m § _ 5m ¢ _ 13w
2. eset: Ha sinz = 5. Mivel z € [2, 5 ], ezért x = 5~ €8 o = .
Tehat a megoldasok x; = %r és 19 = BTW

Ellen6rzés vagy ekvivalenciara valé hivatkozas.

2. a) Kata és Maté nemrég tanultdk az iskoldban az osztokat. Kitaldltak egy
jatékot. A jatékot Kata kezdi és felvdltva mondanak az n pozitiv egész szdam 08ztdi
koziil egyet ugy, hogy olyan osztot nem mondhatnak, amely kordbban mdr elhangzott.
Az veszit, aki mar nem tud ujabb osztét mondani. Hdny olyan n pozitiv egész szam

van az {1;2;3;...;25} halmazban, amely esetén Kata nyer? (4 pont)
b) Hdny olyan n pozitiv egész szdm van a {1;2;3;...;2021} halmazban, amelyre
igaz, hogy 2" 13 + 2" négyzetszdm? (5 pont)

¢) Adjuk meg a p valds paraméter lehetséges értékeit, ha az aldbbi polinom
osszevont alakjaban a mdsodfoki tag egyiitthatoja —3:

(z—1)° (p+2z)°. (5 pont)
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Megoldas. a) I. megoldds. Kata pontosan akkor nyer, ha az osztok szd-
ma paratlan. Egy szdm osztéi osztéparokba rendezheték. Ha az osztdk szama
paratlan, akkor valamely osztonak onmaga a parja. Tehdt a szam négyzetszam.
Az {1;2;3;...;25} halmazban a négyzetszdmok: 1; 4; 9; 16; 25. Ezek szdma 5.
Tehat 5 olyan szdm van, amely esetén Kata nyer.

II. megoldds. Kata pontosan akkor nyer, ha az osztok szama paratlan. Ha az n
szam kanonikus alakja n = p{* - p3? - ... - pp*, akkor osztéinak szdma

(a1+1)-(a2+1)~...-(ak+1).

Az osztdék szama paratlan, ezért aq; as;. .. ; ) mindegyike péaros.

Tehat n = p?ﬁl -pgﬁz B -piﬁ’“ = (p’fl -pgz . -pf’“)Q, azaz négyzetszam.
Az {1;2;3;...;25} halmazban a négyzetszdmok: 1; 4; 9; 16; 25.

Ezek szama 5. Tehat 5 olyan szam van, amely esetén Kata nyer.

Megjegyzés. Akar végig is lehet probdlni az dsszes szamot és a végére juthatunk igy
is a feladatnak.

b) I megoldds. Mivel 2"+3 42 = 8.2" 42" = 9. 2" és a 9 négyzetszam, ezért
a kifejezés pontosan akkor lesz négyzetszam, ha 2™ négyzetszam. Ez akkor teljesiil,
ha n péros szam.

Az {1;2;3;...;2021} halmazban 1010 darab pdros szdm van.
1I. megoldds. Ha n = 1, akkor a kifejezés értéke 18, ami nem négyzetszam.
Ha n = 2, akkor a kifejezés értéke 36, ami négyzetszam.

Vegyiik észre, hogy ha n értékét egyesével noveljiik, akkor a kifejezés értéke
mindig a kétszeresére novekszik, ugyanis

ontd pogntl — 9. gnd3 L 9. gn — 9. (203 4 o),

Tehét, ha valamely n-re a kifejezés négyzetszdm, akkor (n + 2)-re is négyzet-
szam.

Es nyilvén, ha valamely n-re a kifejezés nem négyzetszam, akkor (n 4 2)-re sem
négyzetszém. Ezért a szdmunkra megfeleld értékek n € {2;4;6;...;2020}. Tehét
1010 megoldas van, amely megfelel nekiink.

¢) Bontsuk fel a zdrdjeleket és rendezzitk a polinomot a valtozé cstkkend
hatvanyai szerint:

g(x) = (v — 1)2 (p+ 2m)2 = (2? =224+ 1) - (422 + 4px + p?) =
=42t 4 (4p — 8)2® + (p® — 8p + 4)x? + (4p — 2p?)x + p*.

A mésodfoku tag egyiitthatdja p? — 8p+ 4, ezért meg kell oldjuk az p? —8p+4 = —3
egyenletet. Ennek a megoldasai: p; =1 és p, = 7.
Megjegyzés. Nem feltétleniil kellett volna Gsszeszorozni minden tagot minden taggal,

hiszen masodfoku tag csak tgy keletkezhet, ha mésodfokut konstanssal vagy elsoéfokut
elséfokuival szorzunk.
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3. a) Egy dobozban van 7 kiilonbézd pdr kesztyd. A dobozbdl egyesével, vissza-
tevés nélkil huzunk ki kesztyiket mindaddig, amig nem kapunk eqy pdr kesztyiit.
Mennyi annak o valdsziniisége, hogy ehhez legfeljebb 3-szor kell huzzunk a doboz-
bol? (7 pont)

b) Az iskola 11.-es és 12.-es legjobb 12 mate-

1l-es | 12.-es kos didkjanak nemek szerinti és évfolyam szerinti
Fiuk 4 3 eloszldsdt a tablazat tartalmazza. A tandruk vélet-
Lényok 2 3 lenszeriien valasztott kozilik didkokat a kérzeti ma-

tekversenyre. A verseny szabdlyzata szerint eqy csa-
patban ketten indulnak (a csapattagok kozétt nincs kitintetettség), akik kézil leg-
aldbb az egyikiik lany (akdr mindkettd résztvevd lehet lany) és a két résztvevd nem
lehet ugyanarrdl az évfolyamrdol. Mennyi annak a valdszinidsége, hogy a tandruk
a versenyszabalyzatnak megfeleld nevezést adott le? Eredményiinket 3 tizedesjegyre
kerekitve adjuk meg. (5 pont)

Megoldas. a) Két olyan eset van, amikor legfeljebb 3 huzdsbdl lesz egy par
kesztyl a kihtuzottak kozott.

1. eset: Ha méasodik huzasra egy par kesztyt lesz ndlunk. Ennek a valészintisége

14-1 1
14-13 13’
ugyanis elsére még barmit hizhatunk, masodikra pedig csak annak a parjat tudjuk

hizni.
2. eset: Ha a harmadik huzéasra lesz meg az els6 par kesztyi. Ennek a valdszi-
niisége
14-12-2 2
14-13-12 13’
ugyanis elsére barmit hizhatunk, masodikra nem huzhatjuk annak a parjat, te-
héat 12 koziil hizhatunk, majd harmadikra az egyik mar kihuzott kesztytinek kell
a parjat kihizni.
Tehat a keresett valoszintiség
2 3

1
P(legfeljebb 3 huzés elég) = 3 + B3-13

Megjegyzés. Az elsé esetnél azonnal tudtuk volna mondani az 1—13 valdszintiséget,
ugyanis az elso kesztyl még barmi lehet és marad 13 kesztyli a dobozban. Ez a 13
az Osszes eset szama és csak 1 kedvezO van: ha az el6szor kihuzottnak a parjat

hizzuk masodiknak.
12
;) = 66.

Az aldbbi Osszeallitasok esetén ad le j6 nevezést a tanar:

b) Az Gsszes eset szdma (

1. eset: 11.-es lany és 12.-es lany. Ekkor a kedvezo esetek szama 2 - 3 = 6.

2. eset: 11.-es lany és 12.-es fia. Ekkor a kedvez6 esetek szama 2 -3 = 6.

3. eset: 12.-es lany és 11.-es fiu. Ekkor a kedvezd esetek szama 3 -4 = 12.
_ 646412 4

P(j6 a nevezés) = 66 = 110 ami 3 tizedesjegyre kerekitve 0,364.
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4. Adott az x° + y? + 18z — 4y + 45 = 0 egyenlett k kor.
a) Igazoljuk, hogy a k kir kozéppontjdnak koordindtdi K(—9;2). (2 pont)
b) Hatdrozzuk meg a k kor P(—7;8) pontjdba hizhatd érintdjének egyenletét.
(3 pont)
¢) Adottak az A(1;1), B(10;4), C(2;8) pontok. Mutassuk meg, hogy a hd-
rom pont dltal meghatdrozott haromszog koré irhato korének kozéppontja illeszkedik
az x + 3y = 17 egyenletii egyenesre. (9 pont)

Megoldas. a) Teljes négyzetté alakitdst hajtunk végre:
z? +y? + 18z — 4y + 45 =0,

(z+9)°—814+(y—2)°—4+45=0.

Azaz (x4 9)° + (y — 2)° = 40.
Innen a kér kozéppontja leolvashatéd: K (—9;2).

b) Az érintének adott a P(—7;8) pontja. Ez valéban pontja a kornek, amirdl
a koordinatdk behelyettesitésével meggyézédhetiink.

Egy normaélvektora a ﬁ(Z; 6) vektor. Az érinté egyenlete
2e+6y=2-(=7)+6-8,

azaz egyszerusitve z + 3y = 17.
¢) A haromszog koré irt korének kozéppontjat az oldalfelezé merélegesek met-
1.5

széspontjaként kapjuk meg. Elég két oldalfelezési pont: F,(6;6) és FC(?7§)~

Az F, ponton athaladé e oldalfelez6é meréleges egy normalvektora He=C (8;—4),
egyenlete 2z — y = 6.

Az F, ponton athaladé f oldalfelezé merdleges egy normélvektora
Wy = AB(9;3),

egyenlete 3z +y = 19. Legyen O a haromszog koré irt kor kozéppontja. Ekkor
en f = {0}, azaz meg kell oldani az aldbbi egyenletrendszert:

20 —y =6,
3z +y=19.

Ennek megolddsa = = 5; y = 4. Tehdt O(5;4). Ez a pont valéban illeszkedik az
x + 3y = 17 egyenletii egyenesre, ugyanis 5+ 3 -4 = 17.

II. rész

5. Egy derékszogil hdromszég oldalaibdl allo minta terjedelme 18 egység, a me-
dian 24 egység.
a) Igazoljuk, hogy a hdromszdg oldalainak hossza T; 24 és 25 egység. (& pont)
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b) Adjuk meg a hdromszig beirt és koré irt korének kézéppontjdnak tdvolsdgdt.
(7 pont)
A fenti hdaromszog befogoin megjeldljiik azokat a belsé osztdpontokat, amelyek
a derékszogi csiucstol egész eqység tdvolsagra helyezkednek el.

¢) Hdny olyan hdromszig adhatd meg, melyeknek csicsai ezen belsé osztdpontok
kozil keriilnek ki? (4 pont)

Megoldas. a) A hdromszoég hirom oldala legyen nagysdg szerint rendezve
a < b < c. Mivel a median 24, ezért b = 24. Mivel a terjedelem 18, ezért ¢ = a + 18.
Pitagorasz tétele szerint a? + 242 = (a + 18)2. Ezt megoldva kapjuk, hogy a = 7.

Tehat a haromszog oldalainak hossza valéban 7; 24 és 25 egység.

b) I. megoldds. Az ABC' haromszog teriilete T = 24 24 = 84. Félkeriilete s = 28,

ezért beirt korének sugara r = = =3. Az OECD negyszog négyzet, ezért CD = 3,
igy BD = 4. Kiilsé pontbdl korhoz hizott érintészakaszok hossza egyenld, ezért
BF = BD = 4. Thélész tételének megforditdsa miatt a haromszog koré irt kor
kozéppontja az atfogo felezépontja és a kor sugara R = % = 12,5. Mivel BK = 12,5
és BF =4, ezért KF = 8,5. A KFO haromszog derékszogii, ezért Pitagorasz tétele
szerint

KO*=85"+3% = KO =2 ~90L

Megjegyzés. A haromszog beirt kore sugaranak hosszat megkaphattuk volna a csak

derékszogl haromszogekre érvényes r = a+g_c képlettel is. Ekkor szintén
_ T+ 24 — 25 -3
2
adodik.
4 4B
F
8,5 3
K
O 3 D
3 /
A E C

II. megoldds. Helyezziik el a haromszoget derékszogli koordinatarendszerben,
a csticsok legyenek A(0;0), B(24;7), C(24;0). Thalész tételének megforditdsa miatt
a haromszog koré irt kor kozéppontja az atfogd felezopontja, azaz K (12; %)

724 = 84. Félkeriilete s = 28, ezért beirt

korének sugara r = = = 3, és igy a beirt kor kozéppontjanak koordindtdi O(21;3).
A feladat kérdése az KO tavolsdg meghatarozésa: KO = —Vgg =~ 9,01.

Az ABC haromszog teriilete T =
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¢) I. megoldds. A hosszabb befogén 23 darab, a révidebb befogén pedig 6 oszté-
pont talalhaté. Haromszog akkor jon létre, ha az egyik befogd pontjai koziil kettét
és a masik befogé pontjai koziil egyet kivalasztunk. A haromszogek szama

(23) : <6> + (23) . (6) = 1518 + 345 = 1863.
2 1 1 2

11. megoldds. A hosszabb befogén 23 darab, a révidebb befogén pedig 6 osz-
tépont talalhaté. Komplementer moédszerrel dolgozunk. Az sszes pontharmasok
szama (239) = 3654. A rossz esetek jelenleg azt jelentik, hogy a kivalasztott 3 pont
egy egyenesre illeszkedik.

Ezek szama (233) + (g) = 1771+ 20 = 1791. A haromszogek szama

3654 — 1791 = 1863.

6. a) Ottonak 55 emell matekos didkja van, akikkel tesztet irat koordindtageo-
metriabol.

A teszten 3 kérdés van és minden egyes kérdésre 3 wvdlaszlehetdség, melyek
kézil pontosan 1 helyes vdlasz van. Mutassuk meg, hogy van legaldbb 3 olyan didk,
akik pontosan ugyanidgy toltotték ki a tesztet. (Két tesztkitoltést akkor tekintink
azonosnak, ha az egyes kérdésekre adott vdlasz minden egyes esetben megegyezik.)

(5 pont)

b) A fenti 55 didk kozil Andrds, Bogi, Csaba, Dani, Emese, Feri, Gizi és Huba
ugy toltotték ki a teszt elsd kérdését, hogy minden egyes vdlaszlehetdség legaldabb
egyszer eléfordult a vdlaszaik kézétt (3 vdalaszlehetdség volt minden egyes kérdésre).
Hanyféle kiilonbozd kitoltést tud adni a 8 tanuld csak az elsé kérdésre, ha csak
az szamit, hogy az egyes vdlaszlehetdségeket hanyan jelolték meg? (6 pont)

¢) A didkok kozil Ilona, Jozsef, Kati, Laci, Marci és Nori nagyon rosszul tel-
jesitettek a teszten, ezért Otto gy dontott, hogy a jobb teljesités érdekében alakit-
sanak ki tanuldpdrokat (azaz 2 didkbdl dlld csoportokat). Hanyféleképpen alakithat
ki a 6 didk tanuldpdarokat, ha az egyes tanulopdrok kézitt és a tanuldpdarokon belil
sincs kitiintetettség a didkok kozott? (5 pont)

Megoldas. a) Mindhdrom kérdésre egymdstdl fiiggetleniil haromféleképpen
valaszolhatnak a didkok, ezért a tesztet 33 = 27 kiilonb6z6 médon lehet kitolteni.
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Mivel 55 = 2- 27+ 1, ezért a skatulyaelv szerint biztosan lesz legaldbb 3 olyan didk,
akik pontosan ugyanugy toltotték ki a tesztet.

b) I. megoldds. A feladat feltétele szerint mindegyik védlaszlehetdséget legaldbb
egy didk megjelolte, ezért 1ényegében az a feladatunk, hogy a maradék 5 didkot
osszuk szét. Az aldbbi esetek adddnak:

1. eset: 54+ 0+ 0, ebbdl 3 lehetGségiink van.

2. eset: 4+ 1+ 0, ebbdl 6 lehetdségiink van.

3. eset: 3+ 2+ 0, ebbdl 6 lehetéségiink van.

4. eset: 34+ 1+ 1, ebbol 3 lehetdségiink van.

5. eset: 2+ 2+ 1, ebbdl 3 lehetdségiink van.

Tehat 6sszesen 21 kiilonbozo kitoltést tud adni a 8 didk.

1I. megoldads. Az egyes valaszlehet6ségekre érkezzen rendre x; y; z valasz. Ekkor
x; y; z olyan pozitiv egész szamok, amelyekre x + y + z = 8. Képzeljiik el azt, hogy
8 almdt (az dbran a pottyok szemléltetik az almédkat) osztunk szét hdrom gyerek
kozott, akik mindegyike kap legalabb egy almat. Annyiféleképpen tudjuk felbontani
a 8-at harom Osszeadandora, ahanyféleképpen a koztitk 1évo 7 résnél elhelyeziink
két Osszeadas jelet. Ezek szama (;) = 21.

° o | o o | o ° ° °

¢) I megoldds. A rosszul teljesitd didkok legyenek A; B; C; D; E; F. Elbszor
keressiink tanulépart A-nak. A tobbi 5 didk koziil akdrmelyik lehet a péarja, ez
5 lehet6ség, legyen pl. B. Most keressiink tanulépart C-nek. A t6bbi 3 didk koziil
akarmelyik lehet a pérja, ez 3 lehetOség, legyen pl. D. A maradék két didk pedig
egy part alkot. Az Osszes lehetOségek szdma 5 -3 -1 = 15.

I1. megoldds. Elészor a 6 didkbol kijelslink egy pért. Ezt () = 15-féle médon

tehetjiikk meg. A maradék 4 diakbdl kivalasztunk egy masik pért, ezt (;1) =6
kiilonb6z6 moédon tehetjiik meg. A megmaradt 2 tanulé pedig egy part fog alkotni.

}%kgor minden péart 3! = 6-szor szamoltunk meg, ezért az Osszes lehetdségek szama
5.

5 = 15.
Megjegyzés. Ha 6 helyett 2n szamu didakot kellene parokba rendezni, akkor azt az els6
megoldas alapjén 1-3-5-...- (2n — 1)-féle médon tehetnénk meg. A masodik megoldds

alapjan pedig

()G -G (5)

féle modon. Ebbél addédik, hogy tetszbleges pozitiv egész n esetén:

() G)-G ) e,

n!

7. Szorgalmas Szonja elhatdrozza, hogy koordindtageometriai hidnyossagait
szorgos gyakorldssal orvosolja. Ezért minden egyes nap megold 20 ilyen jellegi fel-
adatot. Még nem megy neki olyan jol, ugyanis minden nap csak 5 feladatot tud
helyesen megoldani.
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FEgy héten dt minden egyes nap megkéri Lusta Lujzdt, hogy ellendrizze le mind
a 20 feladatot. Lujza nem nézi végig az 0sszes feladatot. Minden egyes nap csak 3,
altala véletlenszerien kijeloltet ellendriz le.

a) Mutassuk meg, hogy hdrom tizedesjegyre kerekitve 0,601 annak a valdszind-
sége, hogy az adott napon a 3 ellendrzott feladatbol lesz helyesen megoldott feladata
Szonjanak. (4 pont)

b) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a 7 nap alatt legfeljebb egyszer fordul
el6 az, hogy lesz helyesen megoldott feladata Szonjdnak? Vilaszunkat 4 tizedesjegyre
kerekitve adjuk meg. (5 pont)

¢) Legaldbb hdny napon keresztil kell Lujzdnak dtnéznie a feladatokat az 6 sajd-
tos mddszerével, hogy legaldbb 99,99%-0s valdszintiséggel legyen olyan nap, amikor
van helyesen megoldott feladata Szonjanak? (7 pont)

Megoldas. a) Komplementer mddszerrel fogunk dolgozni.

(') 137
P(lesz j6 feladat) = 1 — P(mindhdrom rossz) = 1 — % =—,
( 3 ) 228

ami 3 tizedesjegyre kerekitve 0,601.
b) Mivel P(lesz jé feladat) ~ 0,601, ezért P(mindegyik rossz) ~ 0,399.
P(legfeljebb egyszer lesz jé feladat) =

= P(7 csak rossz) + P(1 van jé és 6 csak rossz) =
7 (7 6
= 03007 + (| ) - 0.601-0.399° ~ 0,01858.

ami 4 tizedesjegyre kerekitve 0,0186.

¢) Lujza a feladatokat n napon keresztiil nézze &t. Ekkor a feltétel szerint
P(van jé feladatos nap) > 0,9999 = 1 — P(mindegyik rossz) > 0,9999,

azaz 0,0001 > P(mindegyik rossz) = 0,399". Tehdt meg kell oldjuk a 0,0001 >
> 0,399" egyenlGtlenséget. Vegyiik mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat és ve-
gyiik figyelembe, hogy ez szigorian monoton novekvo fiiggvény. Alkalmazzuk a lo-
garitmus azonossagot:

0,0001 > 0,399" = 1g0,0001 >1g0,399" = —4 > n-1g0,399.

Mivel 1g 0,399 < 0, ezért az osztaskor fordul a relacidsjel iranya. ﬁ < n, azaz
10,02 < n. Tehat Lujzénak legalabb 11 napon keresztiil kell atnéznie Szonja felada-
tait a feltétel teljesiiléséhez.

8. a) Egy szamtani sorozat elsé 9 tagjdnak dsszege 198. Mekkora a sorozat elsé

tagja és differencidja, ha az elsé 18 tagjdnak dsszege 6397 (4 pont)

b) Egy mértani sorozat hdnyadosa 2. A sorozat n-edik tagja 16 és az elsé n tag
dsszege 31,75. Hatdrozzuk meg n értékét. (5 pont)
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¢) Igazoljuk, hogy az a, = gttt % sorozat szigoruan monoton

novekedd. (5 pont)

+ +...+ % sorozat legkisebb tagjat. (2 pont)

d) Adjuk meg az a,, = nLH %ﬁ

Megoldas. a) Ismert, hogy S, = w -n, ezért Sg =
Sis = W - 18. Tehat a feladat szovege szerint 2a; + 8d = 44 és 2a1 + 17d = 71.
Ez egy elsofoki, linedris egyenletrendszer, melyet pl. megoldhatunk tgy, hogy ki-
vonjuk egymdsbdl a két egyenletet. Kapjuk, hogy (2a1 +17d) — (2a; +8d) = 71 — 44,
azaz d = 3. Innen a; = 10 adddik.

2a1+8d X ;
5 9 és

Ellen6rzés a feladat szovege alapjan.

b) I megoldds. Felhasznaljuk, hogy a, =a;-¢"" ! és q¢#1 esetén S, =
qn_l

q—1-

Tehét aq - 271 = 16 és ay - 22":11 =31,75. Azaz a1 - 2" =32ésa; - (2" — 1) =
= 31,75. Innen kapjuk, hogy a1 - 2" —a; = 31,75, tehat 32 —a; = 31,75 = a1 = 0,25.
Adédik, hogy 0,25-2" ! = 16. Ez az exponencialis egyenlet atirhaté 272.27~1 = 24
alakba, ahonnan mar kénnyen adédik, hogy n = 7.

:al-

Ellenorzés a feladat szovege alapjan.

II. megoldds. Mivel a,, = 16 és q = 2, ezért a,—1 = 8; ap_2 = 4; ap_3 = 2 sth.
Nyilvan mindig pozitiv tagokat kapunk, ezért elég azt megnézni, hogy meddig kell
Osszeadni visszafelé ezeket a tagokat, hogy megkapjuk az S,, = 31,75 értéket. Mivel
16+8+4+24+1+0,5+0,25 =31,75, ezért n =T7.

Ellenorzés a feladat szovege alapjan.

¢) Feladatunk megmutatni, hogy minden n € N esetén teljesiil, hogy a,+1 >
> a,. Bz ekvivalens azzal, hogy minden n € N* esetén teljesiil, hogy a1 — a, > 0.

Ha

—1+1++1kk —1++1+1+1
R gp EEOT dni1 =0T m  om+1 2
Ekkor

Upt1 — Gp =

—1++1+1+1 1+1++1—
T \n+2 on  2n+1 2n+2 n+l1 n+2 om )
1 N 1 11 N 1 2

T om+1 2m+2 n+1l 2n+1 2n+2 242

1 1 1
= >O.

m+1 2m+2 (2n+1)(2n+2)

Tehat megmutattuk, hogy a sorozat szigorian monoton névekedé.
d) Mivel a c) feladatrész szerint a sorozat szigorian monoton névekeds, ezért
a legkisebb tagja éppen a; = %
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9. Adott az 3; 4; 5; x + 7; 11 — x &t elembdl allé minta.

2_
a) Mutassuk meg, hogy a minta szérdsnégyzete w (A minta szdrds-
négyzete a minta szdrdsdanak a négyzete.) (5 pont)
, 2
b) Irjuk fel az f(x) = 23‘”7;& fiigguénynek az xg = 7 abszcisszdji pontjdba

hiizhatd érintdjének az egyenletét. (Abszcissza: a pont elsd koordindtdja.) (5 pont)
¢) Mekkora teriiletet zdr kizre az x tengely, az x = 0; x = 6 egyenes és az f(x) =

2
= w fiigguény? (6 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Az étlaguk = = 3+4+5+(x§7)+(1171) =6.

A szérasnégyzet

0_2: (f—$1)2+...+(i‘—$5)2 _
5
C(6-3) (647 +(6-5"+[6—(x+7]*+[6- (11—
_ - .

Azaz
2 9+44+1+ (22 +22+1)+ (22 — 102+ 25)  22% — 8z +40
B 5 N 5 '

BHA4SH 4D +(1l-a) _
- =6.

1I. megoldas. Az étlaguk & =
A szoérasnégyzet
o_ditaitaftaitad L, 32442452 4 (x4 7)° + (11 — 2)? @
5 5
9+ 16 + 25 + (22 + 14z + 49) + (22 — 22z + 121) 222 — 8z + 40

) 5

2

b) Mivel f(7) =220 =164 s f'(2) = 22 = f(7) =12 =4,
ezért az érinté egyenlete az y — f(xo) = f'(xo) - (x — zp) irdnytényezds egyenlet
alapjén y — 16,4 =4 (x — 7), azaz y = 4o — 11,6.

¢) A fiiggvénynek nincs valds zérushelye. Ezt a megolddképletbdl kapjuk vagy
abbdl, hogy az a) feladat szerint egy nem édlland6 mintanak a szérdsnégyzetérol van
Sz0.

Hasznaljuk a Newton—Leibniz tételt:

6

6
— 4 2 4
T / il 8a:+ de: —a - 22?48z =
15 5 0
0

I
O\&
k.,

2 4
— 62— 262+8-6] —(0) = 48.
<15 50T ) 0)
Fridrik Richard
Szeged
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