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A haromszog-egyenlotlenség alkalmazasai 11.

III.

Ha a és b tetszbleges valds szamok, akkor abszolut értékiikre teljesiil, hogy
la + 0] < |a|] + |b]. Ezt nevezziik a valds szdmokra vonatkozé héromszog-egyenlt-
lenségnek. A bizonyitds pl. négyzetre emeléssel torténhet, hiszen barmely = és y

, / 2 2 , ’ / . 1 ,
valds szémra |z|” = x*, tovabbd |z| - |y| = |ryl, ezért ekvivalens egyenlStlenségekkel
dolgozva

la +b| < |a] + 0],
la+b* < (Jal + b)),
(a+1b)* < a®+2[alb + b7,
2ab < 2|ab|,

ami az abszolutérték definiciéja miatt igaz. Egyenl6ség csakis akkor all fenn, ha
a szamok elGjele azonos.

A haromszog-egyenlStlenség véges sok valds szamra:
|1 + @2 + ...+ x| < r| + |22+ .o+ 0]
Ennek igazoldsa teljes indukciéval nem nehéz.
12. példa. Legyenek adottak az a < b valds szamok. Igazoljuk, hogy a valds
szamokon értelmezett f(x) = |x — a| + |x — b| figgvény minimdlis értéke b — a, me-

lyet pontosan akkor vesz fel, ha a < x < b.

Megoldas. Felhasznélva, hogy tetszéleges valds szémokra |x| + |y| = |z + yl,
valamint |a| = |—al, kapjuk:

flx)=lzr—al+|z=b=lz—al+|b—z|=Z|x—a+b—2x]|=b—a,

tovabba egyenloség pontosan akkor, ha = —a és b— x elgjele azonos, vagyis
a<x<hb.

13. példa. Hatdarozzuk meg a valds szamokon értelmezett

a) f(@) =z + 1]+ |z] + [z — 2|,
b) glx)=lz+1|+|z—2|+|x—3|+ |z -7

fiigguény minimalis értékét és a minimumhelyét.
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Megoldas. Tekintsiik a szamegyenesen azokat a helyeket, ahol az abszolit-
érték jeleken beliili kifejezés értéke 0 és az el6z6 példa allitdsanak megfelelden
végezziink becsléseket.

a) f@)=le+1+2-z|+|z| 2|z +1+2—2[+[z[ =3+ |z]| >3,

tovabba egyenloség pontosan akkor all fenn, ha = = 0, ez a minimumbhelye.

b) glx)=le+1+|T—z|+|z-2|+[3—2| >
Zle+1+7—2/+]jx—243—-2|=84+1=9,

tovabba egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha —1 <x <7 és 2 <z < 3, azaz
2 < z < 3, igy ezek mindannyian minimum helyek.

Megjegyzés. A megolddsban leirt médon kereshet6 meg az
fx) =z —ai|+|zx—az| +... + |z — an|

fiiggvény minimuma, ahol az a;-k adott valds szdmok. Pédratlan n-re az a) esettel, paros
n-re pedig a b) esettel analég eredmény adédik. Ennek a probléménak pl. a statisztikdban
van szerepe: az un. eltérésosszeg fliggvénynek a median zérushelye lesz.

14. példa. Mutassuk meg, hogy ha x, y, z valés szamok, akkor
lo| + |yl + |zl <z —y+ 2|+ |z 4+y— 2|+ |-z +y+ 2]

Megoldas. Vegyiik észre, hogy

TH+Yy—z T—Yy+z
> T T

igy a hdromszog-egyenlétlenség szerint

rTt+y—=z r—y+z

| g [ 32/ LSl
Ugyanigy becsiilheté meg feliilrdl |y| és |z] is. A hdrom egyenlStlenséget dsszead-
va adddik a bizonyitandd allitdas. Az egyenldség esetének vizsgdlatat az olvaséra

hagyjuk.

15. példa. Az a, b, ¢ adott valds szdmok olyanok, hogy |x| <1 esetén
laz? + bz + c| < 1]. Igazoljuk, hogy akkor |x| < 1 esetén |cx® + bx + a| < 2.

Megoldas. A hiromszog-egyenlétlenség, valamint 0 < 1 — 22 < 1 miatt
lcx? +bx +a| = |cx® —c+c+br+a| < |cx® —c|+|c+br+a|l =
= |e[(1 = 2%) + |c + bz + a| < || + |bz + ¢ + al.

Legyen x = 0, ekkor a feltétel szerint |c| < 1. Mivel f(x) = bx + ¢ + a linedris
fiiggvény, igy a [—1;1] intervallumon maximdlis értékét valamelyik végpontban
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felveszi. Tekintettel arra, hogy f(1) =a+b+c¢, f(—1) = a—b+ ¢, a feltétel szerint
pedig ezek abszolut értéke legfeljebb 1, kapjuk, hogy
lcx® +bx+al <|e|+|bx+ctal <1+1=2,

amit éppen bizonyitani szerettiink volna.

IV.

Ha 21 és 22 komplex szamok, akkor teljesiil rajuk, hogy |21 + 22| < |21 + |22],
ahol |z| a z komplex szdm abszolit értékét jeloli. Egyenldség pontosan akkor, ha
21 = Azg, ahol X\ pozitiv valds szdm. Ennek az allitdsnak a bizonyitdsa konnyen
jon abbdl, ha tudjuk, hogy a komplex szamok azonosithaték a sik helyvektoraival.
Természetesen algebrai tton is beldthaté az abszolut érték definicidja, valamint
mechanikus szamolas segitségével. Most is érvényes természetes altalanositas:

|21+ 204+ ...+ 2o < 21|+ 22| + .- 4 |20
16. példa. Bizonyitsuk be a 2. példaban szerepld dllitast komplex szdmok se-
gitségével.

Megoldas. Mivel a z = a + bi komplex szdm abszoliit értéke |z| = va? + b2,
ezért a haromszog-egyenlotlenség komplex szamokra érvényes alakjat felhasznédlva

V1t a2+ /1T+92 + V1422 = 1+ ai| + |1+ yi| + |1+ zi] >
> [3+i(z+y+z)|=3+i=+10.

A feladat &llitasa konnyen altalanosithaté n darab pozitiv szamra, melyek
osszege 1. Ha x1,29,...,2,, > 0és 21 + 2o + ... + 2, = 1, akkor

\/1+x§+\/1+x§+...+\/1+x,%>\/1+n2.

A megoldas hasonléan torténhet, mint hdrom valtozé esetén.

17. példa. Bizonyitsuk be, hogy az ABCD konvex négyszogre
AB-CD+ BC-DA > AC - BD.
Mikor teljesiil eqyenldség?

Megoldas. Helyezziik el a négyszoget a komplex szamsikon és feleltessiik meg
az A, B, C, D csicsoknak rendre az a, b, ¢, d komplex szdmokat. A bizonyitandé
allitassal ekvivalens, hogy

b—al-|d—c|+|c—=0b-|d—a|] =]|c—al-|d-1|

Ismert, hogy tetszdleges z1, zo komplex szdmokra |z1| - |22| = |2122|, ezért a hdrom-
szog-egyenlotlenséget is figyelembe véve
|(b—a)( d—c|+’c— —a)| > |(c—a)(d
|bd — be — ad + ac| + |cd—ac—|—ab bd| > |ed — bc—ad+ab|
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Vizsgaljuk most meg az egyenléség esetét.
Ez pontosan akkor all fenn, ha valamely A > 0
valés szamra

(b—a)(d—c)=Ac—-0b)(d - a),

azaz
a—2b d—a

= A .

c—b c—d

Ami ekvivalens azzal, hogy

ami a hurnégyszogek tétele és megforditdsa
szerint pontosan akkor teljesiil, ha az ABCD
konvex négyszog hurnégyszog.

A feladat &llitasa az un. dltaldnositott Ptolemaiosz-tétel. Ez specidlis esetként
(egyenldség) tartalmazza a mér az dkorban is ismert, hirnégyszogekre érvényes
tételt. Tovabbi alkalmazdsokat, érdekességeket illetSen javasolt irodalom: [4] és [5].

18. példa. Mutassuk meg, hogy ha P az ABC hdromszig sikjinak valamely
pontja, akkor

PA-PB+PB-PC+ PC-PA S 1
CA-CB  AB-AC  BC-BA~
(AMM)
Megoldas. Helyezziik el a pontokat a komplex szamsikon. Példaul az A pont-

nak feleljen meg az a komplex szdm, a P pontnak a p komplex szam és igy tovabb.
Ekkor a bizonyitandé allitas:

(%) p—al-lp—b |p—b[-lp— @—d'w—a|>L
lc—al-lc=b |a=0bl-la—¢c |b—c|-|b—dq]
Ismert, hogy barmely 21, zo komplex szdmokra |z1]| - |22]| = |2122| és 22 # 0 mel-
lett Ii—;‘ = |2], igy a hdromszdg-egyenldtlenséget is felhaszndlva (x)-hoz elegendd

igazolnunk, hogy

(p—a)p—b) (-bp—c  (@-cp—a)
(c—a)(c=b) (a=b)la—c) (b—c)(b—a)
Most megmutatjuk, hogy az abszolit érték jelen belilli mennyiség értéke 1.

(Ez mechanikus szamoldssal is megy természetesen, most mégis inkabb egy elegan-
sabb mddszert alkalmazunk). A kifejezés felirhaté

(p—a)(p—-0)(p—c)-

> 1.

_( 1 SR 1 R 1 _ 1)
(c—a)e—b) p-c (aBa—c p-a (b-cb-a) p-b
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alakban. Legyen P(x) legfeljebb mdsodfokt polinom, valamint a, b és ¢ paronként
kiilonboz6 szamok. A Lagrange-féle interpoldcids formula szerint

(k) P(z)=A(x=b)(x —c)+ Blx —a)(x —c)+ C(z —a)(z —b) =

:(x—a)(x—b)(x—c)( A +ﬁb+ ¢ )

ahol
_ P@ _PWy) P
= wwe=a P emat-a CTemae-n

Ha most a P(x) = 1 védlasztédssal éliink, akkor (x%) miatt

A n B n C 1
r—a x—-b z—c (z—a)(z—-0)(z—2c)
Innen = = p helyettesitéssel kapjuk az dllitasunkat.

Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy n paronként kiilonb6zé helyen ismert a legfeljebb
(n —1)-ed fokd P(x) polinom értéke: P(z;) = y;, ahol i =1,2,...,n. A Lagrange-féle
interpolacids polinom egyértelmiien megadja a P(z) polinomot a kévetkezd alakban:

Zyz H —
J#l

A (xx) allitds a kovetkez6 gondolatmenettel is megkaphaté6. Legyen

P(z) A . B C
(r—a)(x—b)(x—¢c) x—a x—b z—CcC

)

ahol P(z) tetsz6leges, legfeljebb masodfokd polinom, valamint a, b és ¢ paronként
kiilonbozé szémok. (Elemi tortekre bontds.) Innen (z — a)-val torténd szorzds utan

At (2405,

Ha most tekintjiikk az x — a,  # a hataratmenetet, akkor

P(a)
(a —b)(a—c)

Hasonlbéan addédnak a B-re és C-re vonatkozé formuldk is.

A:

A fentebb latott gondolatmenetekre még egy szép alkalmazast mutatunk. Le-
gyenek aq,as,...,a, paronként kiilonb6z6 valds szamok, valamint 0 < k < n ter-
mészetes szam. Tekintsiik az

:Zm a;)

i=1
J#i
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Osszeget. Ekkor
0, ha0<k<n—2,

Sn(k) =141, hak=mn-—1,

Zai, ha k =n.

Induljunk ki abbdl, hogy barmely, legfeljebb (n — 1)-ed fokd P(z) polinomra
(%) T2 g
[[(z—a) =t ’
i=1
ahol A; alkalmas konstans. Akar a Lagrange-féle interpoldciés polinomot, akér
a fentebb latott, hatarérték szamitast hasznalé gondolatmenetet alkalmazzuk, kap-
haté, hogy barmely i-re

P(ai)
A= ——————
I1 (a; —a;)’
J#L
tovabba
(%) ZAZH m—aj)ZZP(GZ)H _aj
i=1  j#i i=1 j#i J

Legyen elszor P(x) = 2*+1 ahol 0 < k < n — 2 természetes szdm. A (x) Ossze-
fliggés miatt, ha = = 0, akkor

& S,(k)=0.
Z T )
J#z
A (%) formuldt a P(x) = 2! polinomra alkalmazva kapjuk, hogy
n—1 __ n—1 L — CL]
=
i=1 J;éz J

Mivel ez azonossig, ezért a jobb oldalon 4ll6 polinomban z"~! egyiitthatéja 1,

vagyis
n n—l
=1
; I] (ai —a;)
J#i
Végiil tekintsiik a P(z) = H (x — a;), legfeljebb (n — 1)-ed fokd polinomot.
i=1

Ebben a polinomban 2"~ ! egyiitthatéja Z ai, {gy (x*) miatt

n n n
al
Ya; =Y A ahol A=
i=1 i—1 [ (ai —ay)
j#i

Ezzel belattuk az S, (k) Osszegre vonatkozé mindharom &llitdst.
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Feladatok 6nall6 gondolkodasra

1. Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszog a, b, ¢ oldalhosszaira

2. Tudjuk, hogy a; > 0, b; > 0, ahol 7+ = 1,2, ..., n. Bizonyitsuk, hogy

\/a§+b%+\/a§+b§+...+ aZ +b2 >

2\/(a1—|—a2+...+an)2—|—(b1—|—bg—|—...—|—bn)2.

3. Bizonyitsuk, hogy tetszéleges a, b, ¢ valés szamokra

Va2 —a+1+V2—b+1+vVE2—c+1>Va2+02+c2+a+b+ec+3.

4. Mutassuk meg, hogyha az a, b és ¢ valos szamokra
la=b|l > |c|, |b—c|>lal, |c—al>1b],
akkor a harom szam koziil az egyik egyenld a masik ketto osszegével.

5. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan a és b valds szamot, melyekre teljesiil, hogy
minden 0 < z < 1 esetén |22 — ax — b| < %

(KéMal)
6. Mutassuk meg, hogy tetszoleges a, b, ¢ komplex szamokra
la| 4+ [b] + |c| + |a +b+4c| > |a+b| + |b+c| + |c + al.
(Hlawka)
7. Igazoljuk, hogy ha a,b, ¢ > 0, akkor
Va2 —ab+ b+ Vb2 —bec+ 2+ —ca+a?<
<a+b+c+Va2+b2+c—ab—bc—ca.
(AoPS)

8. Igazoljuk, hogy ha M és N az ABC héaromszog sikjanak két, egymastol
kiilonb6z6 pontja, akkor

CM~CN+AM-AN+BM-BN>1
CA-CB AB - AC BC-BA ~ 7

(Hayashi)
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Schultz Janos

Gyakorlé feladatsor 7
emelt szintli matematika érettségire i

I. rész

1. Felirjuk az 1; 2; 3; 4; 5 szdmjegyek sorbarendezésével képezhetd Osszes
otjegyli szamot.
a) Mennyi ezeknek az 6tjegyli szdmoknak az osszege? (6 pont)

b) Hény olyan szdmtani sorozat létezik, melynek els§ tagja 12345, szerepel
benne az 54 321 is, és a differencidja pozitiv egész szam? (6 pont)

2. Egy sorsjegy ara 1000 Ft. A sorsjegy lehetséges nyereményei: 2000 Ft,
5000 Ft, 20000 Ft, 100000 Ft, 500 000 F't.

Ezek valdszintisége rendre: 11%, 5%, 0,81%, 0,17%, 0,02%.

a) Mennyi a nyeremény véarhaté értéke? (3 pont)

b) Mekkora a valésziniisége, hogy nem nyeriink, ha egy sorsjegyet vésarolunk?
(2 pont)

Tiz alkalommal vesziink egy-egy sorsjegyet. Mekkora a valdszintisége, hogy

¢) legalabb kétszer nyeriink; (5 pont)

d) pontosan héromszor nyeriink? (3 pont)

3. Egy 10 cm oldald, szabéalyos hatszog alaku
fehér talca pereme mellett végiggorgetiink egy 6 cm
atméroji, alul festékes korongot. Mekkora az ilyen
moédon beszinezett teriilet? A valaszt mm? pontos-
sédggal adjuk meg. (12 pont)
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