GF 2021.10.7 — 19:17 — 396. oldal — 12. lap KoMalL, 2021. oktéber EF

Megoldasvazlatok a 2021/6. szam emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kévetkezd egyenleteket:
a) Ve +8—r=+x+3,

1 1
b) V3

cosr+1 cosx—1 sin?

. (12 pont)
x

Megoldas. a) I. megoldds. A négyzetgyokok miatti kikotés x > 0. Emel-
jiik négyzetre mindkét oldalt. z + 8 — 2v/x + 8\/xr +x = x + 3, rendezve v + 5 =
= 2y/z(z + 8), ijabb négyzetre emelés utan 22 + 10x + 25 = 4(2? + 8x), O-ra redu-
kalva 0 = 322 + 222 — 25.

A megolddéképletbe helyettesitve:

—224 /222 —4-3- (=25 —22+28 25
T12 = \/ 5 ( ): G = x1 =1, iCQZ—g.

Az x5 nem lehet megoldds, mert negativ. Ellenérizziik z1-et: /1 +8 — /1 =
= /14 3, vagyis 3 — 1 = 2. Igaz kijelentést kaptunk, tehat az egyenlet megoldésa:
r =1

I1. megoldds. A kikotés utdan adjunk az egyenlet mindkét oldaldhoz /z-et, majd
emeljiink négyzetre: x + 8 = z + 2\/zv/x + 3+ x + 3, rendezve 5 —x = 2v/2? 4 3.
Ujabb kikotés adédott: 5 — x > 0, tehat 0 < x < 5. A négyzetre emelés utan most
a 25 — 10z + 2% = 4(2? + 3z) egyenletet kaptuk, ami a O-ra redukdlds utdn meg-
egyezik az 1. megoldasban lathaté egyenlettel, a befejezés ugyanigy torténik.

b) Alkalmazzuk a négyzetes dsszefiiggést:

2 2

sinz =1—cos®x = (1 —cosx)(1l + cosz).

Ezt felhasznélva:

1 1 V3
— = +1
1+cosx 1—cosz (1+cosz)(l—cosz) (cosw 7# £1),

szorozzunk (1 + cosz)(1 — cos x)-szel:
1—cosxz— (1+cosz) =3, —2cosz =3,

3 5 7
cosx:—g = 331:%-1-2/”, x2:§+2lﬂ' (k,1eZ).

Mivel cos 1,2 # £1, ezért mindkét gyok megolddsa az egyenletnek.
2. Ha a fonyddi hajédllomds mdldjanak (F) végérdl a badacsonyi kikitd (B) fe-
Ié néziink, akkor ettdl az iranytdl jobbra 75°-0s szégben Révfilop kikitdje (R), balra

28°-0s szogben pedig Szigliget kikotdje (S) ldtszik. Tudjuk, hogy az FRB hdrom-
sz20g egyenld szdru, melynek alapja F' B, valamint azt is, hogy az FBS hdaromszdg is
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éf 2021.10.7 — 19:17 — 397. oldal — 13. lap KoMalL, 2021. oktéber ?

egyenld szdru, amelynek alapja az FS szakasz. Eqgy vitorlds hajo egyik nap Fonyddrol
Révfiilopre, onnan Badacsonyba, majd Szigligetre vitorldazott, ahol a hajon utazok
megebédeltek, és visszatértek Fonyddra. Fonyod a Balaton déli partjin, Badacsony
vele szemben, a Balaton €szaki partjan taldlhato. A badacsonyi kikotd a fonydditol
5,2 km-re van (FB = 5,2 km), a Féld girbiiletétdl eltekinthetink.

a) Szamitsuk ki, hogy legaldbb hdany km-t telt meg ezen a napon a vitorlds.
A végeredményt egész szamra kerekitve km-ben adjuk meg.

Kiderilt, hogy a hajon tartozkodok kozil néhdnyan mdr kordbban is ismerték
egymdst (az ismeretség kélesonds). Eqy n csicsid grdffal dbrdzoltuk ezeket az isme-
retségi viszonyokat, ahol a személyeket a csiucsok jelképezték, két csiucsot akkor és
csak akkor kotott dssze él, ha a csucsoknak megfeleld személyek kordbban mdr is-
merték eqgymast. Olyan egyszert, 0sszefiiggo grafot kaptunk, amelynek 10 éle lett.
Jelolje A az n csucsi eqyszert, osszefiiggd graf élei szamdnak lehetséges legkisebb,
B pedig a lehetséges legnagyobb értékét.

b) Hdanyan utaztak a hajon, ha A;FB =107 (12 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Készitsiink vézlatot a kikoték elhelyezkedésérol.

Az egyenl§ szari haromszogek alapjainak felez6merélegeseit berajzolva felirhatjuk,

hogy % = cos 75°; innen FR = 10,05 km, valamint

S

2 —0s28° = SF =09,18 km.

b

b

ot
[\

A vitorlas hajo a kikotoket érintve legalabb 2 -10,05 + 5,2 4+ 9,18 = 34,48 km ~
~ 34 km utat tett meg.

SF =y, majd irjuk fel a koszinusztételt g

II. megoldds. Legyen FR = RB = x; B
BR-re: B / x

22 =224+52% 2252 cos75°,

ebbol x = 10,05 km.
FBS< = 180° —2-28° = 124°. Felir-
va a szinusztételt:

y sin 124°

52  sin28°’

ahonnan y = 9,18 km.

Az 1t hossza legalabb 2x + 5,2 4+ y = 34,48 km ~ 34 km.

Tovabbi megoldasok is vannak.

b) Az n cstcsu egyszerl, osszefiiggd graf éleinek szdma akkor minimdlis, ha
a graf fagraf, ebben az esetben n — 1 éle van; akkor maximdlis, ha teljes graf,

(n—=1)

amelynek L 5 ¢le van.
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éf 2021.10.7 — 19:17 — 398. oldal — 14. lap KoMalL, 2021. oktéber EF

A megoldandé egyenlet:

rendezve: n? +n — 42 = 0.

~1+v1+4-42 —-1+13
2 o 2

= N1 = 6, (TLQ = 77)

ni2 =

A hajoén hatan utaztak.

Ellendrzés: ha a 6 cstucsu graf fagraf, akkor 5 éle van; ha teljes graf, akkor
5 _15. 5415 _ 4
) 2 N

|

3. Tekintsiik az aldbbi kijelentéseket:

A) Ha egy egyszert grif csicsainak szama pdratlan, akkor van pdros fokiu
csucsa.

B) Ha egy szamtani sorozat konvergens, akkor kiilonbsége pozitiv szdm.

C') Ha egy sorozat nem konvergens, akkor nem korldtos.

D) Ha egy mértani sorozat hanyadosdnak abszolit értéke egynél kisebb, akkor
a sorozat konvergens.

a) Igazak vagy hamisak az dllitdsok?
b) Fogalmazzuk meg az A) és D) kijelentések megforditdsdt, majd dontsik el
ezek logikai értékét.

Minden esetben indokoljuk vdlaszunkat. (14 pont)

Megoldas. a) A) Igaz. Ha nem lenne péros foku cstcsa, akkor a fokszdmok
Osszege paratlan szdm lenne (mert paratlan szamu paratlan szam 6sszege paratlan),
ami lehetetlen, a fokszamok Osszegének paros szamnak kell lennie.

B) Hamis. Ha a kiilonbség barmilyen kicsi pozitiv szam volna, kelléen sokszor
véve a tobbszorose akarmilyen nagy szamnal nagyobb volna, azaz a sorozat feliilrél
nem korlatos, igy konvergens sem lehet.

Precizebben ugyanez: d > 0;a,, = a1 + (n — 1)d. Legyen K > 0, ekkor

K—a1

ai+(n—-1)d>K = n> =

+ 1.

Legyen ng > K da1 + 1 pozitiv egész szam — vagyis akdrmekkora pozitiv K-hoz van
kiiszobindex, hogy az ennél nagyobb indexii tagjai a sorozatnak mind nagyobbak
K-nal.

A sorozat feliilr6l nem korlatos, nem lehet konvergens.

(Megjegyzés. Csak a konstans szamtani sorozatok konvergensek, hatérértékiik a kons-
tans.)

C) Hamis. Ellenpélda: a,, = (—1)".
D) Igaz. a, = a;¢q" . Tudjuk, hogy lim ¢" =0, ha |g| < 1, tovdbba
n—oo

lim (apb,) = lim a, lim b, =a;-0=0.

398 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/7



éf 2021.10.7 — 19:17 — 399. oldal — 15. lap KoMalL, 2021. oktéber ?

b) A) megforditdsa: Ha egy egyszer(i grafnak van péros foku cstcsa, akkor
cstucsainak szama paratlan.

A Kkijelentés logikai értéke hamis. Ellenpélda: a graf csicsai egy négyzet csi-
csai, élei a négyzet oldalai. (Minden olyan graf j6 ellenpélddnak, amely tartalmaz
legaldbb egy péros foku csticsot, és cstcsainak szdma péaros szdm.)

D) megforditdsa: Ha egy mértani sorozat konvergens, akkor |¢| < 1.

A kijelentés logikai értéke hamis. Ellenpélda: a,, = 2021. A sorozat hatarértéke
2021, hényadosa 1. (Minden konstans sorozat megfelel ellenpélddnak.)

4. a) Szamitsuk ki az y tengely azon pontjdnak koordindtdit, amelybdl az
A(—1;1), B(3;9) pontok derékszigben ldtszanak.

Az A(=1;1), B(3;9), tovdbbd a C pont illeszkedik az y = x* egyenletii parabo-
lara, C rajta van a parabola A és B kézé esd ivén.

b) Hatdrozzuk meg C koordindtdit, ha az ABC hdromszdg terilete o lehetd
legnagyobb. (13 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Az AB
szakasz Thalész-korének kozéppontja
O(ﬁ ﬂ)’ egyenlete:

2 2
(=1 + @y —57=B-1)"+ -5
(z —1)% + (y — 5)°=20.

Az y tengely pontjainak elsé koordina-
tdja (abszcisszdja) 0, igy az egyenlet:

(y—5)" =19,
ly—5/=v19 = v =5+V19,
y2 = 5—/19. A pontok tehat:
Y1(0;5+v19), ¥2(0;5 - V19).

—
a) II. megoldds. A keresett pont Y (0;y). YA(—1;1 —y), ﬁ(B;Q —y). Két
vektor akkor és csak akkor merdleges egymasra, ha skalaris szorzatuk 0, azaz:

(~1)-3+ (L —y)O—y)=0.

Rendezve: 52 — 10y + 6 = 0. g1, = 20EVT0 — 54 /19
Megkaptuk az I. megoldasban szerepl6 koordindtakat.
b) I. megoldds. = € [—-1;3] (ez nyilvdnvals, a tovdbbi megolddsokban nem

ismétlem meg). Az ADEB trapéz teriilete: % = 20 teriiletegység (te).
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GF 2021.10.7 — 19:17 — 400. oldal — 16. lap KoMalL, 2021. oktéber ?

ta =20 — (tl + t2), ahol

A4z (z+1) 23+22+z2+1
ti =taprc = = )
2 2
(22 +9)(3—2) —a%+32% - 92 +27
lo =tcrEB = = )
2 2
422 — 8 28
t1+t2=%=2w2—4x+14,

ta =20 — 222 + 40 — 14 = —22% + 42 + 6.

(1) befejezés: tp = —2(2% — 2z +1)+6+2 = 8 — 2(z — 1)*. Ez akkor a legna-
gyobb, ha a 8-bdl a lehet6 legkevesebbet vonunk ki, ami akkor kévetkezik be, ha
2 = 1. Tehdt a haromszog teriilete akkor a legnagyobb, ha C(1;1).

(2) befejezés: a ta = —2x2 + 4x + 6 fiiggvény grafikonja egy ,lefelé nyilé” pa-
rabola, melynek az x tengellyel vett metszéspontjait a —2z2 + 42 + 6 = 0 gyokei
adjdk. A gorbe szimmetria tulajdonsiga miatt a maximumbhely a két gyok szamtani
kozepénél van, tehat:

—44 /42— 4(-2)6 —4+8
—4 T4

~1+3
- =

1.

T12 = = x1=—1, 20=3 = x=

(A két gyok osszegét megkaphattuk volna a Viete-formula alkalmazasaval, a gyokok

kiszémitasa nélkiil is: 21 + 9 = _g =4 =2)
Y
v B(3;9) ol
9,,
8,,
8t |
Tt 6
6T 5
4,,
5,,
3 i
AN 2
3 C; 2) nincs kozos pont
21 5 3 4 5 6w
t] t2
A(-L D ~.
erinto
D L F E
-2 -1 0 1 2 3 4

1. megoldds 1I. megoldds

1I. megoldds. Az AB hurral parhuzamos egyeneseket hdrom csoportba oszthat-
juk (a parabola szel6je, érintéje, vagy nincs kozos pontjuk). Gondolatban futtassuk

400 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/7



éf 2021.10.7 — 19:17 — 401. oldal — 17. lap KoMalL, 2021. oktéber ?

végig C-t az AB iven. Akkor keriil az AB hurtdl a legmesszebbre, ha éppen az érin-
tovel vett érintési pontban van. Ha ugyanis egy szel6vel vett metszéspontban volna,
akkor a szel6 ,tuloldaldn” (abban a félsikban, mely nem tartalmazza az AB hirt),
taldlnank tovabbi pontokat, amelyek messzebb volnanak AB-t6l, mint C.

Az AB egyenes meredeksége m = % = 2. Parhuzamos egyenesek mere-
deksége egyenlo. Az egyenes egyenletét keressiik y = 2z + b alakban. Tekintsiik az
Y= 127
y=2x+b

paraméteres egyenletrendszert. Ennek akkor lesz egy megolddsa (akkor érinti egy-
mést a két alakzat), ha az 22 = 2z + b paraméteres egyenlet diszkrimindnsa 0.

Rendezve: 12 — 2z —b=0 = D = (—2)° —4(—b) = 0, innen b = —1, az egyen-
let 22 — 2z + 1 =0; (z — 1)* = 0; gyoke: z = 1.

(A fenti helyett ismét alkalmazhatjuk a gyokok és egyiitthatok kozotti egyik
Viete-formulat: most a két gyok egyenld, ezért Osszegilk x1 + xo = 22 = __T2 =
x=1.)

III. megoldas. Ha C-n at parhuza- Yy
most hizunk az y tengellyel, ez az egye- ol
nes D-ben metszi AB-t. Az ABC hé-
romszog AB alapjdhoz tartozé magas-
sag talppontja legyen T

Ha C helyett egy C'-t vesziink, ak- 7l
kor a megfeleld D', T" pontokkal egyiitt
a C'D'T’ hiromszog hasonlé az CDT ol a
héromszoghoz, mert szogeik megegyez-
nek. Tehdt az ABC hiromszog magas-
sdga (igy teriilete is) akkor lesz a legna-
gyobb, ha a C' DT derékszogli haromszog
atfogdja a lehet6 legnagyobb.

B(3;9)

s C(x;2%)

Az AB egyenes egyenlete: m =

9—-1
:m:2,y—9:2(1‘—3),y:2$+

+ 3, amibdl

DC =d(z) =22 +3 — 2%

A d(z) fiiggvény maximumhelyének ‘ ‘ yr*® ‘
meghatdrozdsa a korabbi megold4sok- -2 -1 0 1 3z
ban latottak alapjan tobbféleképpen be-
fejezheto.

Legyen pl. ez: d(z) = 22+ 3 — 22 = 4— (z — 1)* < 4. d(z) akkor a legnagyobb,
ha (z —1)°=0 = z =1, C(1;1).

Megjegyzés. Tovabbi megoldasok is léteznek, pl. a széls6érték problémak &altaldnos
megoldaséra szolgals differencidlszamitds médszere, azonban itt ezt tudatosan melléztiik.
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éf 2021.10.7 — 19:17 — 402. oldal — 18. lap KoMalL, 2021. oktéber ?

Egy masik megoldas lehet az, ha a fiiggvénytablazatban taldlhaté ,,Pont ta-
volsdga egyenestdl” képletet alkalmazza a megoldd, majd megkeresi a szamldléban
keletkezett fliggvény szélsOértékét.

II. rész

5. Eqgy 100 lakasos tarsashaz lakoi az éves rendes kozgyilésre késziilnek. A La-
kobizottsag a kozelgd nagy felujitas koltségeinek biztositasara a jelenlegi k6zos kolt-
ség emelését fogja javasolni. A kordbbi tapasztalatok szerint azonban p%-os emelés
esetén a lakok g%—a csak az emelés eldtti dsszeget hajlandd fizetni (veliik szemben
jogi eljardst indithat a Lakdbizottsdg, ami hosszabb tdvon eredményre vezethet, de
a kézelgd felijitasig nem fog befejezddni), a tébbiek fizetik az emelt koltséget. Most
minden lakds tulajdonosa fizeti a havi 10000 Ft-os kozos koltséget.

a) Osszesen mennyi pénzt fizetnének be a tulajdonosok havonta a tdrsashdz
szdmldjdra, ha 15%-kal nivekedne a kozos kiltség?

A Lakdbizottsag tagjai tudjak, hogy nagymértéki emelést a kozgyilés nem fo-
gadna el, ezért a felujitdshoz minimdlisan sziikséges emelést fogjik javasolni. A tdr-
sashdz folydszamldjan 3 millié 430 ezer Ft van, a 36 hénap milva kezdddd felugitdasig
a szamldn legalabb 50 millié Ft-nak kell lennie. A tdrsashdznak a lakdk befizetésén
kil mds bevétele nincs, a folyoszamldt kezeld bank dltal fizetett kamat elfogy a ban-
ki koltségekre és eqyéb aprobb kiaddsokra.

b) Szdmitsuk ki, hogy mennyi legyen a lakdsonként fizetendd megemelt havi
kozos koltség a megadott feltételekkel. Az eredményt 100 Ft-ra kerekitve adjuk meg.

A kozds képuiseld a korabbi kozgyiilési jegyzbékonyveket tanulmdanyozva érdekes
dolgot figyelt meg. Hét olyan kozgyilés volt, amelyen a résztvevdk létszama — megfe-
leld sorrendbe rakva — eqy szdmtani sorozat szomszédos elemeit képezte. A hét adat
medidnja 66, szordsa 6.

¢) Mekkora az adatok terjedelme? (16 pont)

Megoldas. a) Ha 15%-kal emelkedne a havi kozos koltség, akkor ez 11500
Ft lenne. A tulajdonosok 5%-a, azaz 5-en tovabbra is 10000 Ft-ot, a tébbiek,
95-en pedig 11 500 Ft-ot fizetnének, igy a szamléara dsszesen 5- 10000+ 9511500 =
= 1142500 Ft folyna be minden hénapban.

b) Legyen az emelés p%-os. Ekkor az a lakdstulajdonos, aki fizeti ezt az emelt

dsszeget, 10000 - (1 + 155) Ft-ot fog befizetni havonta.

Ilyen tulajdonos 100 - (1 — 3%0) lesz, £ szamu tulajdonos pedig a korabbi
10000 Ft-ot fogja fizetni, igy a havi befizetés Osszesen:

p P P P’
h(p) = 1 ~(1 —)(1 ff) 10000- 2 =1 _r 100 ) Ft
(p) 0000 + 100 00 3 + 10000 3 0000 300 +p+ 100
lesz.
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GF 2021.10.7 — 19:17 — 403. oldal — 19. lap KoMalL, 2021. oktéber ?

A térsashédz szamldjan 36 honap milva legalabb 50 millié Ft-nak kell lennie,
felirhatjuk tehat, hogy

2
50000000 < 36 {10 000 <—3’80 +p+ 100)} + 3430000,

2 2

P 4657 _ p
4 < e pr00); St <2100,
6570 000 360000< 05 TPt 00> 5 agg P+ 100

465 700
12

26425 <0,

< —p? +300p + 30000, p* —300p +

8004 /3007 — 4 25322 350 1 934 09

P 2 ’
p1=32,99; po = 267,01

P12 =

fgy az egyenlGtlenség megoldasa: 32,99 < p < 267,01.

A Lakébizottsag tehat 33%-os emelést fog javasolni a kozgytilésen, az j kozos
koltség 13300 Ft/ho lesz.

Ellenérzés: a 13300 Ft-ot 11 tulajdonos nem fogja fizetni, 6k maradnak a havi
10000 Ft-nal, a tobbi 89 tulajdonos pedig az emelt dijat fizeti.

A havonta befizetett 6sszeg 8913300+ 11-10000 = 1293700 Ft lesz, ez 36 hé-
nap alatt Gsszesen 46 573 200 Ft-ot eredményez, a meglévo 3430000 Ft-tal egyiitt
50003 200 Ft, ami a feltjitashoz éppen elegendd.

¢) Ha egy szamtani sorozat elsé hét tagjat nemcsokkend sorrendben felsoroljuk,
akkor a 4. helyen éppen a medidn lesz, ami esetiinkben 66. Legyen a sorozat
kiilonbsége d, ekkor az elemek rendre: 66 — 3d, 66 — 2d, 66 — d, 66, 66 + d, 66 + 2d,
66 + 3d, ezek atlaga 66, tehat a szérés:

\/(3d)2 +(2d)" + d? + 02 4 (=d)” + (=2d)" + (=3d)° _ 6
- :

282
87:6, 2d=6 = d=3(d>0).

A hét szam: 57, 60, 63, 66, 69, 72, 75, a terjedelem 18.

6. Ertelmezzik a valds szdmok halmazdn az LUjosszeg” (jele: @) midveletet
a kovetkezoképpen:
a®b=a+b+ab (a,becR),

valamint az ,djszorzat” (jele: ®) miveletet az aldbbiak szerint:

ab
+b

a®b= (a,b€R, a+b#0).
a
a) Melyek azok a valés szamok, amelyeknek ,ijosszege” 90, ,ijszorzata” 47

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/7 403



ﬁ} 2021.10.7 — 19:17 — 404. oldal — 20. lap KoMalL, 2021. oktéber ?

b) Igazoljuk, hogy az ,ujisszeq” miuveletre teljesiil a csoportosithatdsdgi tulaj-
donsdg (asszociativitds), azaz

a®(b®c)=(adb)dec,

vagyis elhagyhatdk a zdrdjelek (a,b,c € R).

¢) Oldjuk meg a pozitiv egész szamok halmazdn az x @&y ® z = 2021 egyenletet.
(16 pont)

Megoldads. a) A keresett valds szdmok legyenek a, b. Az

a4+ b+ ab=90,
ab
=4
a+b

egyenletrendszert kell megoldani.

A mésodik egyenletbdl ab = 4(a+b), az elsébe {rva: a +b+4(a+b) = 90, innen
a+b =18, azaz b = 18 — a. Ezt felhaszndlva az a(18 —a) = 4-18, 0 = a% — 18a + 72
egyenletet kaptuk, amelynek megoldésa:

18+ /187 —4-72  18+6
2 o2

Ha a; = 12, akkor b; = 6, ha as = 6, akkor by = 12. A két szam a 6 és 12.

Ellenbrzés: 6 +12 46 - 12 = 90, % — % —4

ay2 =

b)) adb®c)=a+bdc)+albde)=a+ (b+c+bc)+alb+c+be) =

=a+b+ c+ bc+ ab+ ac + abe,
(a®db)Pec=(adb)+c+(a®b)c=(a+b+ab)+c+ (a+b+ab)ec=
=a+b+ab+ c+ ac+ bc+ abe.
A tagok sorrendjétol eltekintve ugyanazt kaptuk, tehat az ,,ujosszeg” mivelet asszo-
ciativ.

¢) Legyen x < y < z tgynevezett alapmegoldds, az dsszes megoldds ezek per-
mutécidja lesz.

rPydz=zyz+ry+rz+yz+x+y+z=2021.

Vegyiik észre, hogy az egyenlet mindkét oldaldhoz 1-et hozzdadva a bal oldalon
az (x +1)(y + 1)(z + 1) felbontott alakjat kapjuk, tehat az (x + 1)(y+1)(z +1) =
= 2022 egyenletet kell megoldanunk a pozitiv egészek halmazan.

A 2022 primtényez0s felbontasa: 2-3-337. Ahhoz, hogy az ismeretlenek pozitiv
egész szamok legyenek, és egymashoz viszonyitott nagysaguk is az el6irt legyen, csak
egyféleképpen adédhat megoldas: t+1=2, y+1=3, z+1 = 337. fgy az egyenlet
alapmegoldasa: x = 1, y = 2, z = 336.
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Ellendrzés: 1-2-336+1-241-336+2-336+ 1+ 2+ 336 = 2021.

Az 6sszes megoldas tehéat: x 1 1 2 2 336 | 336
Y 2 (336 | 1 | 336 1 2
z 1336 | 2 | 336 1 2 1

7. Az abra eqy jatékokat készitd cég tervezett
emblémdjat mutatja, melyet a termékekre a kor ko-
zéppontja koril elforgathaté modon rogzitenek. A for-
gdsszimmetrikus alakzat egyes tartomanyait gy fes-
tik be, hogy a kozos hatdarvonallal rendelkezd tartomda-
nyok szine kilonbozik eqgymdastol. Piros, sdrga, kék és
20ld szin kézil lehet vdlasztani, és eqy emblémdn mind
a négy szinnek szerepelnie kell. Nevezziik a kor bel-
sejében levd korivek hatdrolta konvexr tartomdnyokat
wszirom™-nak, a konkdv részeket pedig ,hattér”-nek.

a) Hanyféleképpen szinezhetd ki az embléma, ha a ,szirmok” szinének kilon-
boznitik kell eqymadstol, tovdbbd azonos szinezésiinek tekintjiik azokat az emblémd-
kat, amelyek a kor kozéppontja korili elforgatdssal alak és szin szerint egymdsba
vihetok?

Az emblémadk gydrtdsihoz haszndlt berendezés tizembe helyezésekor 1000 da-
rabos nullszériat készitettek, amelynek minden példdnydt megvizsgdltak. Dobozba
gytjtotték a hibds darabokat, ezekbdl dsszesem 100 db lett, majd feljegyezték, hogy
57-nek szin hibdja, 53-nak pedig méret hibdja van.

Véletlenszeriien kivettiink ebbdl a dobozbdl egy emblémdt, megdllapitottuk hi-
bajainak tipusat, ezutan visszatettik a tobbi kozé. Késdbb megismételtik az eldbbi
eljardst még egyszer.

b) Mennyi a valdszinisége annak, hogy csak méret hibds, vagy csak szin hibds
emblémakat vettink ki a dobozbdl? (16 pont)

Megoldas. a) Alkalmazzuk a piros (P), sdrga (S), kék (K) és zold (Z) jelolé-
seket a szinek jelolésére.
A [ szirmok” szinét négyféleképpen valaszthatjuk meg (PSK, PSZ, PKZ, SZK).

A tovabbiakban a PSK szinekkel foglalkozunk részletesen. A | héttér” szinei
kozott szerepelnie kell a zoldnek legalabb egyszer, hogy mindegyik szin megjelenjen
az emblémaén.

Tegytik fel, hogy 1 z6ld tartomany van a ,hattéren”, és ez mondjuk a pirossal
van szemben. Ekkor a ,jhattér” masik két tartomanya mar csak egyféleképpen
szinezheto ki, sargaval szemben S, kékkel szemben K, kiillénben kozos hatarvonallal
rendelkez6 tartomanyok kozott lenne azonos szint. Tehat ha egy Z van a ,hattér”
szinei kozott, akkor ez 3 esetet eredményez.

Legyen most két Z a ,hattéren”, pl. a P két oldalan, ebben az esetben is 3-féle
szinezést kapunk, mert P-vel szemben csak P lehet.
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(o (o

Ha 3 Z van a ,hattérben”, akkor az csak egyféleképpen lehetséges. fgy a ,,Szir-
mok” egy adott szinosszedllitdsa esetén Osszesen 7 ,hattér” szinezés alakithatd ki
a feltételeknek megfelelGen.

Azonban a PSK ,szirom” szinezés az ellenkezo koriiljaras miatt kétféle lehet,
ezeket a kor kozéppontja koriili elforgatdssal nem lehet fedésbe hozni, ezért két-
szerezni kell az esetszamot, valamint ennek venni a négyszeresét, mert eddig csak
a PSK-val foglalkoztunk.

A megoldas tehat: 7-2 -4 = 56.
Az embléma 56-féleképpen szinezhet6 ki az Gsszes feltételnek megfelelGen.

b) A szamokbdl lathatd, hogy 10 olyan embléma taldlhaté a hibas példdnyok
kozott, amelyeknek két hibdja is van. A metszetbdl nem vélaszthatunk egyet sem,
és nem valaszthatunk gy sem, hogy az egyiknek a masikétol eltér6 hibdja legyen.
Tehat vagy mindkettét a 43 elemet tartalmazé csak méret hibas halmazbdl, vagy
pedig mindkettot a 47 elemet tartalmazo csak szin hibas halmazbdl valaszthatjuk.
Az els§ esetben % . % valészintiséggel
szamolhatunk, mert az elso vélasztas vald-
szinlisége 755, tovdbbd a mésodik vélasz-
tasnal is ugyanennyi a valdszintiség (mert
visszatettiik az el6z6leg kivett emblémét),
és a két esemény fiiggetlen egymastol. Ha-
sonléképpen kapjuk a csak két szin hibas

valasztas valdszinliségét, ezért a megoldas:

43 \? 47
P(A) = | — =) = 0,4058.
(4) (100) +<100> 0,4058

Megjegyzés. A binomidlis eloszlas helyes alkalmazasaval is a fenti eredményt
kapjuk.

Szin hibds Méret hibas

8. Egy osztdly, ahol kétszer annyi a lany, mint a fit, tobbnapos kiranduldsra
készil, amelynek programjdaban hdrom fakultativ foglalkozds is szerepel, melyekre
elozetesen lehetett jelentkezni. Mindenkinek legalabb egy programon részt kellett
vennie, de akdr mindhdromra is feliratkozhatott barki.
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Az dsszesités utan megdllapitottdk, hogy a tanuldk %—e hajokirdnduldsra e

e
710"
falumizeumsi ldtogatdsra, %-e pedig kalandparki programra jelentkezett. Hdrman
jelolték meg mindegyik foglalkozdst.

a) Ha az osztdly tanuldi kizil véletlenszeriien kivdlasztunk egyet, mennyi a va-
losziniisége, hogy 6 a hajokiranduldsra is €s a kalandparki programra is jelentkezett,
a falumizeumsi ldatogatdsra azonban nem?

Ebben az osztalyban egyik alkalommal hdromfés bizottsdgot valasztottak sor-
solassal ugy, hogy cetlikre irtdk az osztalyba jdro tanulok nevét, mindegyikre egyet-
egyet, majd urndba helyezték a céduldkat. Ezutan az urndbdl véletlenszerien kivettek
egy céduldt, a rajta levd nevet felirtdk a tabldra, félretették a papirlapot, majd ezt
a sorsoldst megismételték még kétszer.

Jellje P(A) annak valdszindiségét, hogy a tdbldn legaldbb két lany, P(B) pedig
annak valoszintdségét, hogy legaldbb eqy fiu neve szerepel.

b) Szamitsuk ki P(A) és P(B) értékét. (16 pont)

Megoldas. a) Abrzizoljuk Venn-diagramon a tanulék programvalasztasat, je-
16ljiik n-nel az osztaly 1étszdmét (az ardnyokat az abran %-kal jelsltiik). (n € ZT,
n > 3 és 3 | n, mert kétszer annyi a ldny, mint a fid.)

Hajokirdandulds (80%)

N

Kalandpark (60%) Falumiizeum (60%)

Mivel % pozitiv egész szam, ezért n oszthaté 10-zel is a 3 mellett, igy n egy
30-cal oszthaté pozitiv egész szdm. (Ismerve a szokdsos létszdmokat, n valdszintileg
30, de ez még nem biztos.)

Adjuk 6ssze az egyes részhalmazokban levé elemek szadmét:
0,87+ [0,7n — (x +3+y)] +y+ [06n — (y+3+2)] =n,
2In—zrz—y—2—6=n = lIn=x4+y+2z+6.
Azok 1étszama, akik csak a kalandparkot valasztottak:

0,6n—(y+3+2)20 = 06n—-3=>y+ 2z
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tovabba y 4+ z = 1,1n — z — 6, ezért 0,6n — 3 > 1,1n — x — 6, innen x > 0,5n — 3.
Ugyanakkor x < 0,4n, mert = a kalandparkot nem vdlaszték (a tanulék 40%-a)
egyik részhalmazanak 1étszama.

Ebbdl a két egyenlttlenséghdl:
04n>2>205m—-—3 = 04n>0n—3 = 3 >20,In = n < 30.
Ezzel megkaptuk az osztaly létszamat: n = 30.

Ezt felhasznalva: 1,1-30 =z +y +
Hajokirdndulds (80%) + 246, x+y+ 2z =27. Ebbdl az kovet-
kezik, hogy nem volt olyan személy, aki

csak egy programot vélasztott.
A falumtiizeumba a tanulék 70%-a,
azaz 21 f0 jelentkezett, ezért 30 — 21 =
%v =9 f6 volt az, aki a hajokirandula-
son és a kalandparki programon részt

vett, a falumizeumi ldtogatdson azon-
ban nem.

Az egyes részhalmazok elemsza-
Kalandpark (60%)  Falumizeum (60%)  mai: x =12, y =06, z =9, tehdt a ke-
resett valdsziniiség: 3% = % =0,3.

b) A 30 {8s osztalyban 20 ldny és 10 fit van.

() + (%) 1901041140 3040 152
P(A) = =2 2330) 3 = — = 060 = 303 ~ 07488,
P(B) = (D) E) + () +(5) _10-190+45-204 120
(330) 4060
2020 146
- = R 0TI0,

Megjegyzés. P(B)-t konnyebben kiszdmithatjuk, ha a komplementer esemény valé-
szinliségét hatarozzuk meg elészor:

20
py- o) _mao w0 2w ue
(30) 4060 4060 4060 203

3

9. A képen ldthatd, a hagyomdnyos futball labdd-
hoz hasonlito testet 12 fekete szabdlyos dtszog, és alkal-
mas szamu fehér szabdlyos hatszég hatdrolja.

Az oOtszog oldaldnak hossza megegyezik a hatszdg
oldaldnak hosszdval.

a) Hdany csicsa, lapja és éle van a testnek?

b) Egy fehér hatszig terilete hdany %-kal nagyobb
eqy fekete otszoqg teriileténél?
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¢) Igazoljuk, hogy a derékszdogl hdaromszigben a korilirt és beirt kordk sugard-
nak dsszege eqyenld a befogok szamtani kozepével. (16 pont)

Megoldas. a) A test Osszes cstcsa valamelyik 6tszog csticsa is egyben, illetve
nincs olyan csucsa a testnek, amelyik tobb 6tszognek is csicsa lenne, ezért a test-
nek 12 -5 = 60 csiicsa van. Mivel a test cstcsai egytttal a hatszogeknek is csticsai,
mindegyik csucs pontosan két hatszognek csicsa, igy felirhatjuk a % = 60 egyen-
letet, ahol h a hatszogek szamat jelenti. Ebbdl h = 20, igy a testnek 12 + 20 = 32
lapja van.

Az élek szamat az Otszogek és a hatszogek Osszes oldalai szamanak kettovel
valé osztasaval kapjuk, mivel minden él két lapon mint oldal szerepel. Tehat az élek

szamas: w = 90. A testnek 90 éle van.

Az élek szdmat megkaphatjuk tgy is, ho%y minden cstcsbdl 3 él indul, minden
él két csicsot kot Ossze, ezért az élek szama: % = 90. A testnek 60 cstcsa, 32 lapja
és 90 éle van.

Megjegyzés. A kapott eredményekre teljesiil az Euler-féle egyszerti poliéder tétel
allitasa: e+ 2 =1+ c.

b) Az a oldali szabalyos n-szog teriilete: T'(n) = n - “*. Az OAF derékszogii

héromszégben
180° 5 a
tg () = -2 ahonnan m = — 3o
n/oom 2tg (<)
igy
a
a .
180°
26g(5-) _ na?
T(n)=n 5 = 5o
41g (450)
b) c)
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Legyen a hatszog teriilete T', az 6tszogé t, ekkor

T 6a®>  3/3a? L 5a?
© 4tg30° 2 7 4tg36°’
2
T 3P 19 /Big36°  6v31g36°
?: 5a2 — 10 = 5 :1,51.
Itg 36°

A fehér hatszog teriilete 51%-kal nagyobb az 6tszog teriileténél.

¢) I. megoldds. A beirt kor kozéppontja, a beirt kornek a befogdkkal valé érinté-
si pontjai, valamint a haromszog derékszogénél levé csiicsa egy négyzetet alkotnak.
A beirt kérhoz az atmérd végpontjaibol hizott érintészakaszok egyenlésége miatt

felirhatjuk, hogy a — 7 +b —r = ¢, amibdl a beirt kor sugara: r = a+3_c'

Ismert, hogy a derékszogli hiromszog koré irt korének atméréje ¢ = 2R
(Thalesz-tétel), azaz: R = .

c a+b—c a-+b
R = — =
+7r 2+ 5 5

ezzel az allitdst igazoltuk.

1. megoldds. Tudjuk, hogy r = %, ahol r a beirt kor sugara, T' a haromszog
teriilete, s a haromszog félkeriilete.

A derékszogli haromszog teriilete: T = %b7 ahol a, b a két befogd, igy a beirt
kor sugara:
ab
T ab
"TTaxbbe T atbte
2
Bizonyitandé:
a+b
R+r= + .
2
ab a+b

c
§+a+b+c_ 2

Szorozzuk meg mindkét oldalt 2(a + b + ¢)-vel, ekkor
cla+b+c)+2ab=(a+b)(a+b+c)
adédik. Zardjel bontds utan:
ac+be+c? +2ab = a®> +ab+ab+b* +ac+be & & =a’+ b2

Ekvivalens lépéseken keresztiil eljutottunk a Pitagorasz-tételhez, ezért a kiinduld
allitas is igaz.

Németh Laszlo
Fonyéd
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