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| I\/\ A 62. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia

2 0 Z 1 feladatainak megoldasa I.

A hagyomanyoknak megfeleléen ebben az évben is kozoljitk a nydri matema-
tikai didkolimpia feladatainak a megoldasait; 1ényegében gy, ahogyan a legilleté-
kesebbek, a magyar csapat tagjai lefrtdk. Kozremiikodésiiket koszonjiik és eziiton
is gratuldlunk eredményeikhez.

A szerkesztOség

Els6 nap*

1. Legyen n > 100 egész. Ivan felirja az n,n+1,...,2n szamokat egy-eqy kii-
lonbozo kdrtydra. Ezutdn dsszekeveri ezt azn+ 1 kartydt, és két pakliba osztja oket.
Bizonyitando, hogy legalabb az egyik pakli tartalmaz két olyan kartyat, amelyekre
irt szdmok dsszege négyzetszdm.

Kovéacs Tamas megoldasa. Eloszor megmutatjuk, hogy % +1és n+1 kozott
mindig van legalabb harom négyzetszam, ha n > 100. Ha 100 < n < 126, akkor
a 64, 81,100 négyzetszamok mind az intervallumon beliil lesznek. Ha n = 127, akkor
a harom négyzetszam a 81,100, 121. Es innent8l akkor mindig igaz lesz, hiszen ha

n 1
4 1=k24Z
2+ +2

esetén benne van az intervallumban (k+1)°, (k+2)° és (k+3)° (kezdetben
n =127 és k = 8), akkor legkordbban n + 4k + 2 esetén meriilhet fel gond, mert
ekkor lesz (k + 1)° méar az intervallumon kiviil, hiszen
! 4k +2 1 1

LA R e SR SRV A R S )

2 2 2 2
Azonban ha n > (k + 3)°, akkor n + 4k +2 > (k4 4)°, mert (k+4)° — (k+3)* =
=2k + 7 < 4k + 2, ami teljesiil, ha k > 3, ez pedig mar a kiindulé lépésben is igaz
volt. A kovetkezo 1épésben n helyét n + 4k + 2, k helyét k + 1 veszi at, hiszen az

n+4k + 2

1
1=k+1)+=
5 +1=(k+1)"+3

egyenlet igaz lesz. Es igy tovabb, ezzel ezt az allitast belattuk.

Ha az el6z6 allitast felszorozzuk 4-gyel, akkor azt kapjuk, hogy 2n+4 és 4n+4
kozott van legaldbb hirom péros négyzetszam; legyen koziiliik a kozépsé 2. Ekkor

m+d<? —do+d<a®<aP+4r+4<4n+4.

*A maésodik nap feladatainak megolddsat a novemberi szdémban kozoljiik.
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Levonva 4-et azt kapjuk, hogy 2n < 22 — 4z, és 4n > 2 + 4z, azaz 2n + 4z < 22 <
<4n —4x. Ha az {n,n + 1,...,2n} halmazbdl kivilasztunk két olyan elemet, me-
lyek kiilonbsége 4z, akkor az igy kaphaté minimalis 0sszeg 2n + 4z, a maximalis
pedig 4n — 4z, és ezek kozott minden paros szam megkaphato ilyen médon, tehét
az x? is.

Tehét a = %2 —2xésc= %2 + 2z elemei az {n,n+1,...,2n} halmaznak. Ekkor

2
nyilvan minden koztiik 1év6 szam is, igy a b = % + 1 is eleme ennek a halmaznak.
Végiil vegyiik észre, hogy a+b = (z — 1)2, at+c=a2%b+c=(v+ 1)2, azaz ha
csak az a, b, ¢ kartydkat nézziik, akkor is lesz koztiik kettd, ami egy pakliba keriil,
igy abban a pakliban lesz két olyan szam, amelyek Osszege négyzetszam.

2. Mutassuk meg, hogy az

n n

S ol < 3 it )

i=1 j=1 i=1j=1
egyenlotlenség fenndll tetszbleges x1, . .., x, valds szamokra.

Varkonyi Zsombor megoldasa. 1. Ha minden z; el6jele megegyezik, akkor
az egyenlétlenség teljesiil, hiszen ha x; és x; azonos eljeltiek, akkor |z; — z;| <
< |ai| + |xj| = |z; + x| a hdromsziog-egyenlbtlenség miatt.

2. Ha a szamok kozott szerepel a 0, akkor annak elhagydsa nem mddositja
az egyenlétlenség igazsagértékét, mivel \/|z; + 0] = \/|z; — 0], tehat a két oldalon
a 0-t tartalmazé tagok értéke paronként megegyezik.

3. Ha a szamok koziil kettd egymésnak ellentettje, akkor a két szam elhagyésa
nem befolydsolja az egyenlétlenség igazsigértékét. Legyen a két szdm x; = —x;.
Allitsuk parba a bal oldalon szerepld, {a;,z} (k # i, ) parokhoz tartozé tagokat
a jobb oldalon szerepld, {z;,x1} (k # i,j) parokhoz tartozd tagokkal és forditva.
Vildgos, hogy e tagok paronként megegyeznek. Hasonlan lathatd, hogy az {x;,z;},
{zj,z;}, {x;,z;} parokhoz tartozé tagok tsszege is megegyezik a két oldalon. Tehdt
x; és = elhagyésa az egyenlStlenség két oldalanak kiilonbségét nem valtoztatja meg.

4. Az xq,...x, szém-n-esb8l M (d) képezze az 21 +d, ..., x, + d szdm-n-est.
Ahogyan d-t valtoztatjuk, az egyenl6étlenség bal oldalan szerepl6 kifejezések értéke
nem valtozik, hiszen az Gsszes szam egyiittes mozgatisa nem modositja a szamok
kozotti kiilonbségeket. Legyen f(d) az egyenlétlenség jobb oldaldn szerepld kifejezés

n n
értéke az M(d) eltolds utdn. Példaul f(0) = > > +/|z: + x|, altaldnosan

i=1j=1

Fld) =32 y/lwi+a; +2d].

i=1 j=1

Tekintsiik az Osszes x; szdmot és az Osszes x; + x; alakd paros Osszeget. Ha ezek
kozott szerepel a 0, akkor a 2. vagy 3. allitds értelmében elhagyhatunk egy vagy

két szamot. Ezt addig ismételjiik, amig a szamok és a paros Osszegek kozott nem
T+,

szerepel tobb 0. Most vizsgaljuk az 6sszes x; szdmot és az Osszes alaku paros
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atlagot. Ezek koziil a legkisebb pozitiv legyen P és a legkisebb abszolutértéki (te-
hit legnagyobb) negativ legyen N. Ha esetleg a szdmok és a paros atlagok kozott
nem szerepelne pozitiv vagy negativ, az azt jelentené, hogy minden szam elGjele
megegyezik, tehat az 1. dllitas értelmében készen vagyunk. A 0-k elhagyasa miatt
tudjuk, hogy N <0 < P. A definiciéjukbdl adédéan M (P), illetve M(N) a leg-
kisebb abszolutértékii pozitiv, ill. negativ eltolasok, amelyek valamelyik szdmot
vagy paros Osszeget a 0-ba viszik. Ha a d valtozé N és P kozott mozog, akkor
az f(d) figgvény folytonos és differencidlhatd, hiszen egyik tag sem vélt eldjelet.
Ha f/(0) > 0, akkor d-t 0-tél csokkentve f(d) értéke csokken. Emellett minden
N <d < 0-ra f'(d) > f'(0) is teljesiilni fog, tehdt f(N) < f(0). Tehat az M(N)
eltolast elvégezve az egyenlétlenség bal oldalan all6 kifejezés értéke nem valtozik,
a jobb oldalon &ll6é pedig nem né. Hasonléan, ha f'(0) < 0, akkor ,, jobbra tolunk”,
azaz pozitiv d-ket vélasztunk, és ezekre fog teljesiilni, hogy a fiiggvény értéke kisebb
a kiinduldsindl vagy egyenl6 azzal. Végiil f(0) > f(P)-hez jutunk, ami utédn pedig
az M (P) eltolds alkalmazhat6. Mindkét esetben oda jutottunk, hogy a szdmokat
valamilyen irdanyba eltolhatjuk tgy, hogy a jobb oldali kifejezés értéke ne ngjon és
valamelyik szam vagy paros Gsszeg a 0-val , litk6zzon”. Ekkor pedig a szamok koziil
legalabb egy elhagyhaté és a folyamat ismételhetd. Ilyen mozgatésokat és elhagyé-
sokat végziink egészen addig, amig csupa azonos eldjelii szam marad, ekkor pedig
az egyenlOtlenség az 1. allitds miatt teljesiil. Ebbol kifolydlag teljesiilt a kiinduldsi
helyzetben is, ezzel bebizonyitottuk a feladat allitasat.

3. Legyen D olyan belsé pontja az AB > AC' tulajdonsdgi, hegyesszigli ABC
hdromszognek, hogy DAB<t = CAD<. Az AC szakasz E pontjira ADE< = BCD<
teljesiil, az AB szakasz F pontjira FDA<= DBC< teljesiil, és az AC egyenes
X pontjara CX = BX teljesiil. Jelolje Oy és Oy az ADC), illetve EX D hdromszig
koré irt kor kézéppontjdt. Bizonyitando, hogy a BC, EF és 0102 egyenesek egy
ponton mennek dt.

Szabé Kornél megoldédsa. A bizonyitandé allitds az 1. dbrdn lathaté:
P a harom egyenes kozos pontja.

1. dbra

El6szor belatjuk, hogy a B, C, E, F' pontok egy korén vannak.
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Legyen D" a D pont izogonalis konjugéltja* az ABC hdromszogben (2. dbra).
A feladat feltételei miatt D és D’ is rajta van az A-bdl indulé szogfelezdn.

Ekkor az izogondlis konjugdlds miatt FBD'<< = DBC<, a feladat feltétele
miatt pedig ebbdl FBD'<< = FDA<, ami éppen a D' DF< kiegészitészoge. Tehat
F, D, D', B konciklikus (egy kérén van). Hasonléan E, D, D', C is konciklikus.
A pont korre vonatkozé hatvdnya miatt ekkor AF - AB = AD - AD' = AE - AC.
Tehat AF - AB = AE - AC, ami éppen azt jelenti, hogy B, C', E, F konciklikus.

2. dbra 3. dbra

A 3. d@brdn azonosan jelolt szogek egyenléek. Az egy vonallal megjelolt szogek”
egyenl6ek, mert FEC< = 180« — FBC< a BCEF kor miatt, és igy

FEA<«=180° — FEC« = FBC«.
A _két vonallal megjelolt szogek™: FY D<= AY E<, mert csucsszogek; és

BZAq =AY E< =180« — % — ,egy vonallal megjelolt szog”,

az AZ B, illetve az AY F haromszogekben.

Mivel DZC< kiils6 szog az ABZ haromszogben, BDZ< pedig az ABD ha-
romszogben, igy

DZC«a=ZBA<x+ ZAB<« = (ZBD<+ DBA<) + DAB« =
=ZBD<+ (DBA<+ DAB<«) = DBZ< + BDZ«.

Mivel DBZ ~ FDY, mert két szogiik, és igy a harmadik is egyenld, igy ebbdl
DBZ<«+ BDZ<=DBZ<x+ DFY<«.

Mivel

EDC<x =180« — ZDC<x — ADE<« = 180« — ZDC< — DCB<« = DZ(C«,

ezért ebbol kovetkezik, hogy az EDC'<-et mindig fel tudjuk vigni egy kétives és
egy haromives méretii szogre.

Legyen tehdt EDP’'< haromives szog, P’ DC< pedig kétives (4. dbra).

*Adott a P pont az ABC héaromszog belsejében. Tiikrozziik az A-bdl indulé belso
(vagy kiils8) szogfelezdre az AP egyenest, a B-bél induld belsd szogfelezére a B P egyenest,
végiil a C-bdl induld belsé szogfelezére a C'P egyenest. Az igy kapott hdrom egyenes is
egy ponton meg keresztiil, ezt a pontot nevezziik a P pont izogondlis konjugaltjanak. Lasd
https://matkonyv.fazekas.hu/cache/pdf/vol_geometria_ii.pdf.
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4. dbra

Az érintészari keriileti szogek tétele miatt a DP’ egyenes érinti a DEF és
BDC' koroket, azaz a hatvanyvonaluk. Az FE egyenes a DEF és BEFC korok
hatvényvonala, BC pedig a BDC és BEFC koroké. Jelolje az FE, BC és DP’
egyenesek metszeteként kapott hatvénypontot P (4. dbra). Mivel DP érinti a DEF
és BDC koroket, azért PD?> = PE - PF = PC - PB.

Jelolje M az AEF és PCE korsk E-t6l kiilonboz6 metszéspontjat (5. dbra).

A
M

5. dbra
Szogszamolassal kijon, hogy
AME< =180° — AFE< = BFE< =180° — BOCE< = ECP< = 180<t — EM P«

(rendre az AMEF, BCEF, PCEM koroket hasznélva). Emiatt A, M, P egy
egyenesen vannak, ahonnan PM - PA = PE - PF kovetkezik, s mivel

PD? = PE-PF = PC - PB,
ezért PM - PA = PC - PB, vagyis M ABC is konciklikus. Ekkor
AMB< = ACB< = ECB< = 180° - EFB< = EFA«.
Most belétjuk, hogy B, E, M, X egy koroén vannak (6. dbra).
Még egy is szogszamolassal:
BM E< = egyives szog — kétives szog,

kétives szog = 180° — egyives szdg, és igy

BME< = 180° — 2 - kétives szog = BXC< = BXE<.
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6. abra

Tehat B, X, M, E valéban egy koron vannak.

Legyen K az AC és BM metszéspontja, T pedig a ki : CDA és ko : XED
korok D-t61 kiilonboz6 metszéspontja (7. dbra).

Az M, A, B, C pontok egy korén vannak, ezért BK - KM = CK - KA.
A BXME korbdl pedig BK - KM = XK - KFE kovetkezik.

Tehdt CK-KA = XK-KEFE,azaz K a ki és ko kor hatvdnyvonaldn helyezkedik
el, ami DT. Emiatt CK - KA= XK -KE=DK -KT =BK -KM.lIgy B, D, M,
T egy korén vannak.

Most invertaljunk P-re PD sugérral. Ekkor a BDM és ADC korok helyet
cserélnek, mert PD? = PE - PF = PM - PA = PC - PB. Mivel T a két kor kozos
pontja, fix marad az inverzié sordn, tehat PD = PT, azaz P a DT felezémerolege-
sén van, ami az 0102 egyenes.

Tehat a P pont BC, EF és O104 kozos pontja.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/7 391



