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| I\/\ A 62. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia

2 0 Z 1 feladatainak megoldasa I.

A hagyomanyoknak megfeleléen ebben az évben is kozoljitk a nydri matema-
tikai didkolimpia feladatainak a megoldasait; 1ényegében gy, ahogyan a legilleté-
kesebbek, a magyar csapat tagjai lefrtdk. Kozremiikodésiiket koszonjiik és eziiton
is gratuldlunk eredményeikhez.

A szerkesztOség

Els6 nap*

1. Legyen n > 100 egész. Ivan felirja az n,n+1,...,2n szamokat egy-eqy kii-
lonbozo kdrtydra. Ezutdn dsszekeveri ezt azn+ 1 kartydt, és két pakliba osztja oket.
Bizonyitando, hogy legalabb az egyik pakli tartalmaz két olyan kartyat, amelyekre
irt szdmok dsszege négyzetszdm.

Kovéacs Tamas megoldasa. Eloszor megmutatjuk, hogy % +1és n+1 kozott
mindig van legalabb harom négyzetszam, ha n > 100. Ha 100 < n < 126, akkor
a 64, 81,100 négyzetszamok mind az intervallumon beliil lesznek. Ha n = 127, akkor
a harom négyzetszam a 81,100, 121. Es innent8l akkor mindig igaz lesz, hiszen ha

n 1
4 1=k24Z
2+ +2

esetén benne van az intervallumban (k+1)°, (k+2)° és (k+3)° (kezdetben
n =127 és k = 8), akkor legkordbban n + 4k + 2 esetén meriilhet fel gond, mert
ekkor lesz (k + 1)° méar az intervallumon kiviil, hiszen
! 4k +2 1 1

LA R e SR SRV A R S )

2 2 2 2
Azonban ha n > (k + 3)°, akkor n + 4k +2 > (k4 4)°, mert (k+4)° — (k+3)* =
=2k + 7 < 4k + 2, ami teljesiil, ha k > 3, ez pedig mar a kiindulé lépésben is igaz
volt. A kovetkezo 1épésben n helyét n + 4k + 2, k helyét k + 1 veszi at, hiszen az

n+4k + 2

1
1=k+1)+=
5 +1=(k+1)"+3

egyenlet igaz lesz. Es igy tovabb, ezzel ezt az allitast belattuk.

Ha az el6z6 allitast felszorozzuk 4-gyel, akkor azt kapjuk, hogy 2n+4 és 4n+4
kozott van legaldbb hirom péros négyzetszam; legyen koziiliik a kozépsé 2. Ekkor

m+d<? —do+d<a®<aP+4r+4<4n+4.

*A maésodik nap feladatainak megolddsat a novemberi szdémban kozoljiik.
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Levonva 4-et azt kapjuk, hogy 2n < 22 — 4z, és 4n > 2 + 4z, azaz 2n + 4z < 22 <
<4n —4x. Ha az {n,n + 1,...,2n} halmazbdl kivilasztunk két olyan elemet, me-
lyek kiilonbsége 4z, akkor az igy kaphaté minimalis 0sszeg 2n + 4z, a maximalis
pedig 4n — 4z, és ezek kozott minden paros szam megkaphato ilyen médon, tehét
az x? is.

Tehét a = %2 —2xésc= %2 + 2z elemei az {n,n+1,...,2n} halmaznak. Ekkor

2
nyilvan minden koztiik 1év6 szam is, igy a b = % + 1 is eleme ennek a halmaznak.
Végiil vegyiik észre, hogy a+b = (z — 1)2, at+c=a2%b+c=(v+ 1)2, azaz ha
csak az a, b, ¢ kartydkat nézziik, akkor is lesz koztiik kettd, ami egy pakliba keriil,
igy abban a pakliban lesz két olyan szam, amelyek Osszege négyzetszam.

2. Mutassuk meg, hogy az

n n

S ol < 3 it )

i=1 j=1 i=1j=1
egyenlotlenség fenndll tetszbleges x1, . .., x, valds szamokra.

Varkonyi Zsombor megoldasa. 1. Ha minden z; el6jele megegyezik, akkor
az egyenlétlenség teljesiil, hiszen ha x; és x; azonos eljeltiek, akkor |z; — z;| <
< |ai| + |xj| = |z; + x| a hdromsziog-egyenlbtlenség miatt.

2. Ha a szamok kozott szerepel a 0, akkor annak elhagydsa nem mddositja
az egyenlétlenség igazsagértékét, mivel \/|z; + 0] = \/|z; — 0], tehat a két oldalon
a 0-t tartalmazé tagok értéke paronként megegyezik.

3. Ha a szamok koziil kettd egymésnak ellentettje, akkor a két szam elhagyésa
nem befolydsolja az egyenlétlenség igazsigértékét. Legyen a két szdm x; = —x;.
Allitsuk parba a bal oldalon szerepld, {a;,z} (k # i, ) parokhoz tartozé tagokat
a jobb oldalon szerepld, {z;,x1} (k # i,j) parokhoz tartozd tagokkal és forditva.
Vildgos, hogy e tagok paronként megegyeznek. Hasonlan lathatd, hogy az {x;,z;},
{zj,z;}, {x;,z;} parokhoz tartozé tagok tsszege is megegyezik a két oldalon. Tehdt
x; és = elhagyésa az egyenlStlenség két oldalanak kiilonbségét nem valtoztatja meg.

4. Az xq,...x, szém-n-esb8l M (d) képezze az 21 +d, ..., x, + d szdm-n-est.
Ahogyan d-t valtoztatjuk, az egyenl6étlenség bal oldalan szerepl6 kifejezések értéke
nem valtozik, hiszen az Gsszes szam egyiittes mozgatisa nem modositja a szamok
kozotti kiilonbségeket. Legyen f(d) az egyenlétlenség jobb oldaldn szerepld kifejezés

n n
értéke az M(d) eltolds utdn. Példaul f(0) = > > +/|z: + x|, altaldnosan

i=1j=1

Fld) =32 y/lwi+a; +2d].

i=1 j=1

Tekintsiik az Osszes x; szdmot és az Osszes x; + x; alakd paros Osszeget. Ha ezek
kozott szerepel a 0, akkor a 2. vagy 3. allitds értelmében elhagyhatunk egy vagy

két szamot. Ezt addig ismételjiik, amig a szamok és a paros Osszegek kozott nem
T+,

szerepel tobb 0. Most vizsgaljuk az 6sszes x; szdmot és az Osszes alaku paros
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atlagot. Ezek koziil a legkisebb pozitiv legyen P és a legkisebb abszolutértéki (te-
hit legnagyobb) negativ legyen N. Ha esetleg a szdmok és a paros atlagok kozott
nem szerepelne pozitiv vagy negativ, az azt jelentené, hogy minden szam elGjele
megegyezik, tehat az 1. dllitas értelmében készen vagyunk. A 0-k elhagyasa miatt
tudjuk, hogy N <0 < P. A definiciéjukbdl adédéan M (P), illetve M(N) a leg-
kisebb abszolutértékii pozitiv, ill. negativ eltolasok, amelyek valamelyik szdmot
vagy paros Osszeget a 0-ba viszik. Ha a d valtozé N és P kozott mozog, akkor
az f(d) figgvény folytonos és differencidlhatd, hiszen egyik tag sem vélt eldjelet.
Ha f/(0) > 0, akkor d-t 0-tél csokkentve f(d) értéke csokken. Emellett minden
N <d < 0-ra f'(d) > f'(0) is teljesiilni fog, tehdt f(N) < f(0). Tehat az M(N)
eltolast elvégezve az egyenlétlenség bal oldalan all6 kifejezés értéke nem valtozik,
a jobb oldalon &ll6é pedig nem né. Hasonléan, ha f'(0) < 0, akkor ,, jobbra tolunk”,
azaz pozitiv d-ket vélasztunk, és ezekre fog teljesiilni, hogy a fiiggvény értéke kisebb
a kiinduldsindl vagy egyenl6 azzal. Végiil f(0) > f(P)-hez jutunk, ami utédn pedig
az M (P) eltolds alkalmazhat6. Mindkét esetben oda jutottunk, hogy a szdmokat
valamilyen irdanyba eltolhatjuk tgy, hogy a jobb oldali kifejezés értéke ne ngjon és
valamelyik szam vagy paros Gsszeg a 0-val , litk6zzon”. Ekkor pedig a szamok koziil
legalabb egy elhagyhaté és a folyamat ismételhetd. Ilyen mozgatésokat és elhagyé-
sokat végziink egészen addig, amig csupa azonos eldjelii szam marad, ekkor pedig
az egyenlOtlenség az 1. allitds miatt teljesiil. Ebbol kifolydlag teljesiilt a kiinduldsi
helyzetben is, ezzel bebizonyitottuk a feladat allitasat.

3. Legyen D olyan belsé pontja az AB > AC' tulajdonsdgi, hegyesszigli ABC
hdromszognek, hogy DAB<t = CAD<. Az AC szakasz E pontjira ADE< = BCD<
teljesiil, az AB szakasz F pontjira FDA<= DBC< teljesiil, és az AC egyenes
X pontjara CX = BX teljesiil. Jelolje Oy és Oy az ADC), illetve EX D hdromszig
koré irt kor kézéppontjdt. Bizonyitando, hogy a BC, EF és 0102 egyenesek egy
ponton mennek dt.

Szabé Kornél megoldédsa. A bizonyitandé allitds az 1. dbrdn lathaté:
P a harom egyenes kozos pontja.

1. dbra

El6szor belatjuk, hogy a B, C, E, F' pontok egy korén vannak.
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Legyen D" a D pont izogonalis konjugéltja* az ABC hdromszogben (2. dbra).
A feladat feltételei miatt D és D’ is rajta van az A-bdl indulé szogfelezdn.

Ekkor az izogondlis konjugdlds miatt FBD'<< = DBC<, a feladat feltétele
miatt pedig ebbdl FBD'<< = FDA<, ami éppen a D' DF< kiegészitészoge. Tehat
F, D, D', B konciklikus (egy kérén van). Hasonléan E, D, D', C is konciklikus.
A pont korre vonatkozé hatvdnya miatt ekkor AF - AB = AD - AD' = AE - AC.
Tehat AF - AB = AE - AC, ami éppen azt jelenti, hogy B, C', E, F konciklikus.

2. dbra 3. dbra

A 3. d@brdn azonosan jelolt szogek egyenléek. Az egy vonallal megjelolt szogek”
egyenl6ek, mert FEC< = 180« — FBC< a BCEF kor miatt, és igy

FEA<«=180° — FEC« = FBC«.
A _két vonallal megjelolt szogek™: FY D<= AY E<, mert csucsszogek; és

BZAq =AY E< =180« — % — ,egy vonallal megjelolt szog”,

az AZ B, illetve az AY F haromszogekben.

Mivel DZC< kiils6 szog az ABZ haromszogben, BDZ< pedig az ABD ha-
romszogben, igy

DZC«a=ZBA<x+ ZAB<« = (ZBD<+ DBA<) + DAB« =
=ZBD<+ (DBA<+ DAB<«) = DBZ< + BDZ«.

Mivel DBZ ~ FDY, mert két szogiik, és igy a harmadik is egyenld, igy ebbdl
DBZ<«+ BDZ<=DBZ<x+ DFY<«.

Mivel

EDC<x =180« — ZDC<x — ADE<« = 180« — ZDC< — DCB<« = DZ(C«,

ezért ebbol kovetkezik, hogy az EDC'<-et mindig fel tudjuk vigni egy kétives és
egy haromives méretii szogre.

Legyen tehdt EDP’'< haromives szog, P’ DC< pedig kétives (4. dbra).

*Adott a P pont az ABC héaromszog belsejében. Tiikrozziik az A-bdl indulé belso
(vagy kiils8) szogfelezdre az AP egyenest, a B-bél induld belsd szogfelezére a B P egyenest,
végiil a C-bdl induld belsé szogfelezére a C'P egyenest. Az igy kapott hdrom egyenes is
egy ponton meg keresztiil, ezt a pontot nevezziik a P pont izogondlis konjugaltjanak. Lasd
https://matkonyv.fazekas.hu/cache/pdf/vol_geometria_ii.pdf.
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4. dbra

Az érintészari keriileti szogek tétele miatt a DP’ egyenes érinti a DEF és
BDC' koroket, azaz a hatvanyvonaluk. Az FE egyenes a DEF és BEFC korok
hatvényvonala, BC pedig a BDC és BEFC koroké. Jelolje az FE, BC és DP’
egyenesek metszeteként kapott hatvénypontot P (4. dbra). Mivel DP érinti a DEF
és BDC koroket, azért PD?> = PE - PF = PC - PB.

Jelolje M az AEF és PCE korsk E-t6l kiilonboz6 metszéspontjat (5. dbra).

A
M

5. dbra
Szogszamolassal kijon, hogy
AME< =180° — AFE< = BFE< =180° — BOCE< = ECP< = 180<t — EM P«

(rendre az AMEF, BCEF, PCEM koroket hasznélva). Emiatt A, M, P egy
egyenesen vannak, ahonnan PM - PA = PE - PF kovetkezik, s mivel

PD? = PE-PF = PC - PB,
ezért PM - PA = PC - PB, vagyis M ABC is konciklikus. Ekkor
AMB< = ACB< = ECB< = 180° - EFB< = EFA«.
Most belétjuk, hogy B, E, M, X egy koroén vannak (6. dbra).
Még egy is szogszamolassal:
BM E< = egyives szog — kétives szog,

kétives szog = 180° — egyives szdg, és igy

BME< = 180° — 2 - kétives szog = BXC< = BXE<.
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6. abra

Tehat B, X, M, E valéban egy koron vannak.

Legyen K az AC és BM metszéspontja, T pedig a ki : CDA és ko : XED
korok D-t61 kiilonboz6 metszéspontja (7. dbra).

Az M, A, B, C pontok egy korén vannak, ezért BK - KM = CK - KA.
A BXME korbdl pedig BK - KM = XK - KFE kovetkezik.

Tehdt CK-KA = XK-KEFE,azaz K a ki és ko kor hatvdnyvonaldn helyezkedik
el, ami DT. Emiatt CK - KA= XK -KE=DK -KT =BK -KM.lIgy B, D, M,
T egy korén vannak.

Most invertaljunk P-re PD sugérral. Ekkor a BDM és ADC korok helyet
cserélnek, mert PD? = PE - PF = PM - PA = PC - PB. Mivel T a két kor kozos
pontja, fix marad az inverzié sordn, tehat PD = PT, azaz P a DT felezémerolege-
sén van, ami az 0102 egyenes.

Tehat a P pont BC, EF és O104 kozos pontja.
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i C( i EGMO beszamold
XS

A reméltekkel ellentétben ismét online lett megszervezve a verseny, pedig
nagyon vartuk az utazast Gruzidba. De a tavalyihoz hasonléan lehetdségiink volt
kozosen, a Rényiben megirni a versenyt, igy azért a jé6 hangulat megmaradt.

Panna és Melinda a verseny el6tt sok csapatépité programot szervezett nekiink,
igy utazas nélkiil is élvezetessé tették ezt a néhany napot szamunkra. A jaték és
szorakozas mellett nagy hangsilyt fektettek a lelki felkésziilésre is, hogy higgyiink
magunkban és ne izguljunk tulsdgosan.

A feladatsor a megszokottnal nehezebbre sikeriilt, igy a verseny utan kissé csa-
lodottak voltunk, de ennek ellenére jol szerepelt a magyar csapat. Nori arany, Janka
eziist, Diep (Zia) és Johi pedig bronzérmet szereztek, ezzel az eurdpai orszigok ko-
zOtt 6. lett a magyar csapat, Gsszességében pedig 10.

Ugyan online volt a verseny, de a grizok igyekeztek bevonni orszaguk kultura-
jédba, amennyire ez a koriilmények kozt lehetséges volt. A szervezok altal meghir-
detett kihivas a verseny idején a khinkali készités volt. A khinkali egy, a dumpling-
hoz hasonlé griz kiilonlegesség. A csapatbdl Janka részt vett benne, és elkészitett
egy gombads verziot. A kisérok koziil Melinda probalta ki, ¢ daralt hussal csindlta.
A khinkali megformézdsa meglepden nehéz volt, és bar a végén az ausztral csapat
nyert, jot szérakoztunk.

A verseny utdnra szerveztek az angolok egy kozos tarsasozast az irekkel és
a francidkkal. Activityztiink, és sokdig beszélgettiink. J6 volt megismerni més or-
szagok csapatait is.

A tavalyi verseny eredményhirdetésére is sor keriilt egy kozeli jatszotéren, ahol
Anett is csatlakozott hozzank. Egy évnyi varakozas utan iinnepélyes, de mégis
csaladias koriilmények kozott dtadtdk nekiink az érmeinket.

Gyorffy Johanna, Hamori Janka,
Nguyen Bich Diep, Velich Néra Zoé

! Gyakorlé feladatsor
' emelt szintii matematika érettségire

Az els6 néhany szamban a feladatsorok nem fedik le teljes egészében a hivata-
los kovetelményrendszert, hogy a mar tanult ismereteket kelljen csak felhasznalni
a megoldashoz. Igyeksziink a feladatsorok nehézségét az éles sorokhoz igazitani,
vagyis — az el6z6 évekhez képest — konnyebbek lesznek.
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I. rész

1. A karat egy viszonyszam, amely megmutatja, hogy mekkora az aranyotvo-
zetben az arany tomegaranya.

a) Hany gramm eziistét tartalmaz egy 10 kardtos 0,06 kg tomegii nyaklanc,
amely csak aranyat és eziistot tartalmaz, ha a szinarany 24 kardtos? (2 pont)

b) Hény gramm aranyat olvasszon a nyakldnchoz az 6tvos, ha 18 kardtos
Otvozetet szeretne létrehozni? (4 pont)

¢) Az 6tvosmester pontosan 25 éve hordja az egyik aranygyriijét, és meg-
allapitotta, hogy idOkozben a gyliri aranytartalmanak tomege 0,012 milligram-
mal csokkent. Szamitsuk ki, hogy naponta hény aranyatom valt le a gytrtrdl, ha
197 gramm arany hozzavetSlegesen 6 - 10%® darab aranyatomot tartalmaz. (Felté-
telezziik, hogy a kopas egyenletesen ment végbe, és tudjuk, hogy ezen iddszakban
5 sz0kéév volt.) (6 pont)

2. Egy derékszogli haromszog egyik befogdjanak hossza egyenlé a mésik két
oldalhossz szamtani kozepével, keriilete 276 egység.

a) Mekkora a hdromszog koréirt korének a teriilete? (8 pont)

b) Mekkora a haromszog beirt korének a keriilete? (4 pont)

3. a) Melyik az a legkisebb pozitiv egész szdm, amelynek négyzete oszthatd
504-gyel? (3 pont)

b) Az elsé 504 természetes szam koziil véletlenszertien kivalasztunk egyszerre
négy kiilonb6z6 szamot. Mekkora a valdszintisége, hogy legaldabb az egyik nagyobb
400-nal? (5 pont)

¢) Melyik szdmrendszerben frtuk fel a héromjegyli 352 szdmot, ha értéke
egyenld lett a hatos szdmrendszerben felirt 504 értékével? (6 pont)

4. A KoMal Facebook oldaldn minden bejegyzésnél pontosan 2 vagy pon-
tosan 3 (kiilonboz6) szerepel az elére meghatdrozott 10-féle hashtaghdl, melyek
kozott megtalalhaté a #ankét és a #kémalp6lé is. Az adminisztratorok megdl-
lapodtak, hogy amennyiben egy bejegyzésnél szerepel a #ankét, akkor szerepel
a #komalpdlé is.

a) Hany poszt jelenhet meg oktéberben gy, hogy barmely kettében kiilonboz-
zon a hashtagek halmaza, ha Gsszel minden posztban szerepel a #k6malp616?
(3 pont)

b) Az adminisztratorok eredeti megdllapoddsdnak betartdsdval hény poszt
jelenhet meg tgy, hogy barmely kettoben kiilonbozzon a hashtagek halmaza, ha
mas megallapodas nincs? (4 pont)
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¢) A két adminisztratort megkérdezték, hogy dsszesen hdnyan kedvelték a szep-
temberi bejegyzéseket. Az egyik igy vélaszolt: ,Minden szeptemberi bejegyzést
ugyanannyian lajkoltak. Ha 2-vel kevesebb bejegyzés lett volna és mindegyiket
42-vel tobben kedvelték volna, akkor 744-gyel tobb lajkot gytjtottiink volna.” A ma-
sik adminisztrator valasza igy hangzott: ,Ha 3-mal t6bbszor posztoltunk volna, de
mindegyiket félszazzal kevesebben kedvelték volna, akkor 976-tal kevesebb lajkunk
lett volna.” Osszesen hany lijkot gyfijtottek szeptemberben? (6 pont)

II. rész

5. Adott a k kor, amelynek egyenlete 22 +y? = 20x — 21y és a P( — %;p) pont,
ahol p valds paraméter.

a) Hatdrozzuk meg a p valds paraméter dsszes értékét, amelyre P a k koron

kiviil helyezkedik el. (5 pont)
Legyen az AB szakasz a k kor azon dtmérdje, amelyre illeszkedik a Q(5; —5,25)
pont.
b) Széamitsuk ki az A és a B pont koordindtait! (5 pont)

A k koron beliil véletlenszeriien rdbokiink egy pontra.

¢) Adjuk meg annak a val6szin(iségét, hogy a kivalasztott pont nincs messzebb
a k kor kozéppontjatdl, mint a @ pont! (6 pont)

6. Nevesincs szigeten felmérést végeztek az idén érettségiz6 152 didk megkér-
dezésével. Az els6 kérdés arra vonatkozott, hogy ki hdny targybdl vizsgazik kozép-,
illetve emelt szinten. A véalaszokat az aldbbi tablazat mutatja:

kozépszintil vizsgak szama

0|1 ]2 |3]4]5
.| 0]l0o|8]3]5]2] 25
EE5 1|1 |23 ]10/20)] 2
S22 (3|4 |7 |22[6]|0
=% [3]1]3]10 1] o
eS8 4012100
"5 (200 0|0

Példaul 20 olyan didk van, aki 4 targybdl kozépszintii, 1 targybdl pedig emelt
szintl vizsgéara jelentkezett, ugyanakkor 5 tanulé 3 targybdl kozépszinten vizsgazik,
emelt szintll vizsgat pedig idén nem tesz.

a) Osszesen hany emelt szint{i vizsgat terveznek a didkok? (3 pont)
b) Hanyan érettségiznek pontosan 5 targybdl? (3 pont)
¢) Hatdrozzuk meg a legfeljebb 4 targybdl vizsgazdk kozott a kozépszintil
vizsgdk szamanak leggyakoribb értékét, illetve medidnjat! (5 pont)
d) Szamitsuk ki az egy fOre juté dtlagos vizsgaszamot! (5 pont)
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7. Olaszorszagi kiranduldsa soran Zéta méréssel meghataroz-
ta a pisai ferde torony épiiletének hosszat. A torony talpatol els-
szor kimért 48 métert abba az irdnyba, amerre a torony dol, és
innen a torony teteje 54,7 fokos szogben latszott. Ezutan ugyan-
abban az irdnyban még 24 métert ment, ahonnan a torony teteje
mar csak 42 fokos szogben latszott.

a) Hatdrozzuk meg a torony hosszat Zéta mérési eredményei
alapjan, majd adjuk meg annak szazalékos eltérését a torony va-
16di hosszisagatol, amely 56,3 méter. (6 pont)

b) Mekkora szoget zar be az épiilet a vizszintes talajjal?

(3 pont)

¢) Zéta Ocese, Zétény felment a toronyba és kozben megszamolta a 1épcs6-
ket. Felérve megallapitotta, hogy a lépcsofokok szama egy olyan mértani sorozat
harmadik eleme, amelyhez hozzdadva a masodik elemet 336-ot kapunk Osszegként.
Ugyanezen sorozat 6t0dik elemébdl kivonva a harmadik elemet, a kiilonbség 14 112.
Hény lépcséfok van a pisai ferde toronyban? (7 pont)

8. Adott a valds szdmok lehetd legbévebb részhalmazan értelmezett

f(x)y=logix és g(x)=3x+1
3

fliggvény.
a) frjuk fel az u= fog és a v =go f fiiggvények hozzarendelési szabalyat,
hatarozzuk meg értelmezési tartoméanyukat és értékkészletiiket. (8 pont)
b) Adjuk meg az f(z), illetve a g(x) fiiggvény egy-egy olyan lesziikitését,
amelynek értékkészlete
o ]-3:5];
e a természetes szamok halmaza;

e a raciondlis szdmok halmaza. (8 pont)

9. Egy 7 dm hosszusagu szakaszt felosztunk két részre.

a) Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott egyik szakaszhossz kobének és a mdsik
szakaszhossz négyzetének szorzata akkor a legnagyobb, ha az egyik szakasz hossza
42 cm. (8 pont)

b) Hany olyan kiilonb6z6 haromszog van, amelynek két oldala az a) részben
kapott két szakasz, és a harmadik oldaldnak hossza is centiméterben mérve egész
szém? (3 pont)

¢) Mekkora lehet a legnagyobb belsd szoge annak a hiromszognek a fentiek
koziil, amelynek oldalhosszai szdmtani sorozatot alkotnak? (5 pont)

Kozma Katalin Abigél
Gyor
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Megoldasvazlatok a 2021/6. szam emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kévetkezd egyenleteket:
a) Ve +8—r=+x+3,

1 1
b) V3

cosr+1 cosx—1 sin?

. (12 pont)
x

Megoldas. a) I. megoldds. A négyzetgyokok miatti kikotés x > 0. Emel-
jiik négyzetre mindkét oldalt. z + 8 — 2v/x + 8\/xr +x = x + 3, rendezve v + 5 =
= 2y/z(z + 8), ijabb négyzetre emelés utan 22 + 10x + 25 = 4(2? + 8x), O-ra redu-
kalva 0 = 322 + 222 — 25.

A megolddéképletbe helyettesitve:

—224 /222 —4-3- (=25 —22+28 25
T12 = \/ 5 ( ): G = x1 =1, iCQZ—g.

Az x5 nem lehet megoldds, mert negativ. Ellenérizziik z1-et: /1 +8 — /1 =
= /14 3, vagyis 3 — 1 = 2. Igaz kijelentést kaptunk, tehat az egyenlet megoldésa:
r =1

I1. megoldds. A kikotés utdan adjunk az egyenlet mindkét oldaldhoz /z-et, majd
emeljiink négyzetre: x + 8 = z + 2\/zv/x + 3+ x + 3, rendezve 5 —x = 2v/2? 4 3.
Ujabb kikotés adédott: 5 — x > 0, tehat 0 < x < 5. A négyzetre emelés utan most
a 25 — 10z + 2% = 4(2? + 3z) egyenletet kaptuk, ami a O-ra redukdlds utdn meg-
egyezik az 1. megoldasban lathaté egyenlettel, a befejezés ugyanigy torténik.

b) Alkalmazzuk a négyzetes dsszefiiggést:

2 2

sinz =1—cos®x = (1 —cosx)(1l + cosz).

Ezt felhasznélva:

1 1 V3
— = +1
1+cosx 1—cosz (1+cosz)(l—cosz) (cosw 7# £1),

szorozzunk (1 + cosz)(1 — cos x)-szel:
1—cosxz— (1+cosz) =3, —2cosz =3,

3 5 7
cosx:—g = 331:%-1-2/”, x2:§+2lﬂ' (k,1eZ).

Mivel cos 1,2 # £1, ezért mindkét gyok megolddsa az egyenletnek.
2. Ha a fonyddi hajédllomds mdldjanak (F) végérdl a badacsonyi kikitd (B) fe-
Ié néziink, akkor ettdl az iranytdl jobbra 75°-0s szégben Révfilop kikitdje (R), balra

28°-0s szogben pedig Szigliget kikotdje (S) ldtszik. Tudjuk, hogy az FRB hdrom-
sz20g egyenld szdru, melynek alapja F' B, valamint azt is, hogy az FBS hdaromszdg is
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egyenld szdru, amelynek alapja az FS szakasz. Eqgy vitorlds hajo egyik nap Fonyddrol
Révfiilopre, onnan Badacsonyba, majd Szigligetre vitorldazott, ahol a hajon utazok
megebédeltek, és visszatértek Fonyddra. Fonyod a Balaton déli partjin, Badacsony
vele szemben, a Balaton €szaki partjan taldlhato. A badacsonyi kikotd a fonydditol
5,2 km-re van (FB = 5,2 km), a Féld girbiiletétdl eltekinthetink.

a) Szamitsuk ki, hogy legaldbb hdany km-t telt meg ezen a napon a vitorlds.
A végeredményt egész szamra kerekitve km-ben adjuk meg.

Kiderilt, hogy a hajon tartozkodok kozil néhdnyan mdr kordbban is ismerték
egymdst (az ismeretség kélesonds). Eqy n csicsid grdffal dbrdzoltuk ezeket az isme-
retségi viszonyokat, ahol a személyeket a csiucsok jelképezték, két csiucsot akkor és
csak akkor kotott dssze él, ha a csucsoknak megfeleld személyek kordbban mdr is-
merték eqgymast. Olyan egyszert, 0sszefiiggo grafot kaptunk, amelynek 10 éle lett.
Jelolje A az n csucsi eqyszert, osszefiiggd graf élei szamdnak lehetséges legkisebb,
B pedig a lehetséges legnagyobb értékét.

b) Hdanyan utaztak a hajon, ha A;FB =107 (12 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Készitsiink vézlatot a kikoték elhelyezkedésérol.

Az egyenl§ szari haromszogek alapjainak felez6merélegeseit berajzolva felirhatjuk,

hogy % = cos 75°; innen FR = 10,05 km, valamint

S

2 —0s28° = SF =09,18 km.

b

b

ot
[\

A vitorlas hajo a kikotoket érintve legalabb 2 -10,05 + 5,2 4+ 9,18 = 34,48 km ~
~ 34 km utat tett meg.

SF =y, majd irjuk fel a koszinusztételt g

II. megoldds. Legyen FR = RB = x; B
BR-re: B / x

22 =224+52% 2252 cos75°,

ebbol x = 10,05 km.
FBS< = 180° —2-28° = 124°. Felir-
va a szinusztételt:

y sin 124°

52  sin28°’

ahonnan y = 9,18 km.

Az 1t hossza legalabb 2x + 5,2 4+ y = 34,48 km ~ 34 km.

Tovabbi megoldasok is vannak.

b) Az n cstcsu egyszerl, osszefiiggd graf éleinek szdma akkor minimdlis, ha
a graf fagraf, ebben az esetben n — 1 éle van; akkor maximdlis, ha teljes graf,

(n—=1)

amelynek L 5 ¢le van.
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A megoldandé egyenlet:

rendezve: n? +n — 42 = 0.

~1+v1+4-42 —-1+13
2 o 2

= N1 = 6, (TLQ = 77)

ni2 =

A hajoén hatan utaztak.

Ellendrzés: ha a 6 cstucsu graf fagraf, akkor 5 éle van; ha teljes graf, akkor
5 _15. 5415 _ 4
) 2 N

|

3. Tekintsiik az aldbbi kijelentéseket:

A) Ha egy egyszert grif csicsainak szama pdratlan, akkor van pdros fokiu
csucsa.

B) Ha egy szamtani sorozat konvergens, akkor kiilonbsége pozitiv szdm.

C') Ha egy sorozat nem konvergens, akkor nem korldtos.

D) Ha egy mértani sorozat hanyadosdnak abszolit értéke egynél kisebb, akkor
a sorozat konvergens.

a) Igazak vagy hamisak az dllitdsok?
b) Fogalmazzuk meg az A) és D) kijelentések megforditdsdt, majd dontsik el
ezek logikai értékét.

Minden esetben indokoljuk vdlaszunkat. (14 pont)

Megoldas. a) A) Igaz. Ha nem lenne péros foku cstcsa, akkor a fokszdmok
Osszege paratlan szdm lenne (mert paratlan szamu paratlan szam 6sszege paratlan),
ami lehetetlen, a fokszamok Osszegének paros szamnak kell lennie.

B) Hamis. Ha a kiilonbség barmilyen kicsi pozitiv szam volna, kelléen sokszor
véve a tobbszorose akarmilyen nagy szamnal nagyobb volna, azaz a sorozat feliilrél
nem korlatos, igy konvergens sem lehet.

Precizebben ugyanez: d > 0;a,, = a1 + (n — 1)d. Legyen K > 0, ekkor

K—a1

ai+(n—-1)d>K = n> =

+ 1.

Legyen ng > K da1 + 1 pozitiv egész szam — vagyis akdrmekkora pozitiv K-hoz van
kiiszobindex, hogy az ennél nagyobb indexii tagjai a sorozatnak mind nagyobbak
K-nal.

A sorozat feliilr6l nem korlatos, nem lehet konvergens.

(Megjegyzés. Csak a konstans szamtani sorozatok konvergensek, hatérértékiik a kons-
tans.)

C) Hamis. Ellenpélda: a,, = (—1)".
D) Igaz. a, = a;¢q" . Tudjuk, hogy lim ¢" =0, ha |g| < 1, tovdbba
n—oo

lim (apb,) = lim a, lim b, =a;-0=0.
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b) A) megforditdsa: Ha egy egyszer(i grafnak van péros foku cstcsa, akkor
cstucsainak szama paratlan.

A Kkijelentés logikai értéke hamis. Ellenpélda: a graf csicsai egy négyzet csi-
csai, élei a négyzet oldalai. (Minden olyan graf j6 ellenpélddnak, amely tartalmaz
legaldbb egy péros foku csticsot, és cstcsainak szdma péaros szdm.)

D) megforditdsa: Ha egy mértani sorozat konvergens, akkor |¢| < 1.

A kijelentés logikai értéke hamis. Ellenpélda: a,, = 2021. A sorozat hatarértéke
2021, hényadosa 1. (Minden konstans sorozat megfelel ellenpélddnak.)

4. a) Szamitsuk ki az y tengely azon pontjdnak koordindtdit, amelybdl az
A(—1;1), B(3;9) pontok derékszigben ldtszanak.

Az A(=1;1), B(3;9), tovdbbd a C pont illeszkedik az y = x* egyenletii parabo-
lara, C rajta van a parabola A és B kézé esd ivén.

b) Hatdrozzuk meg C koordindtdit, ha az ABC hdromszdg terilete o lehetd
legnagyobb. (13 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Az AB
szakasz Thalész-korének kozéppontja
O(ﬁ ﬂ)’ egyenlete:

2 2
(=1 + @y —57=B-1)"+ -5
(z —1)% + (y — 5)°=20.

Az y tengely pontjainak elsé koordina-
tdja (abszcisszdja) 0, igy az egyenlet:

(y—5)" =19,
ly—5/=v19 = v =5+V19,
y2 = 5—/19. A pontok tehat:
Y1(0;5+v19), ¥2(0;5 - V19).

—
a) II. megoldds. A keresett pont Y (0;y). YA(—1;1 —y), ﬁ(B;Q —y). Két
vektor akkor és csak akkor merdleges egymasra, ha skalaris szorzatuk 0, azaz:

(~1)-3+ (L —y)O—y)=0.

Rendezve: 52 — 10y + 6 = 0. g1, = 20EVT0 — 54 /19
Megkaptuk az I. megoldasban szerepl6 koordindtakat.
b) I. megoldds. = € [—-1;3] (ez nyilvdnvals, a tovdbbi megolddsokban nem

ismétlem meg). Az ADEB trapéz teriilete: % = 20 teriiletegység (te).
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ta =20 — (tl + t2), ahol

A4z (z+1) 23+22+z2+1
ti =taprc = = )
2 2
(22 +9)(3—2) —a%+32% - 92 +27
lo =tcrEB = = )
2 2
422 — 8 28
t1+t2=%=2w2—4x+14,

ta =20 — 222 + 40 — 14 = —22% + 42 + 6.

(1) befejezés: tp = —2(2% — 2z +1)+6+2 = 8 — 2(z — 1)*. Ez akkor a legna-
gyobb, ha a 8-bdl a lehet6 legkevesebbet vonunk ki, ami akkor kévetkezik be, ha
2 = 1. Tehdt a haromszog teriilete akkor a legnagyobb, ha C(1;1).

(2) befejezés: a ta = —2x2 + 4x + 6 fiiggvény grafikonja egy ,lefelé nyilé” pa-
rabola, melynek az x tengellyel vett metszéspontjait a —2z2 + 42 + 6 = 0 gyokei
adjdk. A gorbe szimmetria tulajdonsiga miatt a maximumbhely a két gyok szamtani
kozepénél van, tehat:

—44 /42— 4(-2)6 —4+8
—4 T4

~1+3
- =

1.

T12 = = x1=—1, 20=3 = x=

(A két gyok osszegét megkaphattuk volna a Viete-formula alkalmazasaval, a gyokok

kiszémitasa nélkiil is: 21 + 9 = _g =4 =2)
Y
v B(3;9) ol
9,,
8,,
8t |
Tt 6
6T 5
4,,
5,,
3 i
AN 2
3 C; 2) nincs kozos pont
21 5 3 4 5 6w
t] t2
A(-L D ~.
erinto
D L F E
-2 -1 0 1 2 3 4

1. megoldds 1I. megoldds

1I. megoldds. Az AB hurral parhuzamos egyeneseket hdrom csoportba oszthat-
juk (a parabola szel6je, érintéje, vagy nincs kozos pontjuk). Gondolatban futtassuk
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végig C-t az AB iven. Akkor keriil az AB hurtdl a legmesszebbre, ha éppen az érin-
tovel vett érintési pontban van. Ha ugyanis egy szel6vel vett metszéspontban volna,
akkor a szel6 ,tuloldaldn” (abban a félsikban, mely nem tartalmazza az AB hirt),
taldlnank tovabbi pontokat, amelyek messzebb volnanak AB-t6l, mint C.

Az AB egyenes meredeksége m = % = 2. Parhuzamos egyenesek mere-
deksége egyenlo. Az egyenes egyenletét keressiik y = 2z + b alakban. Tekintsiik az
Y= 127
y=2x+b

paraméteres egyenletrendszert. Ennek akkor lesz egy megolddsa (akkor érinti egy-
mést a két alakzat), ha az 22 = 2z + b paraméteres egyenlet diszkrimindnsa 0.

Rendezve: 12 — 2z —b=0 = D = (—2)° —4(—b) = 0, innen b = —1, az egyen-
let 22 — 2z + 1 =0; (z — 1)* = 0; gyoke: z = 1.

(A fenti helyett ismét alkalmazhatjuk a gyokok és egyiitthatok kozotti egyik
Viete-formulat: most a két gyok egyenld, ezért Osszegilk x1 + xo = 22 = __T2 =
x=1.)

III. megoldas. Ha C-n at parhuza- Yy
most hizunk az y tengellyel, ez az egye- ol
nes D-ben metszi AB-t. Az ABC hé-
romszog AB alapjdhoz tartozé magas-
sag talppontja legyen T

Ha C helyett egy C'-t vesziink, ak- 7l
kor a megfeleld D', T" pontokkal egyiitt
a C'D'T’ hiromszog hasonlé az CDT ol a
héromszoghoz, mert szogeik megegyez-
nek. Tehdt az ABC hiromszog magas-
sdga (igy teriilete is) akkor lesz a legna-
gyobb, ha a C' DT derékszogli haromszog
atfogdja a lehet6 legnagyobb.

B(3;9)

s C(x;2%)

Az AB egyenes egyenlete: m =

9—-1
:m:2,y—9:2(1‘—3),y:2$+

+ 3, amibdl

DC =d(z) =22 +3 — 2%

A d(z) fiiggvény maximumhelyének ‘ ‘ yr*® ‘
meghatdrozdsa a korabbi megold4sok- -2 -1 0 1 3z
ban latottak alapjan tobbféleképpen be-
fejezheto.

Legyen pl. ez: d(z) = 22+ 3 — 22 = 4— (z — 1)* < 4. d(z) akkor a legnagyobb,
ha (z —1)°=0 = z =1, C(1;1).

Megjegyzés. Tovabbi megoldasok is léteznek, pl. a széls6érték problémak &altaldnos
megoldaséra szolgals differencidlszamitds médszere, azonban itt ezt tudatosan melléztiik.
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Egy masik megoldas lehet az, ha a fiiggvénytablazatban taldlhaté ,,Pont ta-
volsdga egyenestdl” képletet alkalmazza a megoldd, majd megkeresi a szamldléban
keletkezett fliggvény szélsOértékét.

II. rész

5. Eqgy 100 lakasos tarsashaz lakoi az éves rendes kozgyilésre késziilnek. A La-
kobizottsag a kozelgd nagy felujitas koltségeinek biztositasara a jelenlegi k6zos kolt-
ség emelését fogja javasolni. A kordbbi tapasztalatok szerint azonban p%-os emelés
esetén a lakok g%—a csak az emelés eldtti dsszeget hajlandd fizetni (veliik szemben
jogi eljardst indithat a Lakdbizottsdg, ami hosszabb tdvon eredményre vezethet, de
a kézelgd felijitasig nem fog befejezddni), a tébbiek fizetik az emelt koltséget. Most
minden lakds tulajdonosa fizeti a havi 10000 Ft-os kozos koltséget.

a) Osszesen mennyi pénzt fizetnének be a tulajdonosok havonta a tdrsashdz
szdmldjdra, ha 15%-kal nivekedne a kozos kiltség?

A Lakdbizottsag tagjai tudjak, hogy nagymértéki emelést a kozgyilés nem fo-
gadna el, ezért a felujitdshoz minimdlisan sziikséges emelést fogjik javasolni. A tdr-
sashdz folydszamldjan 3 millié 430 ezer Ft van, a 36 hénap milva kezdddd felugitdasig
a szamldn legalabb 50 millié Ft-nak kell lennie. A tdrsashdznak a lakdk befizetésén
kil mds bevétele nincs, a folyoszamldt kezeld bank dltal fizetett kamat elfogy a ban-
ki koltségekre és eqyéb aprobb kiaddsokra.

b) Szdmitsuk ki, hogy mennyi legyen a lakdsonként fizetendd megemelt havi
kozos koltség a megadott feltételekkel. Az eredményt 100 Ft-ra kerekitve adjuk meg.

A kozds képuiseld a korabbi kozgyiilési jegyzbékonyveket tanulmdanyozva érdekes
dolgot figyelt meg. Hét olyan kozgyilés volt, amelyen a résztvevdk létszama — megfe-
leld sorrendbe rakva — eqy szdmtani sorozat szomszédos elemeit képezte. A hét adat
medidnja 66, szordsa 6.

¢) Mekkora az adatok terjedelme? (16 pont)

Megoldas. a) Ha 15%-kal emelkedne a havi kozos koltség, akkor ez 11500
Ft lenne. A tulajdonosok 5%-a, azaz 5-en tovabbra is 10000 Ft-ot, a tébbiek,
95-en pedig 11 500 Ft-ot fizetnének, igy a szamléara dsszesen 5- 10000+ 9511500 =
= 1142500 Ft folyna be minden hénapban.

b) Legyen az emelés p%-os. Ekkor az a lakdstulajdonos, aki fizeti ezt az emelt

dsszeget, 10000 - (1 + 155) Ft-ot fog befizetni havonta.

Ilyen tulajdonos 100 - (1 — 3%0) lesz, £ szamu tulajdonos pedig a korabbi
10000 Ft-ot fogja fizetni, igy a havi befizetés Osszesen:

p P P P’
h(p) = 1 ~(1 —)(1 ff) 10000- 2 =1 _r 100 ) Ft
(p) 0000 + 100 00 3 + 10000 3 0000 300 +p+ 100
lesz.
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A térsashédz szamldjan 36 honap milva legalabb 50 millié Ft-nak kell lennie,
felirhatjuk tehat, hogy

2
50000000 < 36 {10 000 <—3’80 +p+ 100)} + 3430000,

2 2

P 4657 _ p
4 < e pr00); St <2100,
6570 000 360000< 05 TPt 00> 5 agg P+ 100

465 700
12

26425 <0,

< —p? +300p + 30000, p* —300p +

8004 /3007 — 4 25322 350 1 934 09

P 2 ’
p1=32,99; po = 267,01

P12 =

fgy az egyenlGtlenség megoldasa: 32,99 < p < 267,01.

A Lakébizottsag tehat 33%-os emelést fog javasolni a kozgytilésen, az j kozos
koltség 13300 Ft/ho lesz.

Ellenérzés: a 13300 Ft-ot 11 tulajdonos nem fogja fizetni, 6k maradnak a havi
10000 Ft-nal, a tobbi 89 tulajdonos pedig az emelt dijat fizeti.

A havonta befizetett 6sszeg 8913300+ 11-10000 = 1293700 Ft lesz, ez 36 hé-
nap alatt Gsszesen 46 573 200 Ft-ot eredményez, a meglévo 3430000 Ft-tal egyiitt
50003 200 Ft, ami a feltjitashoz éppen elegendd.

¢) Ha egy szamtani sorozat elsé hét tagjat nemcsokkend sorrendben felsoroljuk,
akkor a 4. helyen éppen a medidn lesz, ami esetiinkben 66. Legyen a sorozat
kiilonbsége d, ekkor az elemek rendre: 66 — 3d, 66 — 2d, 66 — d, 66, 66 + d, 66 + 2d,
66 + 3d, ezek atlaga 66, tehat a szérés:

\/(3d)2 +(2d)" + d? + 02 4 (=d)” + (=2d)" + (=3d)° _ 6
- :

282
87:6, 2d=6 = d=3(d>0).

A hét szam: 57, 60, 63, 66, 69, 72, 75, a terjedelem 18.

6. Ertelmezzik a valds szdmok halmazdn az LUjosszeg” (jele: @) midveletet
a kovetkezoképpen:
a®b=a+b+ab (a,becR),

valamint az ,djszorzat” (jele: ®) miveletet az aldbbiak szerint:

ab
+b

a®b= (a,b€R, a+b#0).
a
a) Melyek azok a valés szamok, amelyeknek ,ijosszege” 90, ,ijszorzata” 47
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b) Igazoljuk, hogy az ,ujisszeq” miuveletre teljesiil a csoportosithatdsdgi tulaj-
donsdg (asszociativitds), azaz

a®(b®c)=(adb)dec,

vagyis elhagyhatdk a zdrdjelek (a,b,c € R).

¢) Oldjuk meg a pozitiv egész szamok halmazdn az x @&y ® z = 2021 egyenletet.
(16 pont)

Megoldads. a) A keresett valds szdmok legyenek a, b. Az

a4+ b+ ab=90,
ab
=4
a+b

egyenletrendszert kell megoldani.

A mésodik egyenletbdl ab = 4(a+b), az elsébe {rva: a +b+4(a+b) = 90, innen
a+b =18, azaz b = 18 — a. Ezt felhaszndlva az a(18 —a) = 4-18, 0 = a% — 18a + 72
egyenletet kaptuk, amelynek megoldésa:

18+ /187 —4-72  18+6
2 o2

Ha a; = 12, akkor b; = 6, ha as = 6, akkor by = 12. A két szam a 6 és 12.

Ellenbrzés: 6 +12 46 - 12 = 90, % — % —4

ay2 =

b)) adb®c)=a+bdc)+albde)=a+ (b+c+bc)+alb+c+be) =

=a+b+ c+ bc+ ab+ ac + abe,
(a®db)Pec=(adb)+c+(a®b)c=(a+b+ab)+c+ (a+b+ab)ec=
=a+b+ab+ c+ ac+ bc+ abe.
A tagok sorrendjétol eltekintve ugyanazt kaptuk, tehat az ,,ujosszeg” mivelet asszo-
ciativ.

¢) Legyen x < y < z tgynevezett alapmegoldds, az dsszes megoldds ezek per-
mutécidja lesz.

rPydz=zyz+ry+rz+yz+x+y+z=2021.

Vegyiik észre, hogy az egyenlet mindkét oldaldhoz 1-et hozzdadva a bal oldalon
az (x +1)(y + 1)(z + 1) felbontott alakjat kapjuk, tehat az (x + 1)(y+1)(z +1) =
= 2022 egyenletet kell megoldanunk a pozitiv egészek halmazan.

A 2022 primtényez0s felbontasa: 2-3-337. Ahhoz, hogy az ismeretlenek pozitiv
egész szamok legyenek, és egymashoz viszonyitott nagysaguk is az el6irt legyen, csak
egyféleképpen adédhat megoldas: t+1=2, y+1=3, z+1 = 337. fgy az egyenlet
alapmegoldasa: x = 1, y = 2, z = 336.
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Ellendrzés: 1-2-336+1-241-336+2-336+ 1+ 2+ 336 = 2021.

Az 6sszes megoldas tehéat: x 1 1 2 2 336 | 336
Y 2 (336 | 1 | 336 1 2
z 1336 | 2 | 336 1 2 1

7. Az abra eqy jatékokat készitd cég tervezett
emblémdjat mutatja, melyet a termékekre a kor ko-
zéppontja koril elforgathaté modon rogzitenek. A for-
gdsszimmetrikus alakzat egyes tartomanyait gy fes-
tik be, hogy a kozos hatdarvonallal rendelkezd tartomda-
nyok szine kilonbozik eqgymdastol. Piros, sdrga, kék és
20ld szin kézil lehet vdlasztani, és eqy emblémdn mind
a négy szinnek szerepelnie kell. Nevezziik a kor bel-
sejében levd korivek hatdrolta konvexr tartomdnyokat
wszirom™-nak, a konkdv részeket pedig ,hattér”-nek.

a) Hanyféleképpen szinezhetd ki az embléma, ha a ,szirmok” szinének kilon-
boznitik kell eqymadstol, tovdbbd azonos szinezésiinek tekintjiik azokat az emblémd-
kat, amelyek a kor kozéppontja korili elforgatdssal alak és szin szerint egymdsba
vihetok?

Az emblémadk gydrtdsihoz haszndlt berendezés tizembe helyezésekor 1000 da-
rabos nullszériat készitettek, amelynek minden példdnydt megvizsgdltak. Dobozba
gytjtotték a hibds darabokat, ezekbdl dsszesem 100 db lett, majd feljegyezték, hogy
57-nek szin hibdja, 53-nak pedig méret hibdja van.

Véletlenszeriien kivettiink ebbdl a dobozbdl egy emblémdt, megdllapitottuk hi-
bajainak tipusat, ezutan visszatettik a tobbi kozé. Késdbb megismételtik az eldbbi
eljardst még egyszer.

b) Mennyi a valdszinisége annak, hogy csak méret hibds, vagy csak szin hibds
emblémakat vettink ki a dobozbdl? (16 pont)

Megoldas. a) Alkalmazzuk a piros (P), sdrga (S), kék (K) és zold (Z) jelolé-
seket a szinek jelolésére.
A [ szirmok” szinét négyféleképpen valaszthatjuk meg (PSK, PSZ, PKZ, SZK).

A tovabbiakban a PSK szinekkel foglalkozunk részletesen. A | héttér” szinei
kozott szerepelnie kell a zoldnek legalabb egyszer, hogy mindegyik szin megjelenjen
az emblémaén.

Tegytik fel, hogy 1 z6ld tartomany van a ,hattéren”, és ez mondjuk a pirossal
van szemben. Ekkor a ,jhattér” masik két tartomanya mar csak egyféleképpen
szinezheto ki, sargaval szemben S, kékkel szemben K, kiillénben kozos hatarvonallal
rendelkez6 tartomanyok kozott lenne azonos szint. Tehat ha egy Z van a ,hattér”
szinei kozott, akkor ez 3 esetet eredményez.

Legyen most két Z a ,hattéren”, pl. a P két oldalan, ebben az esetben is 3-féle
szinezést kapunk, mert P-vel szemben csak P lehet.
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(o (o

Ha 3 Z van a ,hattérben”, akkor az csak egyféleképpen lehetséges. fgy a ,,Szir-
mok” egy adott szinosszedllitdsa esetén Osszesen 7 ,hattér” szinezés alakithatd ki
a feltételeknek megfelelGen.

Azonban a PSK ,szirom” szinezés az ellenkezo koriiljaras miatt kétféle lehet,
ezeket a kor kozéppontja koriili elforgatdssal nem lehet fedésbe hozni, ezért két-
szerezni kell az esetszamot, valamint ennek venni a négyszeresét, mert eddig csak
a PSK-val foglalkoztunk.

A megoldas tehat: 7-2 -4 = 56.
Az embléma 56-féleképpen szinezhet6 ki az Gsszes feltételnek megfelelGen.

b) A szamokbdl lathatd, hogy 10 olyan embléma taldlhaté a hibas példdnyok
kozott, amelyeknek két hibdja is van. A metszetbdl nem vélaszthatunk egyet sem,
és nem valaszthatunk gy sem, hogy az egyiknek a masikétol eltér6 hibdja legyen.
Tehat vagy mindkettét a 43 elemet tartalmazé csak méret hibas halmazbdl, vagy
pedig mindkettot a 47 elemet tartalmazo csak szin hibas halmazbdl valaszthatjuk.
Az els§ esetben % . % valészintiséggel
szamolhatunk, mert az elso vélasztas vald-
szinlisége 755, tovdbbd a mésodik vélasz-
tasnal is ugyanennyi a valdszintiség (mert
visszatettiik az el6z6leg kivett emblémét),
és a két esemény fiiggetlen egymastol. Ha-
sonléképpen kapjuk a csak két szin hibas

valasztas valdszinliségét, ezért a megoldas:

43 \? 47
P(A) = | — =) = 0,4058.
(4) (100) +<100> 0,4058

Megjegyzés. A binomidlis eloszlas helyes alkalmazasaval is a fenti eredményt
kapjuk.

Szin hibds Méret hibas

8. Egy osztdly, ahol kétszer annyi a lany, mint a fit, tobbnapos kiranduldsra
készil, amelynek programjdaban hdrom fakultativ foglalkozds is szerepel, melyekre
elozetesen lehetett jelentkezni. Mindenkinek legalabb egy programon részt kellett
vennie, de akdr mindhdromra is feliratkozhatott barki.
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Az dsszesités utan megdllapitottdk, hogy a tanuldk %—e hajokirdnduldsra e

e
710"
falumizeumsi ldtogatdsra, %-e pedig kalandparki programra jelentkezett. Hdrman
jelolték meg mindegyik foglalkozdst.

a) Ha az osztdly tanuldi kizil véletlenszeriien kivdlasztunk egyet, mennyi a va-
losziniisége, hogy 6 a hajokiranduldsra is €s a kalandparki programra is jelentkezett,
a falumizeumsi ldatogatdsra azonban nem?

Ebben az osztalyban egyik alkalommal hdromfés bizottsdgot valasztottak sor-
solassal ugy, hogy cetlikre irtdk az osztalyba jdro tanulok nevét, mindegyikre egyet-
egyet, majd urndba helyezték a céduldkat. Ezutan az urndbdl véletlenszerien kivettek
egy céduldt, a rajta levd nevet felirtdk a tabldra, félretették a papirlapot, majd ezt
a sorsoldst megismételték még kétszer.

Jellje P(A) annak valdszindiségét, hogy a tdbldn legaldbb két lany, P(B) pedig
annak valoszintdségét, hogy legaldbb eqy fiu neve szerepel.

b) Szamitsuk ki P(A) és P(B) értékét. (16 pont)

Megoldas. a) Abrzizoljuk Venn-diagramon a tanulék programvalasztasat, je-
16ljiik n-nel az osztaly 1étszdmét (az ardnyokat az abran %-kal jelsltiik). (n € ZT,
n > 3 és 3 | n, mert kétszer annyi a ldny, mint a fid.)

Hajokirdandulds (80%)

N

Kalandpark (60%) Falumiizeum (60%)

Mivel % pozitiv egész szam, ezért n oszthaté 10-zel is a 3 mellett, igy n egy
30-cal oszthaté pozitiv egész szdm. (Ismerve a szokdsos létszdmokat, n valdszintileg
30, de ez még nem biztos.)

Adjuk 6ssze az egyes részhalmazokban levé elemek szadmét:
0,87+ [0,7n — (x +3+y)] +y+ [06n — (y+3+2)] =n,
2In—zrz—y—2—6=n = lIn=x4+y+2z+6.
Azok 1étszama, akik csak a kalandparkot valasztottak:

0,6n—(y+3+2)20 = 06n—-3=>y+ 2z
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tovabba y 4+ z = 1,1n — z — 6, ezért 0,6n — 3 > 1,1n — x — 6, innen x > 0,5n — 3.
Ugyanakkor x < 0,4n, mert = a kalandparkot nem vdlaszték (a tanulék 40%-a)
egyik részhalmazanak 1étszama.

Ebbdl a két egyenlttlenséghdl:
04n>2>205m—-—3 = 04n>0n—3 = 3 >20,In = n < 30.
Ezzel megkaptuk az osztaly létszamat: n = 30.

Ezt felhasznalva: 1,1-30 =z +y +
Hajokirdndulds (80%) + 246, x+y+ 2z =27. Ebbdl az kovet-
kezik, hogy nem volt olyan személy, aki

csak egy programot vélasztott.
A falumtiizeumba a tanulék 70%-a,
azaz 21 f0 jelentkezett, ezért 30 — 21 =
%v =9 f6 volt az, aki a hajokirandula-
son és a kalandparki programon részt

vett, a falumizeumi ldtogatdson azon-
ban nem.

Az egyes részhalmazok elemsza-
Kalandpark (60%)  Falumizeum (60%)  mai: x =12, y =06, z =9, tehdt a ke-
resett valdsziniiség: 3% = % =0,3.

b) A 30 {8s osztalyban 20 ldny és 10 fit van.

() + (%) 1901041140 3040 152
P(A) = =2 2330) 3 = — = 060 = 303 ~ 07488,
P(B) = (D) E) + () +(5) _10-190+45-204 120
(330) 4060
2020 146
- = R 0TI0,

Megjegyzés. P(B)-t konnyebben kiszdmithatjuk, ha a komplementer esemény valé-
szinliségét hatarozzuk meg elészor:

20
py- o) _mao w0 2w ue
(30) 4060 4060 4060 203

3

9. A képen ldthatd, a hagyomdnyos futball labdd-
hoz hasonlito testet 12 fekete szabdlyos dtszog, és alkal-
mas szamu fehér szabdlyos hatszég hatdrolja.

Az oOtszog oldaldnak hossza megegyezik a hatszdg
oldaldnak hosszdval.

a) Hdany csicsa, lapja és éle van a testnek?

b) Egy fehér hatszig terilete hdany %-kal nagyobb
eqy fekete otszoqg teriileténél?
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¢) Igazoljuk, hogy a derékszdogl hdaromszigben a korilirt és beirt kordk sugard-
nak dsszege eqyenld a befogok szamtani kozepével. (16 pont)

Megoldas. a) A test Osszes cstcsa valamelyik 6tszog csticsa is egyben, illetve
nincs olyan csucsa a testnek, amelyik tobb 6tszognek is csicsa lenne, ezért a test-
nek 12 -5 = 60 csiicsa van. Mivel a test cstcsai egytttal a hatszogeknek is csticsai,
mindegyik csucs pontosan két hatszognek csicsa, igy felirhatjuk a % = 60 egyen-
letet, ahol h a hatszogek szamat jelenti. Ebbdl h = 20, igy a testnek 12 + 20 = 32
lapja van.

Az élek szamat az Otszogek és a hatszogek Osszes oldalai szamanak kettovel
valé osztasaval kapjuk, mivel minden él két lapon mint oldal szerepel. Tehat az élek

szamas: w = 90. A testnek 90 éle van.

Az élek szdmat megkaphatjuk tgy is, ho%y minden cstcsbdl 3 él indul, minden
él két csicsot kot Ossze, ezért az élek szama: % = 90. A testnek 60 cstcsa, 32 lapja
és 90 éle van.

Megjegyzés. A kapott eredményekre teljesiil az Euler-féle egyszerti poliéder tétel
allitasa: e+ 2 =1+ c.

b) Az a oldali szabalyos n-szog teriilete: T'(n) = n - “*. Az OAF derékszogii

héromszégben
180° 5 a
tg () = -2 ahonnan m = — 3o
n/oom 2tg (<)
igy
a
a .
180°
26g(5-) _ na?
T(n)=n 5 = 5o
41g (450)
b) c)
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Legyen a hatszog teriilete T', az 6tszogé t, ekkor

T 6a®>  3/3a? L 5a?
© 4tg30° 2 7 4tg36°’
2
T 3P 19 /Big36°  6v31g36°
?: 5a2 — 10 = 5 :1,51.
Itg 36°

A fehér hatszog teriilete 51%-kal nagyobb az 6tszog teriileténél.

¢) I. megoldds. A beirt kor kozéppontja, a beirt kornek a befogdkkal valé érinté-
si pontjai, valamint a haromszog derékszogénél levé csiicsa egy négyzetet alkotnak.
A beirt kérhoz az atmérd végpontjaibol hizott érintészakaszok egyenlésége miatt

felirhatjuk, hogy a — 7 +b —r = ¢, amibdl a beirt kor sugara: r = a+3_c'

Ismert, hogy a derékszogli hiromszog koré irt korének atméréje ¢ = 2R
(Thalesz-tétel), azaz: R = .

c a+b—c a-+b
R = — =
+7r 2+ 5 5

ezzel az allitdst igazoltuk.

1. megoldds. Tudjuk, hogy r = %, ahol r a beirt kor sugara, T' a haromszog
teriilete, s a haromszog félkeriilete.

A derékszogli haromszog teriilete: T = %b7 ahol a, b a két befogd, igy a beirt
kor sugara:
ab
T ab
"TTaxbbe T atbte
2
Bizonyitandé:
a+b
R+r= + .
2
ab a+b

c
§+a+b+c_ 2

Szorozzuk meg mindkét oldalt 2(a + b + ¢)-vel, ekkor
cla+b+c)+2ab=(a+b)(a+b+c)
adédik. Zardjel bontds utan:
ac+be+c? +2ab = a®> +ab+ab+b* +ac+be & & =a’+ b2

Ekvivalens lépéseken keresztiil eljutottunk a Pitagorasz-tételhez, ezért a kiinduld
allitas is igaz.

Németh Laszlo
Fonyéd
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Matematika feladat megoldasa

B. 5032. Mi a mértani helye egy egyenld szdri hdromszog belsejében azoknak
a pontoknak, amelyeknek a szdraktol mért tavolsagaik mértant kozepe az alaptol
mért tavolsaggal egyenld?

(4 pont)

Megoldas. Jelolje a P pont harom-
szog oldalaitél mért tavolsagat a, b és ¢
az dbra szerint. A feltétel szerint vVab = ¢,
amibél ab = ¢?, majd % = 19) kovetkezik.

AB'PC’ htirnégyszog, mivel B’-nél és
C'-nél 16v6 szogei derékszogek, ezért dssze-
giik 180°. Tgy

B'PC'<a = 180° — a.

Hasonlé okbdl hiirnégyszog a BC'PA’
négyszog is, amibdl pedig C'PA'< =
= 180° — a kovetkezik.

Vagyis C'PAN ~ B'PCA, hiszen két
szomszédos oldaluk ardnya és az alta-
luk kozrezart szog megegyezik. Ekkor
PA'C'<q = PC'B'< is teljesiil.

A Kkeriileti szogek tétele miatt

PA'C'a=PBC'«, illetve PB'C'<= PAC'«.
Tovabba az eléz6 hasonlésdg miatt ennek a két szognek az 6sszege
180° — B'PC'< = 180° — (180° — ) = a.

Tehat PBA<+ PAB< = a. Mivel egy haromszog bels szogeinek 6sszege 180°, igy
ebb6l BPA< = 180° — a kovetkezik, vagyis P rajta van az AB szakasz C felé es6
180° — «r szogl latdkorivén.

A gondolatmenet miikodik visszafelé is: ha P a latékoriv egy belsé pontja,
akkor PBA<+ PAB< = «. Mivel AB'PC’ és BC'PA’ hirnégyszogek, {gy ebbdl
a keriileti szogek tétele miatt PA'C'<x + PB'C'< = « kovetkezik. A két hirnégy-

sz6ghdl
C'PB'«=C'PA<1=180° — «
és igy
PC'B'a+ PB'C'a=PA'C'a+ PC'A<d=a
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is kovetkezik. Tehdt PC’'B'< = PA'C'<(= o — PB'C’'<) és {gy
C'PA'A ~ B'PC'A,

mert szogeik paronként megegyeznek. Ebbél kovetkezik, hogy a megfelel6 oldalak
ardnya egyenld, azaz % = ;—;, amibél mar lathato, hogy vab = c is teljestil.

Vagyis a keresett mértani hely az AB szakasz 180° — « szogli latokorivének
a haromszog belsejébe es6 része, ahol a a hdromszog alapokon fekv6 szogét jeloli.

Gyérffy Agoston (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

33 dolgozat érkezett. 4 pontos 24, 3 pontos 3, 2 pontos 1, 1 pontos 4, 0 pontos
1 dolgozat.

A K pontversenyben kititizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(699-703.)

K. 699. Van hat korongunk, az egyik oldalukon bettijjelek vannak (A, B, C, D,
E, F), a masik oldalukon szdmok (valamilyen sorrendben 1, 2, 3, 4, 5, 6). A korongok
ugy vannak letéve az asztalra, hogy a betis oldalat latjuk. Tudjuk viszont, hogy
az A, B és C jelli korongokon 1év6 szédmok 6sszege 14, az A, D és E jelii korongokon
1év6 szamok Osszege pedig 12. Legaldbb hany korongot kell megforditanunk ahhoz,
hogy megtudjuk, melyik betijelii korongon melyik szam &ll7

K. 700. Van tiz szamkartyank, melyeken az 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9 és 10 szamok
allnak. A kdrtydkat egymds mellé tesszilk az asztalra és harmasaval osszeadjuk
arajtuk allo szamokat: eloszor az 1., 2., 3.; majd a 2., 3., 4.;a 3., 4., 5.; és igy tovabb;
végiil a 8., 9., 10. kartyakon léviket. fgy rendre az alabbi Osszegeket kapjuk: 14,
18, 24, 23, 24, 21, 16, 12. Mennyi az els6 és az utols6 kdrtyara irt szamok Osszege?

K. 701. Egy bolha iil a szamegyenesen a 0 szamon és ugrani késziil. A bolha
minden ugrasdndl jobbra vagy balra ugrik 3-at vagy 5-6t. A bolha célja, hogy 1-tél
20-ig eljusson minden egész szdmra. Adjunk meg egy legfeljebb 22 ugrdsbdl allé
ugrassorozatot, amellyel ezt a céljat el tudja érni.

K/C. 702. Ot nem figurés lapot hiiztunk egy pakli 52 lapos franciakartyabol.
Tudjuk, hogy mind a négy szinbél van koztiik legalabb egy. A kartydk értékét jelzd
paros szamok Osszege ugyanannyi, mint a paratlanoké. Tovabba a pikkek Gsszege 14,
a pirosak osszege 10, a legkisebb kértya pedig kér. Melyik lapokat hiztuk?
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K/C. 703. Egy pozitiv tizedestoértben a tizedesvesszit 4-gyel jobbra tolva egy
olyan szamot kapunk, ami az eredeti szam reciprokanak négyszerese. Mi az eredeti
szam?

Bekiildési hatarid6: 2021. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

A C pontversenyben kitilizott gyakorlatok
(702—-703., 1684-1688.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 702. A szovegét ldsd a K feladatokndl.

K/C. 703. A szovegét 1ldsd a K feladatokndl.

Feladatok mindenkinek

C. 1684. Igazoljuk, hogy nincs olyan 6tszog, amelynek minden oldala egyenld
hosszisagu és van két 60°-os szoge.

C. 1685. Egy kiralyi csaldd nyolc gyermeke koziil a legidésebb uralkodik.
A testvérek mindegyike pontosan akkor uralkodik, amikor & a legidésebb még
él6 személy koziiliik. Viszont ezen a kirdlyi csaladon atok iil: ha harom testvér,
kik korban egymast kovetik, mind trénra keriilnek, akkor a rdkovetkez6 testvériik
meghal reménytelenségében. Hanyféleképpen uralkodhatnak, ha csak arra vagyunk
tekintettel, hogy kik keriilnek tronra a testvérek koziil?

C. 1686. Az ABC derékszogli hdromszog atfogdja az AB szakasz. Az A csics-
bol kiindulé f belso szogfelez6 a BC oldalt a D pontban metszi. Bizonyitsuk
be, hogy az AB — BD és AC + CD szakaszok hosszanak mértani kézepe éppen
az f = AD szogfelez6 hossza.

Javasolta: Zagyva Tiborné (Baja)

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1687. Egy bevasarloszatyorban taldltunk hiarom bevasarlé listdat. Az elsé
listan 23 zsomle, 13 alma és 15 tojas szerepelt, a masodikon 9 zstmle, 3 alma
és 28 tojas, a harmadikon pedig 25 zsomle, 18 alma és 11 tojds. Az elso listan
1évé arukért 2021 forintot fizettiink, a masik két bevasarlasért pedig 2031, illetve
2041 forintot, de nem tudjuk, melyik 6sszeg melyik vasarldshoz tartozik. Minden
termék darabara pozitiv egész szam. Mi mennyibe keriilt?

Javasolta: Gdspdr Merse Eléd (Budapest)
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C. 1688. Hany eleme lehet annak az adathalmaznak, melynek egyetlen mo-
dusza a 2, medidnja 3, atlaga 4, terjedelme pedig 57

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

A B pontversenyben kitlizott feladatok
(5190-5197.)

B. 5190. Egy n sorbdl és k oszlopbdl allé tédblazat mindegyik mezojébe —1
van irva. Egy lépésben egy sort és egy oszlopot kijeloliink és elébb a kijelolt sor,
majd a kijel6lt oszlop mindegyik szamat az ellentettjére valtoztatjuk.

Mely n és k esetén érheto el, hogy mindegyik mez&ben 1-esek legyenek?
(3 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)

B. 5191. Van egy derékszogii favonalzénk, amelynek az atfogdjat megrag-
ta a nydl. A vonalz6 segitségével Ossze tudunk kotni kozeli pontokat, az egyes
szakaszokat meg tudjuk hosszabbitani, és az egyenesekre barmelyik pontjukban
merdlegest tudunk allitani. Meg tudjuk-e szerkeszteni egy tetszélegesen nagy kor
koézéppontjat?

(4 pont) Javasolta: Gdspdr Merse Eléd (Budapest)

B. 5192. Nyolc gyerek elhatdrozta, hogy az 6szi sziinet elsé hét napjan egy-egy
focimeccset jatszanak, négy a négy ellen. Meg tudjak-e igy szervezni a meccseket,
hogy barmelyik harom gyerek legaldbb egyszer ugyanabban a csapatban jatsszon?

(5 pont) Gaspdr Merse Eléd (Budapest) 6tletébdl

B. 5193. Az ABC hegyesszogili hdromszoghen BC' A< = 45°, a magassdgok
talppontjai a BC, C'A, AB oldalakon rendre D, E, F'; a hiromszdg magassagpont-
ja M. Tudjuk, hogy az F pont az AB szakaszt AF : FFB = 2 : 3 ardnyban osztja.
Az AC oldalon megjeldljitkk azt a G pontot, amelyre CG = BM. Mutassuk meg,
hogy az ABG héaromszog silypontja M.

(4 pont)

B. 5194. Az ABC haromszoghen ABC'< = 2CAB<. Az AB oldal a beirt kort
az F pontban érinti, a C-bdl induld szogfelezét az F' pontban metszi. Igazoljuk,
hogy AF = 2BE.

(4 pont)

414 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/7



ﬁ} 2021.10.7 — 19:17 — 415. oldal — 31. lap KoMalL, 2021. oktéber ?

B. 5195. Mutassuk meg, hogy minden (z;y) pozitiv valés szdmokbdl 4ll6
szampar és minden 0 < p < 1 valés szdm esetén fennall az 2P - y' P < x + y egyen-
16tlenség.

(3 pont)
B. 5196. Legyen p(x) =2x+1. Az A az S ={1,2,...,2021} halmaz olyan
részhalmaza, mely minden n-re az n, p(n), p(p(n)) szdmok kéziil legfeljebb egyet

tartalmaz, de tjabb S-beli elem hozzavétele esetén mar nem teljesiil ez a feltétel.
Hény elemii lehet az A halmaz?

(6 pont)

B. 5197. Jelolje N a nemnegativ egész szamok halmazat, és legyen k adott
pozitiv egész. Van-e olyan monoton névé f: N — N fiiggvény, amelyre

F(f(@) = flx)+a+k

minden x € N esetén?
(6 pont)

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(806-808.)

A. 806. Adott a sikon négy kiilonbozo egyenes, melyek nem mennek at egy
ponton, és nincs koztiik hdrom parhuzamos. Bizonyitandé, hogy a sikon lehet talalni
négy pontot, A-t, B-t, C-t és D-t, melyekre teljesiilnek a kovetkezok:

(i) A, B, C és D ebben a sorrendben egy egyenesre esnek,
(ii) AB=BC =CD,
(

i
1i1) a négy adott egyenes alkalmas sorrendje mellett A az elsd, B a mésodik,
C a harmadik és D a negyedik egyenesre esik.

Javasolta: Williams Kada (Cambridge)

A. 807. Adott egy n > 2 egész szam. Legyen G egy véges egyszeri graf, mely-
nek minden élén legfeljebb n kor halad at. Bizonyitandd, hogy a graf kromatikus
szama legfeljebb n + 1.

Javasolta: Schweitzer Addm (Budapest)
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A. 808. Keressiik meg az 0sszes paronként relativ prim a, b, ¢ pozitiv egészt,
melyekre
a® +3v%2 =7°,
Javasolta: Nikolai Beluhov (Bulgéria)

Bekiildési hatarid6: 2021. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

,» Titkos tizenet szall a széllel” 1.*

El6zmények diéhéjban

Amidta ember él a Foldon, akadtak olyanok, akiknek voltak titkaik. FEzeket
persze csak egy vagy néhdny emberrel szerették volna megosztani. A titoktartds
akkor kezdett nehézkessé vélni, amikor az a bizonyos masik messze volt, tizenni
kellett neki. Hamar rajottek, hogy az iizenet elrejtése nehézkes, mert ha valaki
megtaldlja az iizenetet, vége a titoknak. Az iizenet értelmét kellett elrejteni. hogy
fellelése esetén ne lehessen kihdmozni a tartalmat. (Ma mér tudjuk, hogy inkébb
arra kell torekedni, hogy ne legyen érdemes a titkositott tartalmat visszaalakitani,
hiszen a megoldasi technikdk id6- és eroforrasigénye miatt talan a megfejtés ido-
pontjéra az iizenet elavul, vagy a megfejtés tobbe keriil, mint amekkora hasznot
az iizenet hozhat.)

Els6 lépésként a nyelvi rendszertdl kell megszabadulni, vagyis a kis- és nagybe-
tlik megkiilonboztetésétol, a sz0kozoktol és az irdsjelektdl. Az tizenet olvashatosagat
ezek alig rontjék, viszont a megfejtének sokat segitenének.

A kialakul6 titkositasi modszereket két nagy csoportba sorolhatjuk:

e Az ilizenet eredeti karaktereit megtartjuk, csak valamilyen szabdlyszeriiség
szerint megvaltoztatjuk a sorrendjiiket, ez az tigynevezett keverd maodszer.

e Az iizenet eredeti karaktersorrendjét megtartjuk, csak az egyes karaktereket
cseréljiik le egy szabdlynak megfeleléen, ezt nevezziik cseréld mdodszernek.

A mai szamitégépek kapacitdsa mellett a keverd modszernek nem sok értelme
van, a gép pillanatok alatt végigprobalhat néhdny tizezer keverési lehetéséget.
Az értelmes keverési médok szdma nagysagrendileg ebbe a tartoményba esik.

A legegyszerlibb cserél6 technikak mar Julius Caesar koraban is elavultnak
voltak mondhatdk, hiszen arab tuddsok mar idészamitasunk kezdete el6tt rajottek
az igy titkositott — igynevezett monoalfabetikus moédszer — megfejtésére.

A titkositasi médszer hianyaban is lehetséges volt az igy titkositott {izenet meg-
fejtése. A visszafejtésre azért volt lehetOség, mert a nagybetis irdssal, a szokozok

*A cim a TNT egyiittes Titkos tizenet cimii dalanak szovegét idézi.
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és irasjelek torlésével sem sikeriil teljesen megszabadulnunk a nyelvi rendszertol.
Az egyes nyelvek szavai ugyanis nem véletlen szamu, véletlenszeriien kivélasztott
betii véletlen sorrendben egymas mogé irasaval keletkeznek. Példaul szinte minden
széban illik lennie legaldbb egy maganhangzénak, s6t hosszabb szt nehézkes is
kimondani egy magédnhangzéval (a magyar nyelvbdl taldn a brrr hanguténzé szét
lehet felhozni ellenpéldanak [bar biztos van olyan nyelvész, aki élénken tiltakozna
a brrr szénak mindsitésén], de a fagylalt cseh verzidja, a zmrzlina, vagy a Csorba
t6 szlovék neve Strbské pleso is szinte kimondhatatlan.)

Minden nyelvre jellemz0, hogy eltér6 gyakorisdggal hasznélja az egyes betiiket,
azok gyakorisdgi sorrendje jellemz6 az adott nyelvre. A hosszabb — egy-két oldalas —
lizenetben az egyes kédok el6forduldsait megszamolva, és ezeket Osszehasonlitva
a nyolc-tiz leggyakoribb betiit helyettesité kéd megfejthetd. Ezek visszaallitasdaval
olyan szorészletek keletkeznek, amelyekbdl a nyelv ismeretében a tobbi kéd is
kiderithet6 és az iizenet elolvashatd.

A monoalfabetikus médszert tehéat az tette megfejthetévé, hogy a széveg adott
bet(ijébdl mindig ugyanaz a titkos betii (k6d) lett, és a nyelvek az egyes betiiket
més-mas gyakorisdggal haszndljak, igy egy rejtjelezett szovegnél a szoba johetd
titkositdsi médok szama a milliés nagysdgrendbe esik. A fennmaraddé kédok és
betiik péarositasa és a szoveg elejének Osszevetése az adott nyelv szotaraval a mai
szamitogépeknek nem okoz gondot. Rdadasul, ha a titkos iizenet betligyakorisdgai
megegyeznek a valddi betligyakorisdggal, akkor azonnal tudjuk, hogy azt keverd
modszerrel titkositottak. Minket éppen ezért a betligyakorisag-elemzést hiabavald
prébalkozassa tevé polialfabetikus titkositasi modok érdekelnek.

A Bellaso kifejlesztette Vigenere-kédolas pont egy ilyen titkosirds. A fentiek
alapjan érthetd, miért kellett Napdleonnak egy 1j, biztonsdgosabb titkositasi méd
— a foként hadmiiveletekkel kapcsolatos — iizenetei megdvasara.

Vigenere-kédolas

A technika torténete tele van tévedésekkel. A Napdleon &dltal hasznalt, akkor
modernnek szamito titkositasi médszert Blaise de Vigenére talalmanyanak tartjak,
holott a médszert 1553-ban mér publikdlta Giovan Battista Bellaso egy miivében.
Vigenere csak tovabbfejlesztette. Igazan nem szép a torténelemtol, hogy az igazi
megalkotét a névtelenség homalya rejti, mig a tovabbfejleszté neve vélik ismertté,
gondoljunk csak Amerigo Vespucci és Kolumbusz Kristof esetére vagy a Thomas
Savery és Thomas Newcomen éltal tervezett gézgépre, amelynek szabadalmét végiil
1769-ben James Wait kapta meg, netan a jol ismert Bolyai—Lobacsevszkij els6ségi
vitara a hiperbolikus geometria kapcsan.

Ennyi bevezetd utan ideje ratérniink a moédszer ismertetésére.

A kédolasi médszer
A moédszer megértéséhez harom dologra lesz szitkségiink:
e A nyelvi rendszerétdl megfosztott, igynevezett nyers iizenetre,
e a kodolashoz sziikséges kulcsra, ami egy hosszabb-révidebb szévegdarab,

e és a Vigenere-tablara, ami egy bettutablazat.
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7

Lassunk is egybol egy példat, azon egyszertibb megérteni.
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e A nyers szoveg legyen a cimben is szerepld dalszovegrészlet (Titkos iizenet szdll
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TITKOSUZENETSZALLASZELLEL.
e A kulcs vagy sifré szerepére a KOMALINFORMATIKA jelsorozatnal mi sem
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Végiil lassuk a Vigenere-tablat:
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ﬂé 2021.10.7 — 19:17 — 419. oldal — 35. lap KoMalL, 2021. oktéber ﬂs

A felsé sorba és az els6 oszlopba az egybetiis abécé keriil. A tablazatba so-
ronként egy-egy betiivel eltolva ismétlédik a fenti dbécé, ha annak a végére ériink,
folytatjuk az abécé tjrakezdésével.

A titkositasra el6készitett sorok
egymas alatti betliparjaibol indulunk
ki: a kulcs megfelels betlijét a bal szé-
len, a nyers szoveg betlijét pedig feliil
keressiitk meg, és az adott sor és osz-
lop talalkozasanal 1évé betii lesz a nyers
szoveg adott betiijének titkositott par-
ja.

A mi példankndl els6ként a K sze-
rint titkositjuk a T-t, az dbra mutatja,
hogy a titkos karakter a D lesz. frjuk
ezt a betiit a betipar ala.

Hajtsuk végre a miiveletet az Gsszes betiire.

kules: [K|O|M|A|L|[I|N|F|O|R[M|A|T[I]|K|A O[M{A|L[I|N]|F
nyers: | T| 1| T|K|O|[S|U[Z|E|N|E|T|S|Z|A[L|[L|A|S|Z|E|L|L[E|L
titkos: |D|VI|E|L|X|[A| I |F|R|E|P[U[M]I[M[M|U|OB|E|A|P|T|W]|K|X

Figyeljiik meg, hogy ennél a kodoldsi modszernél tényleg kutba esik a beti-
gyakorisagon alapulé megfejtés, hiszen a nyers szoveg 1., 3. és 12. bettlije is T, de
a titkos parjuk D, EésU lesz, valamint a titkos szoveg M betiiit a nyers szoveg S,
A és L betiijébél kapjuk.

A visszafejtés

Ez valéban egyszerti. A fenti példat nézve a kovetkezot kell tenni: irjuk fel
a kulcsot és a titkos iizentet, ugyanigy, mint az el6bb a kulcsot és a nyers szoveget.
El6szor a kulcs K soraban kell a tablaban megkeresniink a D betiit, majd ennek
az oszlopnak a tetején levo betiit, ami nalunk T, beirjuk alajuk és lépiink tovabb
a kovetkezbre. Az O sordban megkeressiik a V betiit, majd az oszlop tetején lathaté
| betiit rogzitjiik és igy tovabb.

kules:] K|O[M|A]|L| I[N
titkos:|D|V|E|L|X|A|I]|F
visszafejtett:| T| I [ T|K|O|S|U

Mindebbdl lathatd, hogy a kulcs birtokdban nem nagyobb munka a visszafej-
tés, mint a titkositas. Arrdl, hogy megfejtheté-e az ilyen kéd a kulcs hianyaban,
a cikk kovetkez6 részében olvashattok. De addig is érdemes nekilatni a cikkhez tar-
tozd, ebben a szamban megjeleno feladatnak. Megemlitendd, hogy a 2005. oktéber
27-ei emelt szinti informatika érettségi programozas feladata is ezzel a témakorrel
foglalkozott.

T6th Tamas
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Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 544. Ovodasok névre sz6lé6 dobozokban iiveggolyokat kapnak ajandékba,
mindannyian azonos szamut. Sajnos szallitds kozben a golydk kipotyogtak a do-
bozokbdl, de nem vesztek el. Atadés el6tt a dobozokat egy sorba helyezték el és
szamolgatas nélkiil, taldlomra a dobozokba tették a golydkat. Az 6vénd igazsé-
gos szeretett volna lenni, és miutan a golydk szdma biztosan a gyerekek szamanak
tobbszorose, atrendezte a golydkat ugy, hogy mindegyik dobozban azonos szamu
golyo legyen. Ezt gy végezte el, hogy csak szomszédos dobozok kozott helyezett
at golydkat, ha sziitkséges volt.

Készitsiink programot 1554 néven, amely megadja, hogy minimum hany athe-
lyezést kellett az 6vononek elvégeznie.

A program standard bemenetének elsd sordban a dobozok N (2 < N < 1000)
szama van. A kovetkezd sorban az N dobozban 1é6vé golydk szama szerepel
(1 < DB, £ 1000). A golydk szamdnak 6sszege oszthaté N-nel.

A program standard kimenetén a mozgatasok szaménak minimuma szerepel-
jen.

Bemenet: Kimenet

6 3
756855

Bekiildendd egy tomoritett 1554.zip alloményban a program forrdskddja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

1. 545. A feladat a lapban megjelent ,Titkos tizenet, szdll a széllel” cimii cikk
elolvasasa utan érthetd és oldhatd meg.

Hozzuk létre a vigenere munkafiizetet. A munkalap Gj neve legyen Tabla.
Allitsuk be az oszlopok szélességét ugy, hogy a cellak nagyjabdl négyzet alakuak le-
gyenek. Hozzuk 1étre a Titkositas és Dekddolds munkalapokat és allitsuk a cellakat
itt is nagyjabdl négyzet alakira.

A C2:AK2 tartoméanyba gépeljiikk be a magyar egybetiis abécét, ezen alapada-
tokat felhaszndlva, csupdn mésoldssal és képletekkel hozzuk létre a Vigenere-tablat,
alkalmazzunk a minta szerinti szinezést és keretezést. Hajtsuk végre a mintdkrdl
leolvashaté formazéasokat.

A Titkositas munkalapra egy maximum 20 karakteres kulcsot és legfeljebb
10 darab 0-100 karakteres nyers szoveget lehessen bevinni. Ezek bevitele utan je-
lenjen meg a megfeleld helyen a nyers széveg Vigenere-kodolt valtozata. Minden sort
kiilon tizenetként kezeljen a munkafiizet. A kédolt valtozat ne jelenjen meg, amig va-
lamelyik adat nem megfelel6 hosszu (0 < kuleshossz < 21 és 0 < sorhosszak < 101).
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GF 2021.10.7 — 19:17 — 421. oldal — 37. lap KoMalL, 2021. oktéber ?

Ha valamelyik feltétel nem teljesiil, arrél a mintak szerinti hibaiizenetek téjékoz-
tassanak.

A Dekédolas munkalap miikodjon hasonléan, csak erre a kédolt szovegsorokat
lehessen beirni és a visszafejtett szoveget megkapni.

A két 1j munkalapon a 30. sor alatt végezhetiink segédszamitasokat. A kész
Vigenere-tabldat atméasolhatjuk mindkettére. A megolddshoz makré vagy més prog-
ram nem hasznalhatd, csak a tablazatkezeld beépitett fiiggvényei.

A feladatban szereplé munkafiizetekrél mintakép a honlapon, a feladatnél
lathaté.

Bekiildendo egy i555.zip tomoritett allomanyban a forrasprogram és egy ro-
vid dokumentécid, amely megadja, hogy a program milyen tabldzatkezel6 program
melyik verziéjaban késziilt és egy néhény soros magyardzat arrél, miként késziilt
a Vigenere-tabla a Tabla munkalapon.

I. 546 (E). Az Intel Atom processzorokkal kapcsolatban szeretnénk néhany
kérdésre valaszt kapni. A kérdések megvélaszoldsdhoz tobb alkalmazést kell hasz-
nalnunk. El6szor egy bongészore lesz sziikségiink:

1. Az intel.com oldalon az Atom processzorok specifikiciéjardl szolé oldalrdl
toltsiink le adatokat! Keressiik fel a kovetkez6 oldalt:

https://ark.intel.com/content/www/us/en/ark/products/series/
29035/intel-atom-processor.html
2. Jelsljiik be az osszes processzort (Compare — All), majd vélasszuk az Ssszeha-
sonlitdsukat (Compare). A megjelend oldalon kérjiik az dsszehasonlitds ered-
ményének letoltését (Export comparison), majd mentsiik le és nyissuk meg a le-
toltott tablazatot.

3. Az adatokat tartalmazd tdbldzatot mentsiik intelatom néven a tdbldzatkezeld
alapértelmezett formatumaban.

4. A letoltott adatok munkalapjan minden adatot jeloljiink ki, majd nyissunk egy
1j munkalapot database néven. Illessziik be ide az adatokat transzponalva —
tehdt ugy, hogy az oszlopok és sorok felcserélédjenek.

5. Nézziikk at az adatokat, allitsunk be megfelel6 oszlopszélességeket, toroljiik
a teljesen {ires oszlopokat a tablazatbol, valamint az els6 oszlopban 1évé teljes
nevet, mivel az megadhaté més oszlopok adataibdl.

6. Toroljiik az Intel, valamint az Atom® szovegrészeket a teljes munkalaprol, ahol
utana szdkoz kovetkezik, ott azt is.

7. Az adatoszlopok értelmezése mellett, forditsuk magyarra a tablazat fejlécét
a mintanak megfelelGen.

8. Cseréljitkk a szamot tartalmazd oszlopokban a tizedespontokat vesszore.

9. Toroljiik a szamok mell6l a mértékegységeket és a felesleges szdkozoket a Csik-
szélesség, az Ajanlott ar, a Frekvencia, a TDP, és a Tranzisztorok szama oszlo-
pokban. A Frekvencia oszlopban a MHz értékeket valtsuk GHz értékekre.
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10. Rendezziik az adatokat a Sorozat, azon beliil a Kédjel oszlop szerint novekvd

sorrendbe.

y | A B c D E F G H I L] K L M N
Ajdnlott Magok Szilak Tranzisztorok

1 Sorozat Tipus Kddjel Allapot  Kiadids Cslkszélesség Py G Frekvencla TOP Foglalat Méret by

2 |Legacy Processors. Desktop 230 Discontinued 02'08 45 PEGA437 2x22 a7t

3 |Legacy Processors Desktop 330 Discontinued O3'08 45 PEGA437 2x22 o4

4 Legacy Processors. Desktop D410 Discontinuwed Q1°10 a5 43 1 2 166 10 FCBGASSS 12x22 123

5 Legacy Processors Desktop D425 Discontinued Q2°10 45 a2 1 2 18 10 FCBGAS59 2x22 123

6 | Legacy Processors. Desktop D510 Discontinued Q1°10 45 63 2 4 1,66 13 FCBGAS59 2x22 176

T Legacy Processors. Desktop D525 Discontinued Q2'10 45 63 2 4 18 13 FCBGASSS 22x22 176

11. Mentsiik a tablazatot, majd egy adatbazis-kezeld alkalmazassal hozzunk létre
egy iires adatbazist intelatom néven, és importaljuk a tablazatbdl az adatokat.

12. Az importalt adatokat tartalmazoé tabla neve atom legyen, a tipusokat érte-
lemszertien allitsuk be, és adjunk hozza automatikus értékekkel (szamlélo) el-
s6dleges kulcsot.

Készitsiink lekérdezéseket az alabbi kérdések megvalaszolasara. A lekérdezé-
seket a zardjelben 1évé néven mentsiik el.

13. Melyek azok az Atom processzorok (Sorozat és Kédjel), és hény processzor-
maggal késziiltek (Magok szdma), amelyeket mobil gépekbe szantak és 2014
masodik félévében adtak ki? (130bil14)

14. Melyek azok az Atom processzorok (Sorozat, Kédjel, Frekvencia), amelyek a leg-
nagyobb frekvencidval dolgoznak a 22 nanométeres csikszélességgel késziilt
Atom processzorok koziil? (14maxf22)

15. Melyik foglalattipushoz hany processzor késziilt, és mennyi azok legkisebb
és legnagyobb fogyasztasa? Csak azokkal a processzorokkal dolgozzunk, ahol
a Foglalat és a TDP mez& nem iires. (15foglalatok)

16. Adjuk meg a kiilonboz6 csikszélességli processzorok dtlagos fogyasztasit a fo-
gyasztds szerint csokkend sorrendben. (16fogyaszt)

17. Készitsiink listat a C sorozat szerverprocesszorairdl a Magok szama és a Szélak
szama szerint csokkend sorrendben. A listdban szerepeljen a Kédjel, a Frekven-
cia, az Ajanlott ar, valamint a processzormagok és szdlak szdma. (17csorozat)

Bekiildend6 egy i556.zip tomoritett dllomanyban a megoldasként kapott
munkafiizet és adatbazis, valamint egy rovid dokumentéacié, amely megadja, hogy
a két allomany melyik tablazatkezel6 és adatbazis-kezel6 program melyik verzidja-
ban késziilt.

I/S. 56. Adott egy N elemii T témb, amelynek az i-edik elemét T'[i]-vel
jeloljiik (1 <4 < N). Adjuk meg, hogy hény olyan (4, j) par van, ahol 1 < i < j < N,
T[i] > T[j], valamint T'[j] — T[] és j — i egyardnt paros szamok.

A bemenet elsé soraban az N szam talalhato. A kovetkezé sorban N szam
talalhaté: a T tomb elemei.

A kimenet egyetlen sordban adjuk meg, hogy hény olyan (i,j) szdmpdar van,
amely a feltételeknek eleget tesz.
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Bemenet Kimenet

4322

Az i =1, 7 = 3 indexii elemekbdl &Il az egyetlen megfelels par.
Korldtok: 2 < N < 10°, —10° < T[i] < 10°. Id6limit: 0,3 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphat6, ha N < 100.

Bekiildendd egy 1s56.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 155. Egy titkosszolgalat tagjai laza kapcsolatban allnak egyméssal. Ha egy
tag megkap egy titkos informaciot, azt csak a bizalmasainak adja tovabb, kivéve
annak, akitol a hirt kapta. fgy el6fordulhat, hogy egy hir olyan tigynckhoz kertiil,
aki mar hallotta azt. Ezt mindenképp el szeretnék keriilni.

A szolgalat tagjait pozitiv egész szamok jelolik. A titkosszolgdlat vezetdje
minden tagtdl bekérte, hogy kik a bizalmasai. A kapott informaciékat mappakban
helyezte el, igy mindegyik nappaban egy-egy szampar szerepelt: két olyan iligynok
sorszama, akik kolcsonosen biznak egymdésban.

A titkosszolgalat vezetGje sorba allitotta a mappakat, és a hirek tovabbitasara
a kovetkezo stratégiat gondolta ki: minden hir esetén kivalaszt egy i és egy j szdmot,
majd a hir tovabbitdsanal csak azokat a k sorszamu mappdkat tartja meg, melyekre
1 < k < j. A hirt a kivdlasztott mappakban szerepl6 egyik személlyel kozli. Ezutan
mindenki csak olyan tigyncknek adhatja tovabb a hirt, akivel a kozos mappédjuk
a kivalasztottak kozott szerepel. Adjuk meg, hanyféleképpen valaszthatja ki az i és
j szamokat gy, hogy a megtartott mappakban szerepl6é barmely tigynoktol indulva
a hir nem jut el kétszer egyik tigynokhoz sem.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza az igynokok N, és a kapcsolatok M szamat.
A kovetkezé6 M sor mindegyike egy bizalmi kapcsolatot ir le, abban a sorrendben,
ahogy a vezetO rendezte.

Kimenet: a kimenet els6 és egyetlen sordaba a megfelels (i, j) parok szdmat kell
frni. (Két par akkor kiilonbozd, ha legaldbb az egyik tagja kiilonbozo.)

Minta:
Bemenet (a / jel sortorést jelent) Kimenet
45/13/32/21/14/42 10

Magyardzat: a lehetséges (i,7) parok: (1,1), (1,2), (2,2), (2,3), (2,4), (3,3),
(3,4), (4,4), (4,5), (5,5).

Korlatok: 3 < N, M < 10000. Id6limit: 0,5 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphat6, ha N, M < 100.

Megjegyzés: egy-egy hirt nem feltétleniil kap meg minden {igynok.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/7 423



GF 2021.10.7 — 19:17 — 424. oldal — 40. lap KoMalL, 2021. oktéber ?

Bekiildendo egy s155.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2021. november 15.

L1

Nyari matematika- és fizikatabor 2021.
Dombévar

2021. junius utolsé hetében 6sszesen 39 kozépiskolas didk gytlt tssze a Dombd-
var-Gunaras Hotel Eurépdban és Apartmanparkban. A tarsasig egyik fele matema-
tikdval, a masik fizikaval foglalkozott, a szabadidét pedig kozosen toltotték. A té-
bort a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapokat kiadé MATFUND Alapitvany
szervezte.

A tabor a Nemzeti Tehetség Program keretében az Emberi Eréforrasok Mi-
nisztériuma tamogatdsaval valésult meg (NTP-TAB-20-0042 ,,K6MaL nyari ma-
tematika és fizika tehetséggondozé tdbora”).

A szervezdk

Matematika olimpiai edz6tabor Dombévaron

Mivel idén sem rendeztek szébeli érettségiket, tovabba a komoly oltasi kam-
panynak koszonhetéen 1épcsézetes enyhitések jottek, igy junius végén sor keriilhe-
tett Dombdévaron az olimpiai edzotaborra. Ez szakmailag és szocidlisan is nagyon jo
programnak bizonyult. Nagy elismerés és koszonet a tabor finanszirozasat biztositd
palyazat megirasaért, a gondos szervezésért Salamon Mdridnak, aki a KoMal. és
a MATFUND Alapitvany részérél mindent kézben tartott. A tdbor lassan hagyo-
ményossa valé médon parhuzamosan zajlott a fizikusok programjaval, egyik este
Honyek Gyula tanér ur és kedves felesége tartottak szines, izgalmas kisérleti bemu-
tatot az Osszes taborozonak. A matekosok szakmai programjat délelottonként Kiss
Géza és Dobos Sdndor tanarok iranyitottak, a délutani programot Kovdcs Benedek
és Imolay Andras egyetemistdk vezették. A taborba a fent emlitett két csapaton
kiviil az EGMO vezet&sége altal javasolt 4 lany, tovabba a valogatékon jol szerepelt
didkok jottek, tovabba meghivést kapott Csapldr Viktor, aki Felvidéki magyarként
a budapesti Fazekasban tanult és érettségizett, de az olimpidn Szlovakia szineiben
indult és csapatdnak legjobbjaként szép eziistérmet nyert. A komoly munka mel-
lett az egyik délutan kozos strandolas, roplabdazéas volt a Gunaras strandfiirdében.
A koriilmények idealisak voltak, az Eurdpa szalloban laktunk, annak alagsoraban
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tédgas, a kanikulaban is kellemes hémérsékletii termeiben dolgozhattunk. Esténként
az EB egy-egy mérkézését is kozosen lehetett végigszurkolni. A sok-sok héonap ott-
honi online iskolazasa utdan nagyon jo volt djra egyiitt lenni, matekozni. Meg kell
emliteni a tabort zaré tdbortiizet, ahol Salamon Marika grillmesterként is csillagos
Otosre vizsgazott. Az étkezésiinket biztosité étterem elOkészitette a hozzavalokat,
Marika pedig a rogtonzott koriilmények kozott a tabor kozel 6tven résztvevijének
megsiitotte a finomsdgokat a tabortliznél. A fizikusok latvéanyos krumplidgyt és viz-
agyu bemutatdja, a MaMuT taborbdl 6rokolt éneklista végigdalolasa a parazslo tiiz
mellett a kellemes nyari éjszakaban ..., széval nagyon jé zardeste és Osszességében
véve is szuper tabor volt.

Dobos Sandor

Nyari fizikatabor 2021.

Kilencedikes korom éta csindlom a KéMal-t, de a tavalyi tabor elmaradasa
miatt idén volt lehetoségem elOszor részt venni ilyen tipusu rendezvényen. Nagyon
jol éreztem magam, rengeteg érdekes feladatot oldhattam meg, és sok hozzam ha-
sonl6 érdeklodésti embert ismerhettem meg. Els6 nap a széllasra valé megérkezés
utan ismerkedéssel és csapatbeosztassal toltottiik az id6t. A kovetkezé napokban
minden nap kaptunk 4-5 elméleti és egy becslési feladatot reggeli utdn, melyet va-
csoraig kellett beadnunk. Ezek mellett naponta el kellett végezniink egy mérést,
melyrdl az altalunk készitett jegyzokonyvet a tobbi feladattal egyiitt kellett atadni
a szervezoknek, akik mésnap estére kijavitottdk a beadott munkainkat és kozzétet-
ték a csapatok altal szerzett pontokat. A kotelez6 jellegii feladatok mellett termé-
szetesen szabadidénk is volt, melyet ifju fizikusokhoz illGen részben kisérletezéssel
toltottiink. A vasald szét- és Osszeszerelése, a dezodorok gytlékonysaganak teszte-
lése, a kozeli kisboltban kiilon erre a célra vasarolt krumplibdl készitett krumplidra
mellett természetesen volt idonk ropizni, kosarazni, tarsasjatékozni és filmet nézni
is. Ezeken kiviil, a szabadidés programok koziil szerintem mindenkinek nagy élmény
volt a krumplidgyuval valé 16voldozés és a viz tulnyomdsan alapulé vizagyd hasz-
nélata, valamint a Honyek Gyula altal tartott kisérleti bemutaté és a strandolas
is. Osszefoglalva, nekem nagyon tetszett a tabor, sok érdekes, dj dologgal taldl-
koztam, mikézben sok kedves, jofej emberrel tolthettem az idét, akikkel konnyen
megtalaltuk a kozos hangot.

Schmercz Blanka
ELTE Apéczai Csere Janos Gyak. Gimn. és Koll.

Tdmogatok:
£ EMBERI ERGFORRAS A |Nemzeti
TAMOGATASKEZELO ﬁ ‘Tehetseg Program
_:I: AIT-BUDAPEST
= = I == BE ==
=
EMBERI EROFORRASOK MINISZTERELNOKSEG
MINISZTERIUMA CsALADOKERT FELELOS TARCA NELKULI MINISZTER
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A Kunfalvi Rezs6 Olimpiai Valogatéverseny
1. elméleti forduléjaban szerepl6 feladatok
megoldasa*

1. feladat. Jelolje a Fold tomegét
M, sugarat R, a gravitdcids allandot
pedig 7! A korpalyan keringd {irhajé

mozgasegyenlete
moM v?
R2 =mo Ea

ahonnan az tdrhajé sebessége v =
=/YM/R.

A korpalyérdl valé letérés utdn ¢ idovel, z = vt it megtétele utdn az tirhajéra
haté ymM/(R? + 2?) gravitdciés erével tart egyensilyt a hajtémii altal kifejtett
—urn eré, ahol m(t) az tirhajé pillanatnyi tomege, 7 pedig annak az id6 szerinti
derivaltja. Igy a

m(t)M dm
Yo a3 = Yoo
R? + v?t? dt

differencidlegyenlethez jutunk, ami a valtozdk szétvélasztasaval megoldhatd:

o) d mmd

t m

7M/m—‘“/ e
0 mo

Itt mér figyelembe vettiik az m(0) = mg kezdeti feltételt, valamint bevezettiik
az Urhajé végsé tomegére az mq, jelolést. A kijelolt integréldsokat elvégezve:

YM R AN B Moo
NP {arctg <R>]o = —u[lnm], =,

ﬂﬁ_ 1 Moo
Ro 2~ 4™ mo )

Felhasznalva a v keringési sebességre korabban kapott értéket, kifejezhetjiik az tir-
hajé végsd tomegét:

ebbdl:

_m
Moo = Mg - € 2u.

Megjegyzések. 1. A feladat megoldhaté dgy is, hogy az {irhajé helyzetét a vezérsugar
szogével paraméterezziik. Ekkor a kapott differencidlegyenlet azonos alaki a radioaktiv
bomldsokat (vagy egy kondenzator kisiilését) lefré differencidlegyenlettel, melynek megol-
désa a jél ismert exponencialis lecsengés.

LA feladatok szovegét a KoMaL miilt havi szdmaban kozoltiik.
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2. T6bb versenyz6 eléjelhibat vétett a differencidlegyenlet felirdsakor. Ez az elsére
adrtalmatlannak tiiné hiba pozitiv kitev6t eredményez a végsé tomeg kifejezésében, mely
szerint az lirhajé tomege a mozgds soran novekedne! Ekkor észre kell venni, hogy az ered-
mény fizikailag értelmetlen, és megkeresni a hiba okét.

2. feladat. Legyen a gdz nyomasa kezdetben pg, térfogata Vp, az M tomegl
dugattyt tdvolsdga a henger aljatdl hg = Vj/A, ahol A a henger keresztmetszet-
tertilete. Legyen a réhelyezett sily tomege m. Sily nélkiil a dugattyu egyensulyi
helyzetében pg = Mg/A, ha pedig a sily is jelen van, akkor egyenstilyban 1,25 py =
= (m+ M)g/A.

A gaz hészigetelt tartdlyban van elzarva hdszigetelt dugattytval, ezért az elsd
fotétel alapjan a géz bels6 energidjanak megvéltozasa megegyezik a gazon vég-
zett munkaval. Mivel a gézon csakis a nehézségi erétér végez munkét (a rendszer
vikuumban van), ezért ezt kozvetleniil kénnyen ki tudjuk szdmitani. Felmeriilhet
az adiabatikus folyamatokra érvényes Poisson-egyenlet (pV* =4llandé) hasznédlata
is, ez azonban a kezd6- és végallapot kozott nem érvényes! Igaz ugyan, hogy a géz
nem vesz fel/ad le hét, mégsem adiabatikus folyamaton megy keresztiil. Az adi-
abatikus folyamat egyik feltétele ugyanis a reverzibilitas, ami ebben a feladatban
nem &ll fenn. Amikor a silyt rdtessziik a dugattyira, vagy arrdl levessziik, akkor
a dugattyd (nem harmonikus) rezgésbe kezd. Noha nincsen sirlédés, a géz viszko-
zitdsa miatt ez az oszcilldcid lassan csillapodik (irreverzibilitds), majd a dugattyi
egyensilyba keriilve megéll. Hatdrozzuk meg a dugattyi ezen egyensilyi helyzeteit!

Legyen a sullyal terhelt dugattyu egyensilyi helyzetében a gaz térfogata V7,
a dugattyu magassiga a henger aljatol mérve pedig hi. Az els6 f6tétel alapjan

)
5(1,25poV1i — poVo) = When.

2

A nehézségi erétér munkdjat a kezdeti és a végallapot hatarozza meg, azaz
Vo — W
Waen = (m + M)g=—— = 1,25po(Vp — V1).
Ezen két egyenletbdl:
6 6
Vi=zW — hi=cho.
1= 2V 1= 2ho

Ezutdn a silyt levessziik, a dugattyt tjra rezegni kezd, majd megall ho ma-
gassagban, ahol a gaz térfogata V. Az elsé f6tétel szerint

5
;m%—L%m%%ﬂﬂm

A nehézségi eré6 munkaja

Va—W1

neh = —Mg G = Pl = V).
Ez utébbi két egyenletbdl:
33 99 33 99
Vo=V = —V hy = ——hy = —hy.
2T g1 T ggt0 T 2T gl T gl
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A magassagokra kapott eredmények minden ciklusban igazak. N darab ciklus
utan a két egyenstlyi helyzet:

N N
28 (99 99
by = (=) ho, hon=[=) ho.
1IN 33 <98> 0> 2N (98) 0

FEzen egyenletekbol azt kapjuk, hogy N ciklus és a sily végsé eltavolitasa utan
dugattyu egyensilyi helyzete akkor lesz magasabban, mint 2hg, ha

N
99 g2
=) hg>2hg N=—2"__ ~683.
(98) 0 0 1g(99/98) :

Ez az eredmény azonban csak akkor lenne helyes, ha a gazt tartalmazé henger
magassaga 2hg-ndl jéval magasabb lenne. Mivel a fenti szamolassal kapott egyen-
sulyi helyzetek csak sok rezgést kivetéen alakulnak ki, a rezgés soran a dugattyu
atlendiil ezeken a helyzeteken, azaz mar ennél kevesebb ciklus esetén is elhagyhat-
ja a dugattyu a hengert. Az elsé egyensulyi helyzet koriili rezgés soran a dugattyu
nem hagyhatja el a hengert, hiszen annak kialakuldsat megel6z6en olyan helyzetbdl
indult a rezgés, ahol a dugattyt még a hengerben helyezkedik el. Vagyis a rezgés
kozbeni kirepiilés csakis a méasodik egyensilyi helyzet koriili oszcillacié esetén jo-
het széba. Tehat meg kell hatdroznunk azt, hogy melyik ciklusban torténik meg,
hogy a dugattyu a mésodik egyensilyi helyzeten valé els6 athaladast kovetoen eléri
a henger tetejét.

Azonban ez nem egyszerli feladat, mert a rezgés sordn a dugattyd masodik
egyensilyl magassdga kuszik felfelé, ahogy a csillapodas miatt egyre kisebb lesz
a dugattyu egyensiilyi helyzetén val athaladasakor vett maximalis sebessége. Mivel
a rezgés csillapitdsa kicsiny, igy a dugattyu a sily levételét kovetéen a maximélis
magassagot gyorsan eléri, valamint egy peridédus alatt az egyensulyi és a széls6-
helyzetek eltolodasa kicsiny, ezért a gyors folyamatot adiabatikusnak tekinthetjiik
(Iényegében az ilyen rovid folyamat reverzibilisnek tekinthetd, de a teljes rezgés-
megdallasig vizsgdlva mar nem).

Jeloljiik a dugattyi maximalis i magassdgahoz tartoz6 gaznyomast p-vel, a tér-
fogatot V-vel. Az energiamegmaradds a kiindul6é h; magassigi és a h magassagui
helyzet kozott

V-W
A

SOV~ 125p0V1) = ~ Mg = —po(V — V1),
Az adiabatikus egyenlet (k = 7/5):
pV" =125 po V",
A p nyomas kikiiszobolésével a
egyenlet adédik. Ezt numerikusan (pl. iterdciéval) tudjuk megoldani, eredményiil

V1/V = 0,73-at kapunk, azaz h ~ 1,37h;.
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Most mar valaszolhatunk a feladat kérdésére. A dugattyu akkor hagyja el
a hengert, ha

99\v
hy = 1,37Thin > 2ho, (98) > 1,72.

Ez akkor teljesiil, ha N > 53,4, azaz az 54. ciklusban a dugattyu elhagyja a hengert.

3. feladat. Az a) kérdés segit a b) kérdés elemi megolddsahoz, de a b) kérdés
(tobb szdmolassal) megoldhaté az elsé kérdéstél fiiggetleniil is. A b) kérdést kétféle
tton is megoldjuk.

A rendszer a gytirii fiiggéleges tengelyére nézve forgasszimmetriat mutat, ezért
célszeri hengerkoordinata-rendszerben gondolkozni; a gytirti sikjatél mért tavolsa-
got a z koordinata jellemzi, a gytrl tengelyétol mért tavolsagot pedig r. A rendszer
szimmetridja miatt sem a potencial, sem a térerdsség nem fiigg a harmadik hen-
gerkoordindtatdl, ami a tengely koriili forgdsszog. Az is egyszer(i kovetkezménye
a szimmetridnak, hogy az elektromos térnek csak fiiggbleges (F.) és sugdrirany
(E,) komponense van.

a) A rendszer forgdsszimmetridja miatt a gy(ir(i fiiggbleges tengelyén az elekt-
romos térerésség tengelyiranyt, és z magassigban a nagysaga:

L0 Q:

3
Ez = _— = 2 2 _5.
(2) 4mey R2 4 22 cosy 4meg (B +27)

Itt ¢ a gytlirt és a vizsgdlt tengelypont altal alkotott kip félnyildsszoge, cosp =
= z/V R? + z2. Abban az esetben, ha |z| < R, ez a térerésség igy kozelithetd:

Qz

E.(2)~ Tl

Tehdt |z| < R esetén E,(z) kozel linedris, és z — +o0 esetén E, — 0, ahogy az db-
rdn is lathato.

E.

b) I. megoldds: Gauss-térvénnyel. A gyfliriinek az dtmérdjére vett tiikorszim-
metridja miatt a gylrd sikjaban a térerdsség sugariranyu. A kozépponttdl r < R
tavolsdgra a térerésség E,.(r) nagysdgat igy kaphatjuk meg, hogy a Gauss-torvényt
alkalmazzuk egy kis hengerre, melynek koézéppontja és tengelye egybeesik a gyti-
rii kozépontjaval és tengelyével. A kis henger sugara legyen r < R, magassiga
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22 < R. A paldston a térerdsség feliiletre merdleges komponense FE,.(r), az alapla-
pokon E.(z), igy a Gauss-térvény szerint? 0 = 4rrzE,.(r) + 2rr?E,(z), ahonnan

Qr

B~ g m

A kozelités r < R esetén érvényes, és a negativ elgjel azt jelzi, hogy a gyfirti sikjaban

a térertsség a gylirt kozéppontja felé mutat.

II. megoldas: A potencidlra felirt integrdlbdl. A kérdést megoldhatjuk az a)
kérdés megvalaszoldsa nélkiil is, kicsit tobb szdamoldssal. A gytirii sikjaban a kozép-
ponttdl r tavolsdgra az elektromos potencidl

1 Q da

O(r)= — 2 ,
(r) 4#5027r/\/R2+7“2—2chosa

ahol az o kozépponti szoggel paramétereztiik a gytlirii pontjait, és az integrandus
nevezOjében a koszinusztételt alkalmaztuk. A feladat megolddasahoz az integralast

nem kell elvégezni! Az elektromos térerdsség E.(r) = —% sugariranyu a gyuri

sikjdban, és a kozéppontban zérus, hiszen ®(r) paros fiiggvény. fgy r < R esetén

dE(0) _ d2(1>(0) B
Er(r) ~T ar -r dr2z
Qr T d?

_ Y op2 2 _ -1
= Tnte, | @2 (R*+7r®—2Rrcosa)” 2 T:Oda.

—T

Mivel a derivalas és az integralas mas valtozéra torténik, a két miivelet felcserélheto.
Az integralon beliil a derivaltra (3 cos? a — 1)R™ adédik, igy

Q@

TRl IO (3cos’a — 1) da =

—T

Qr
E, ~ S A
(r) 8megR3

Ez megegyezik a Gauss-torvény segitségével kapott értékkel.

T

¢) El6z8 eredményeinket felhaszndlva a kis test mozgasegyenlete (kis kitérések
esetén)
Qq

B 87T50R3 v

Ez egy harmonikus rezgémozgast ir le, aminek peridédusideje:

2 3
T g, | FFEOMET
Qq

?Val6jaban a térerbsség E.,(r,z) radidlis és E.(r, z) fiigg6leges komponense is fiigg
mind az r, mind a z koordinatat6l a henger feliiletén. Azonban a rendszer szimmetridja
miatt E,.(r =0,2) =06s Ex(r,z=0) =0,igy r/R,z/R < 1 esetén els6 rendben F,(r, z) =~
~ E.(r,0) = E;(r) és E.(r,z) = E.(0,2) = E.(2).

mi =
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4. feladat. A feladat nem tesz emlitést az dramiranyokrél. Az aldbbiakban
feltessziik, hogy az aramok ellentétes koriiljaras szerint folynak a csévek palastjan.
Az alabb bemutatott szamolashoz hasonléan megmutathaté, hogy ha nem igy len-
ne, akkor a bels6 cs6 kis kitéritésekor a magneses mezdben tarolt energia névekedne,
igy a csO az elengedés utan az eredeti helyzete koriil rezgésbe jonne.

Tekintsiink el0szor csak egy darab hosszu, szupravezetd csovet! A szupravezet6
anyagba nem hatolhat be a magneses tér, ezért a cs6 belsejében az indukciévonalak
a szimmetriatengellyel parhuzamos irdnyban futnak, majd a cs6 végeinél kilépnek
és szertedgaznak. A szupravezetd csé magneses tere tehat nagyon hasonlit egy szol-
enoid tekercs teréhez azzal az apré kiilonbséggel, hogy a szolenoid végeinek kozelé-
ben a tekercs menetei kozott is 1épnek ki indukciévonalak. Emiatt a szupravezetd
cs6 paldstjdn az drameloszlas (a végek kicsiny kornyezetétdl eltekintve) egyenletes.
A cs6 belsejében tehét a magneses indukciévektor nagysdga ol /¢ (ahogy az a szol-
enoidra érvényes osszefiiggésbdl vagy a gerjesztési torvénybdl adédik), mig kiviil
elhanyagolhato.

A két egymdsba helyezett cs6 eredd magneses terét szuperpoziciéval lehet meg-
hatdrozni. Az ellentétes aramirdnyok miatt csak a két csé kozotti térrészben van
magneses mez6 (ennek indukcidjat jelolje Bp). A kisebb, R sugart csé belsejé-
ben a mégneses indukcié zérus (B = 0), csakigy, mint a nagyobb csévon kiviil.
A csovek kozotti térrészben az indukciévektor nagysdga tehat:

1
By = o 7
Amikor a ,l6vedék” elhagyja a nagyobb cstvet, az arameloszlds megvaltozik
a csovekben, tobbé mar nem lesz egyenletes, az er6hatdsok pedig bonyolult mé-
don hatarozhatok meg. Mire azonban a két csé nagy tavolsagra keriil egyméstol,
az drameloszlasok ismét egyenletessé valnak a paldstok mentén. A szupravezetd cso-
vek altal koriilfogott magneses fluxus ekézben nem valtozhat meg, mert az végtelen
nagy aramot indukalna benniik a nulla elektromos ellenalldsuk miatt. A nagyobb,
illetve a kisebb cstvon dthaladé fluxus kezdetben:

®, =7 (R} — R3)Bu, Dy = 0.

Az egymastdl tdvol keriilt csovek esetén a kisebb belsejében csak gy maradhat
nulla a fluxus, ha a végallapotban nem folyik benne dram. Ugyanebben a helyzetben
a nagyobb cs6 fluxusa:
/1 = WR% 17
ahol B/ a nagyobb cs6 belsejében kialakuld, jé kozelitéssel homogén mégneses mezd
indukcidja. Ez utébbi kifejezhetd a ) = &1 egyenléség felhaszndlasival:
R2 o R2
By = ——2B.
1 R% 1
A rendszerben a szupravezeté csovek miatt nincs disszipacié, ezért a maéagneses
mezoben tarolt energia csokkenése fedezi a l6vedék mozgdsi energiajat:
Ekezdeti _ Evégsé 1 2

magn. méagn. + §mv .
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Ismert, hogy B indukcidji mégneses mezé energiastiriisége (azaz a mezd egységnyi
térfogataban tarolt energia) B?/(2ug), ezért az energiamérleg igy frhaté:

B} By® 1

ﬁw(Rf —R3)t = ﬁm?e + imvz.
Behelyettesitve By és Bj kordbban felirt értékeit, rovid rendezés utdn a kdvetkezd
eredményt kapjuk a ,16vedék” végsebességére:

Ry [THo

2 _ P2
Rl mil (Rl RQ)

Szasz Krisztian, Tasnadi Tamas és Vigh Maté

Beszamolé6 az 5. Eurépai Fizikai
Diakolimpiarél

Az 5. Eurépai Fizikai Didkolimpia (EuPhO) a COVID-19 jarvdny miatt az elé-
76 évhez hasonléan online formaban keriilt megrendezésre junius 19. és 26. kozott.
A versenyen 27 eurépai és 19 Eurdpédn kiviili orszag osszesen 219 didkja vett részt.
A versenyz&k a legtobb orszagban egy helyen, tanari feliigyelettel irtak meg a dol-
gozatokat, amelyeket beszedés utdn beszkenneltek, és elkiildtek a verseny szervezo-
inek, akik azokat kijavitottak. A verseny tisztasaga érdekében az egész folyamatot
(dolgozatirds, szkennelés) videén kozvetiteni kellett.

A verseny az 5 éras elméleti forduléval indult, majd a kévetkez6 nap a szintén
5 orés kiséletivel folytatédott (a feladatokat aldbb kozoljiik). A tavalyi versenyhez
hasonléan a kisérleti forduléban két szimuldciés programmal dolgoztak a didkok.
A dolgozatokat a szervezok altal felkért javiték pontoztdk. A pontok esetleges
megnovelése, a moderdcio most is a versenyzok feladata volt, ami szoveges formaban
bekiildott kérés alapjdn tortént. Az online médon tartott eredményhirdetésre jinius
26-an keriilt sor, ahol kideriilt, hogy a verseny abszolit gyoztese Viad Stefan Oros
Roméniabdl 41,3 ponttal (a maximadlis pontszam 50 volt). Az aranyérem hatéra
23,5 pont volt, amit 15 versenyz6 ért el. Eziistérmet 30, bronzérmet 66 és dicséretet
27 diak kapott.

A magyar csapat egy tobbkoros kivalasztési folyamat végén alakult ki (ennek
részleteit az eléz6 szdmban kozoltiik). A csapat és kiemelkedd eredményeik:

Kovics Balazs Csaba (Hatvan, Bajza Jézsef Gimnézium, 11. oszt.), aranyérem
(26,6 pont), felkészits tandra: Maruzsiné Sevella Judit, Kovdcs Ldszlo;

Varga Véazsony (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorl6 Altaldnos Iskola és Gimné-
zium, 12. oszt.), eziistérem (22,4 pont), felkészité tanara: Schramek Anikd;
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Bokor Endre (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altalanos Iskola és Gimndzi-
um, 12. oszt.), eziistérem (20,5 pont), felkészitd tandra: Schramek Anikd;

Téth Abel Levente (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos Iskola és
Gimnézium, 12. oszt.), ezistérem (20,1 pont), felkészi{td tandra: Schramek
Aniké és Homa Gdbor;

Bonifert Baldzs (Budapest, Bair-Madas Reformédtus Gimndzium, 12. oszt.),
eziistérem (18,3 pont), felkészitd tandra: Horvdth Norbert.

Emlitésre mélté még, hogy Kovacs Balazs Csaba az abszolut 7. helyet érte el
a versenyben. A magyar csapat vezetGje Szdsz Krisztidn volt, a feladatokat a ver-
senynapok reggelén Vanko Péter forditotta le magyarra, Vigh Mdté pedig a ver-
senybizottsagban képviselte hazdnkat. Az alabbiakban kozoljiik a verseny feladata-
it, a megoldésok a verseny honlapjan érhetdk el: https://eupho.ee/eupho-2021/.
A szép eredményhez gratulalunk!

Elméleti feladatok

1. Szivargas

Egy 2H magassdgu és 2V térfogat, tireges, hészige-
telt hengert alulrdl egy hoszigetelt dugattyi zéar el. A hen-
ger két, kezdetben egyforma részre van osztva egy hészige-
tels, m tomegii valaszfallal. A valaszfal egy kor alakd pe-
remen nyugszik, ahol egy tomités biztositja a szoros érint-
kezést. Mindkét részt p nyoméasu és T' hémérsékletin héli- 2"
umgdz tolt ki. A dugattyi egy eré hatasara lassan felfelé »,V,T
mozog.

p, V,T

a) Hatarozzuk meg az alsé rész Vy térfogatat, amikor I -
a gaz elkezd szivarogni a két rész kozott!

b) Hatdrozzuk meg a fels6 rész 71 hémérsékletét, ami-
kor a dugattyu eléri a valaszfalat!

¢) Hatdrozzuk meg az alsé rész Ty hémérsékletét koz- 1 dbra
vetleniil azel6tt, hogy a dugattyu eléri a vélaszfalat! ’

2. Fonal egy henger koriil

Egy fondl egyik végére L > 2m R hosszisagu hurkot
készitiink, majd egy R sugart hengert bijtatunk at rajta.
A fondl és a henger kozott a surlédasi egyiitthatd pu. A fo-
nal szabad végét a henger tengelyével parhuzamos irany-
ban hizzuk (a képen nyil mutatja), mikézben a hengert
nem engedjiik elmozdulni. Ha a hurok hossza nagyobb,
mint egy kritikus Lg érték, a hurok csiszhat a hengeren,
anélkiil hogy megvaltozna az alakja. Ellenkez6 esetben

2. dbra a surlodas ,,rogziti” egy helyen, és ha noveljiik a htzderot,
a fonal akér el is szakadhat. Hatarozzuk meg a kritikus
Lo értéket! A fondl silya elhanyagolhatd, a fonal nem csavarodik huzés kozben.
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Hasznos lehet:

2/\/1+x2dm:m\/1+:c2+ln(ac+\/l+x2).

3. Uveggolyé

Az els6 fénykép (3. dbra) egy digitélis kamerdval késziilt és egy iiveggolyodt
abrézol, amelyet hatulrdl egy diffiz, dikromatikus fény vilagit meg, amely csak
két, vékony spektrumvonalat tartalmaz (vordset 630 nm és ibolyédt 400 nm). A dif-
fiz fény a fehér padlérdl (a képen 1-gyel jelolve) és a fehér falakrdl (2-vel jelolve)
érkezik, amelyeket ibolya és voros LED lampak vildgitanak meg. A kamera érzé-
kel6jében csak voros, kék és zold szenzor van, igy az ibolya fény a képen kéknek
latszik (14sd szinesben az elsé bels6 boritén). A fénykép a golyd sugarandl jéval na-
gyobb tévolsdgbdl késziilt. A goly6 hatséd oldalara egy nagyon vékony, atldtszatlan
fonél van ragasztva a gémb egy fékorének egy szakaszéra. A fényképen a fonalat
eltakarja a golyd, és igy kozvetleniil nem lathat6. Azonban a fonél egy nagyon kis
darabjianak nagyon-nagyon eltorzitott képe kék (k-val jelolt) és piros (p-vel jelslt)
ellipszisként lathaté. Az 1 beti lila szini teriileteket jelol a fényképen.

3. abra 4. dabra

Az els6 fényképen a golyd kozéppontjat egy kereszt, a golyé keriiletét pedig
egy szaggatott vonal jeloli. (A versenyz6k megkaptdk az els6é fénykép nagyobb
valtozatat is egy kiilon lapon, azon végezhettek tavolsagméréseket. A nagyobb
fényképen a piros és a lila tartomanyok hatdrat is szaggatott vonal jelezte.)

A 4. dbrdn lathaté mésodik fénykép ugy késziilt, hogy egy fehér LED vilagitja
meg a golydt, és a golyo el van forgatva, hogy a fonal kozvetleniil lathaté legyen.

a) Sugarmenetek segitségével adjunk kvalitativ magyardzatot arra, hogy a fo-
nél egy darabja miért latszik zart hurokként az elsé fényképen!

b) Hatédrozzuk meg a voros fényre vonatkozo nysess torésmutatdt!

¢) Hatérozzuk meg a voros és ibolya fényre vonatkozé torésmutatdk
An = Nyorss — Nibolya

kiilonbségét!
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Kisérleti feladatok
1. Elrejtett vezeték Fszak
Kisérleti elrendezés és feladatok //1

Egy nagyon hosszi rézvezeték vizszintesen L
fut ismeretlen h mélységben a vizszintes, L =
= 100,0 mm élhosszusagu négyzet alaku feliilet
alatt. A négyzet oldalai nyugat-kelet (x tengely) és
dél-észak (y tengely) irdnyuak, ahogy az 5. dbrdn
latszik. A koordinata-rendszer origdja a négyzet
délnyugati sarkdban van.

S

Kelet

~
h

A vezeték egy allithaté egyendramu aramfor-
rashoz van csatlakoztatva (az dbrdn nincs feltiin- 5. dbra
tetve), amelyen az I dramot a —5 A és +5 A kozot-
ti tartoméanyban lehet dllitani. Az ellentétes eléjeli dram az adramforrds ellentétes
polaritdsdnak felel meg. A négyzetes feliiletre (beleértve a hatdrvonaldt is) egy
kis irdnytiit helyezhetiink, ami érzékeli a vezeték magneses mez6jét a magnestii és
az északi (y) irdny kozotti ¢ elforduldsi szog dltal. Pozitiv ¢ érték a keleti irdnyban
torténo eltériilésnek felel meg, ahogy az abran lathatd, mig negativ ¢ nyugati irdnyt
eltériilésnek felel meg. Feltételezheto, hogy
e a magnesti egy pontszerii mégneses dipdl, amely szabadon foroghat a fligg6le-
ges tengelye koriil, azaz az irdnyti csak a magneses tér vizszintes komponensére
érzékeny;
e a tli magassdga a feliilet felett elhanyagolhaté a vezeték mélységéhez képest,
azaz a tl az x—y sikban van.

Tervezzitk meg a mérést és végezziik el a sziikséges szimulacidkat a kdvetkezd
feladatok megoldasdhoz:

a) Hatdrozzuk meg a vezeték elhelyezkedését a koordindta-rendszerhez viszo-
nyitva, azaz adjuk meg az egyenletét y = ax + b alakban! Becsiiljiik meg az a és b
paraméterek hibdjat! Rajzoljuk be egy grafikonba a vezeték helyzetét, és jeloljitk
a pozitiv I aramhoz tartozd irdanyt!

b) Hatarozzuk meg a vezeték feliilethez viszonyitott h mélységét és a Fold
maégneses terének Bg vizszintes komponensét! A feladatnak ebben a részében nem
kell hibaszamitast végezni, azonban a végeredményeket megfelel6 szamu értékes
jeggyel kell megadni.

A véikuum magneses permeabilitasa

o = 41 x 1077 Tm/A.

A szimuldacios szoftver leirasa

A parancssoros program szimuldlja a ¢ eltériilési sz6g mérését, miutdn meg-
adjuk az I aramot és az iranyti helyzetének x és y koordinatdit a feliileten.

Egy szimulaciés 1épés tipikus kimenete igy néz ki:
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Enter I (A) between -5.0 and 5.0: 3.4
Enter X (mm) between O and 100: 55
Enter Y (mm) between O and 100: 31
PHI = -33 degrees

Enter I (A) between -5.0 and 5.0: _

Elészor meg kell adjuk az I dramot A-ben (a szdmértéket —5,0 és 5,0 kozott),
aztdn az x és y koordindtakat mm-ben (a szdmértékeket 0 és 100 kozott). Minden
adatot az Enter gombbal kell megerdsiteni. A program kiadja ¢ (PHI) értékét
fokokban (1°-ra kerekitve) és visszatér a kiindulé allapotba.

A megadott I dramérték 0,1 A-re, az x és y koordindta-értékek 1 mm-re
lesznek kerekitve a szimuldcié elvégzése eldtt. (Tehdt nincs értelme ennél pontosabb
értékeket megadni a bevitelkor.)

Minden egyes alkalommal, amikor megadjuk az iranyti helyzetét, a szimula-
ciéban hasznalt koordinatdk egy kb. 0,5 mm-es hibdval el fognak térni a bevitt
értékektdl. (Ez azt szimuldlja, hogy a valdsdgban is csak korlatozott pontossdggal
tudjuk elhelyezni.)

Ha barmikor ki akarunk 1épni a programboél, nyomjunk Ctrl4+C-t.

2. Forr6 henger

L Bevezetés. Egy ismeretlen fémbol ké-

il sziilt, L = 30 cm hosszisaga és » =1 cm su-
e o 0 gari rud kezdetben szobahdmérsékleten van,

P T Ty Ty Ty =26,9°C =300 K. A fémrid tomege m =
s =460 g. Az a feladat, hogy meghatarozzuk

ennek az ismeretlen fémnek a termikus tulaj-
donsdgait. A fémrudat az egyik végén mele-
githetjiik, és tetszblegesen megvélaszthatd he-
lyen megmérhetjitk a hémérsékletét. A fiités az © =0 és x = Ly = 3 cm kozott
talalhat6 (ldsd az 6. dbrdt). A flités programozhaté: megadhaté egy rogzitett tel-
jesitmény (wattban) és egy id6tartam (méasodpercben), ameddig a fiités be van
kapcsolva. Hémérsékletméréseket ugy végezhetiink, hogy megadunk legfeljebb &t
helyet a rid mentén, ahol a szenzorok legyenek, a mérés frekvencigjaval, valamint
kezdeti és befejez6 idopontjaval egyiitt. A szimulacié a hémérsékletértékeket gyor-
sitott ,,valés id6ben” fogja mutatni (kb. 10-szer gyorsabban, mint a valésdgban).

6. abra

Feltételezhetjiik, hogy a fltoteljesitmény a ridba jut, és hogy a rud egyrészt
hoatadassal a levegonek, mésrészt feketetest-sugarzassal ad le hét a kornyezetének.
A levegének valé héleadds linedrisan valtozik a rid hémérsékletével, és egy « té-
nyezével jellemezhetd: a héatadas egységnyi feliileten egységnyi id6 alatt a(T — Tp).
A levegl szabadon aramlik, igy « értéke allandénak tekinthet6 a rid mentén, és
fiiggetlen a feliilet hémérsékletétol. A feketetest-sugarzassal leadott h6 a Stefan—
Boltzmann-torvénnyel irhaté le, azzal a médositassal, hogy az emisszios dllando g,
és igy az egységnyi feliileten egységnyi id6 alatt leadott sugarzé hé Bo(T* — Ty),
ahol o = 5,67~8 W/(m2K*). Hasonl6an a-hoz, az emissziés allandé is dllandé a rid
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mentén, és nem fiigg a hémérséklettsl. A rudat ezen kiviil jellemzi a k hovezetési
tényez6 (a h6aram a rid mentén z irdnyban —kdT'/dx), és a ¢ fajhé.

Feladatok. A feladat az ismeretlen fém c fajh&jének ((J/kg K) egységekben),
k hévezetési tényezdjének (W/(mK) egységekben), az a héitaddsi tényezének
(W/(m?K) egységekben), és a 3 emissziés tényezének (dimenziétlan) a megha-
tarozésa. Az értékeket a valds értékhez viszonyitva 10% pontossiggal kell megal-
lapitanunk. Ez azért van, mert kiillonbozé hibaforrasok vannak, mint a Gauss-féle
véletlen hiba a szenzor helyének megadasaban és a homérsékletmérésben. A hiba
nagysaga az eredmények fluktuaciéjabol megallapithato.

Mint minden mérésnél, itt is egyértelmiien fejlécezett tablazatokat, egyértel-
mien jelolt grafikonokat, és megfelelen részletes szamitasokat kell késziteni, amivel
megmutato, hogy miket mértiink és hogyan jutottunk az eredményekhez.

Program kezelési feliilete. A rod nevil szimuldciés program futtatasaval
ismételt méréseket végezhetiink a ridon. A program egyméds utdn kérdezi a mérési
beallitdsnak megfelelé értékeket. Minden esetben a megfeleld értéke(ke)t be kell
irni, és meg kell nyomni a return-t a kovetkezd kérdéshez. A kovetkezbket kell
megadni:

1. A faté futételjesitménye:
Enter P (W), between 0 and 300:

2. Az az idGtartam a mérés megkezdésétdl szamitva, ameddig a flités be lesz
kapcsolva (ezutédn a fiités kikapcesol):
Enter heating duration (s), between O and 3600s:

3. A ridon végzett hémérsékletmérések kezdd és befejezd idépontjai (a kisérlet
kezdetétél szamitva):
Enter the starting and finishing time for the measurements (s),
separated by a space. Must be between O and 3600s:

4. Az id6intervallum két egymdést koveté homérsékletmérés kozott:
Enter dt (s), between 5 and 3600s and a multiple of 5s:

5. A hémér6 szenzorok helye a rid mentén. A koordinatdk a ridnak a flitGtesttel
ellatott végétdl vannak mérve:
Enter up to 5 locations for the sensors (in cm), between L=0 and
L=30cm, separated by spaces:
Ha nem frunk semmilyen értéket, az azt jelenti, hogy semmilyen mérést nem
végziink.

6. A mért hémérsékletadatokat tartalmazé fajl neve. Minden mentett mérési adat
megjelenik a képernyon is:
Enter the output file name:
Javasolt csak ékezet nélkiili latin betiiket és szamokat haszndalni a féjlnévben,
mas esetben az adatokat nem lehet elmenteni. Az eredmények .txt fdjlban
lesznek elmentve a megadott névvel, a programmal azonos mappdaban.

Ervénytelen input esetén hibaiizenetet kapunk, és tijra beirhatjuk az értéket.
A program kiirja, hogy nyomjunk return-t a mérés elkezdéséhez, vagy irjuk
be, hogy restart és azutan nyomjunk return-t, ha jra be akarjuk irni a mérési
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paramétereket. A szimuldcié futasakor a program kiirja a bevitt adatokat, aztan
elkezdi kifrni a f{ités bekapcsoldsatol szamitott eltels idét (t(s)), és az Osszes
szenzor altal mért értéket ugyanabban a sorrendben, ahogy megadtuk ket (Ti(C),
ahol 7 az i-edik szenzornak felel meg).

Ha a szimuldciénak vége, 1j mérést lehet kezdeni a restart beirasa és a return
megnyomasa utan.
Szasz Krisztian, Vanké Péter

Ifju Fizikusok
' Nemzetkozi Versenye

u
L Versenyfelhivas és beszamolé

Ha szereted a fizikdt, a kisérletezést, jol beszélsz angolul, és eqy életre szolo
élményre vdgysz, akkor itt a helyed!

A Fizika Vildgbajnoksagnak is nevezett IYPT (Ifju Fizikusok Nemzetkozi Ver-
senye, angolul International Young Physicists’ Tournament) egy angol nyelvii, ki-
sérleti fizikai csapatverseny, ahova a vildg minden t4jardl (t6bb mint 30 orszéghdl)
érkeznek kozépiskolasok, hogy 6sszemérjék tuddsukat. Az IYPT a XXI. szazad ki-
hivasainak megfelel¢ készségeket var el az induldktol: nemcsak a fizikdban kell
jartasnak lenni, hanem az eredményeket prezentdlni és megvédeni is tudni kell!
A résztvevo didkok a versenyt megel6zéen elvégzett fizikai méréseiket és kutatasa-
ikat egy — angol nyelven el6adott — tudomanyos prezentacié formdjaban mutatjik
be a rivalis csapatoknak.

Az IYPT verseny magyarorszagi elsd forduléjéra (Hungarian Young Physicists’
Tournament, HYPT) az hypt.elte.hu oldalon valé regisztracié hatdrideje:

2021. november 9. éjfél.

A jelentkez§ didkoknak egy kivdlasztott IYPT problémardl 10 perces angol
nyelvii eléadast kell késziteni és felvenni, majd 2020. november 30-ig bekiildeni.
Ezen el6adasok alapjan a legjobb bekiildok az ELTE TTK-n, december kézepén
megrendezésre keriil6 szébeli fordulén vehetnek részt. Az indulé didkoknak itt
az altaluk bekiildott el6adast éloben kell el6adniuk.

A decemberi szébeli fordulét kovetéen a 10 legmagasabb pontszamot eléré didk
az ELTE TTK Anyagfizikai Tanszékén végezheti a tovabbi kutatdsait. A felkésziilés
soran nyujtott teljesitmény alapjan 3 didk indulhat az osztrdk AYPT versenyen,
az 5 legjobb diak pedig bekeriil a Romanidban megrendezésre keriilé 35. [YPT
magyar csapataba.

Jelentkezés, a feladatok szovege és tovabbi informacidk az hypt.elte.hu web-
oldalon, illetve az email@hypt.elte.hu email cimen.

Néhédny példa a 2022-re kittizott IYPT problémak koziil:

3. Gyirid a rudon. Egy fliggdleges acélrudra huzott csavaralatét forogni kezd-
het, ahelyett, hogy egyszeriien lecstszna rajta. Tanulményozd az alatét mozgasat
és vizsgald meg, hogy mi hatarozza meg a végsebességét!
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8. Ekvipotencidlis vonalak. Helyezz két elektrodat a vizbe, kapcesolj rd (bizton-
sdgos mértékii) fesziiltséget, és voltmérovel hatdrozd meg az elektromos potencidlt
kiilonb6z6 helyeken. Vizsgald meg, hogy a mért ekvipotencidlis vonalak hogyan
térnek el a varakozasodtol kiillonbozo koriilmények és folyadékok esetén.

12. Gyertydval hagtott turbina. Egy gyertya folé fiiggesztett papirspiral forogni
kezd. Optimalizald a kisérleti 6sszedllitast a maximdlis forgatonyomaték eléréshez.

Eziistérmes lett a magyar ifji fizikus csapat Griuziaban

2021. julius 7-14. kozott keriilt megrendezésre 34. alkalommal az Ifju Fizi-
kusok Nemzetkozi Versenye (IYPT — International Young Physicists’ Tournament,
https://www.iypt.org/). A jelenléti koriilmények kozott zajlé versenyen kitling ver-
senyzéssel a magyar csapat az eziistérmet jelento 5. helyet vivta ki.

11 kutatdsi témdaval érkeztiink a griziai (georgiai) Kutaisibe, melybél 5-6t
mutattunk be a versenyen. A megmérettetésen a sajiat kutatasi eredmények pre-
zentdldsa mellett a tobbi orszdg eredményeinek opponéldsa és értékelése (review)
is a verseny része. Kalocsai Zoltdn az eziistérem mellé még egy kiilondijat is kapott
a ,,Legjobb Reviewer” kategériaban.

Tovabbi informécidkért latogasd meg, és kovesd Facebook oldalunkat:
www .facebook.com/hypt.elte.hu, ahol a csapat képeit és eseményeit taldlod,
amik tobbet mondanak minden szénal!

A magyar csapat tagjai voltak:

Amélie Goertz (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos Iskola és
Gimnézium, 10. évf.);

Kalocsai Zoltan (Szombathely, Nagy Lajos Gimndzium, 11. évf.);
N4édori Jakab (Budapest, Radnéti Miklés Gimnédzium, 12. évf.);
Simon Tama4as (Budapesti Német Iskola, 11. évf.);

Somogyi Bogliarka (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimnédzium, 12. évt.).

A versenyzok felkészitése az ELTE Anyagfizikai Tanszékén folyt egyetemi hall-
gatok, oktatok és kozépiskolai tanarok vezetésével:

— Egyetemi és kozépiskolai oktatok: Homdastrei Mihdly (Budapesti Német Isko-
la, ELTE), Ispdnovity Péter (ELTE), Jenei Péter (ELTE), Szeidemann Akos (Edt-
vos Jozsef Gimnézium, Tata), Széchenyi Gabor (ELTE), Vincze Miklds (ELTE-
MTA).

— Egyetemi hallgaték és doktoranduszok: Bdndczki Timea (BME), Kadlecsik
Addm (ELTE), Lipovics Ddniel (University College London), Nagy Péter (ELTE),
Penc Patrik (BME), Vavrik Marton (BME).

A sok nevetéssel és kemény munkaval toltott év utan most indul a felkésziilés

a 2022-es megmeérettetésre, mely Temesvaron, Romaniaban keriil megrendezésre.

az HYPT szervez6k csapata
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Fizika feladatok megoldasa

P. 5308. Egy 24 cm dtmérdji, gomb alaki
tejiiveg ldmpabirdaban a villanykorte kicsiny izz0-
szdla a bira kézepétdl 3 cm-re tolddott el. Az izzo-
szal kozepét a gomb kozéppontjdval dsszekiots egye-
nes mentén, azzal kis szdget bezdrva terjedd és
a bura faldrol tobbszorosen visszaverddd fénysuga- ° @
rak igy az 1zzoszdlnak olyan két valodi képét is létre
tudjak hozni, amelyek 2-2 cm-re vannak a gomb
kozéppontjdatol. Hogyan keletkeznek ezek a képek,
és hogyan ardnylik eqgymdshoz e két kép nagysd-
ga?
(5 pont) Radnat Gyula (1939-2021) feladata

Megoldas. A leképezési torvény értelmében

t
bt
t—f
ahol k a képtavolsdg, t a targytavolsdg (ugyanattol a tiikortdl szamitva) és f = 6 cm
a gombtiikrok fékusztavolsdga (a sugdr fele).

A villanykortébél balra elindulé fénysugarak tg = 15 cm tavolsdgra vannak
a bal oldali tiikortdl, igy a kép kg = 10 cm tavol lesz a bal oldali tiikkértol. Ez éppen
2 cm-re van a gomb kozepétdl, ez adja tehat a bal oldali valédi képet, amelynek
nagyitdsa

Nbalra =T =35

A jobbra elindulé fénysugarak ¢, =9 cm-re vannak a jobb oldali tiikortél,
a kialakuld kép k{, = 18 cm-re lesz a gomb feliiletétdl. Ez mdsodrendii fényforrdsként
funkciondl, innen dgy haladnak tovabb a fénysugarak a bal tiikor felé, mintha
ebbdl a pontbdl indulndnak. Ez a pont a bal tiikértdl ¢) = 6 cm-re van, ami éppen
a gombtiikor fokusztavolsdga. A bal oldali tiikorrdl visszaver6dd fénysugarak nem
alkotnak képet, hanem parhuzamosan haladva fogjak tjra elérni a jobb oldali
tiikrot, amirél visszaverddve annak a fékuszpontjaban, a jobb tiikortél k) = 6 cm-re
talalkoznak tujra.

Az optikai tengellyel parhuzamosan haladé fénysugarak tovébbi tdtjat méar
ismerjiik, hiszen ugyanigy fognak haladni, mint ahogyan odaérkeztek, csak éppen
forditott sorrendben tiikrozédve. Eszerint t5 = 18 c¢cm, k4 =9 cm, ) = 15 cm és
k) = 10 cm, vagyis az 5. visszaverddést kovetden keletkezik egy valédi kép 2 cm-
re a gomb kozepétdl, méghozza attdl jobbra (hiszen a pdros index{i képtavolsidgok
a jobb oldali tiikortél mért tédvolsdgot jelentik).

440 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/7



GF 2021.10.7 — 19:17 — 441. oldal — 57. lap KoMalL, 2021. oktéber ?

A negyedik visszaverédés utdan a kép mérete ugyanakkora lesz, mint a targy
mérete volt, hiszen a parhuzamosan haladdé sugarakhoz viszonyitva a fényterjedés
szimmetrikusan megy végbe. Az 6todik tiikkr6z6désnél a kép mérete a (virtudlis)
targy méretének %—a, hiszen kj = %tﬁl. Eszerint a jobbra induld fénysugarakndl is
a végso nagyitas

2

Njobbra = 3

3 = Nbalraa

vagyis a gomb kozéppontjatol 2-2 cm-re 1étrejovo valddi képek mérete ugyanakkora.
Té6th Abel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
9 dolgozat érkezett. Helyes Kertész Baldzs, Koleszar Benedek, Somlan Gellért és

T6th Abel megoldésa. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos (2-3 pont) 2, nem versenyszerii
2 dolgozat.

P. 5310. Szigetelt vezetohuzalbdl egy olyan egyen-

1
16 oldald hdaromsziget készitink, amely a vizszintes © ©
OO’ tengely koriil surldddsmentesen foroghat. A huzal B
merev, hosszeqységre esé tomege \. Kezdetben a hd- T
romszdog sikja fiiggdleges, és olyan homogén mdgne-

ses mezdben wvan, amelyben a B mdgneses induk-
ciovektor fiiggdlegesen felfelé mutat. Egy adott pilla-

natban fesziiltségforrast kapcsolunk a rendszerre, igy abban I erdsségi dram indul el.
(Az induktivitdstol eltekinthetink.)

a) Mekkora gyorsuldssal indul el a hdromszég vizszintes oldala?

b) Mekkora sziget zdr be a hdromszdg sikja a fiiggbleges irdnnyal, ha elegendd
idetg vdrunk?

(5 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs
Megoldas. Jeloljiik a héromszog oldalainak I

‘ ) (. . Y , o o'
hosszat L-lel, és szamitsuk ki a vezetokeret tehetetlensé-
gi nyomatékét az OO’ tengelyre vonatkoztatva. Tudjuk,

hogy mindharom oldal m = AL témegt, tovabba azt is, h
hogy a hdromszég magassdga h = \/TEL (1asd az dbrdt). A

A forgédstengellyel parhuzamos oldal minden da- | T |
rabkéja h téavol van a tengelytdl, igy a tehetetlenségi = =

nyomatéka

2
©1 =mh> = AL - <\/§L> VA
2 4
A masik két oldal mindegyike m = AL tomegii, de csak a tengelytél legtavolabbi
pontjuk van h tavolsagra a forgastengelytol. Vetitsiik rda — gondolatban — az egyik
oldalt a haromszog magassagvonalara. A vetités soran a vezetOhuzal minden da-
rabkdjanak a forgastengelytdl mért tavolsaga valtozatlan marad, tehat a tehetet-
lenségi nyomaték nem valtozik. Tudjuk, hogy egy h hosszisigi, m tomegii ridnak
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a végpontjara vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka %th, igy a ,ferde” veze-
tékdarabok tehetetlenségi nyomatéka:

1 M /V3 Y1

=03 =-mh?>="2( 2250 ) = SAL3.
92=0s=3gm 3 < 2 ) 1

Az egész vezetOkeret tehetetlenségi nyomatéka:

3 1 1 5
_ 5= SAL® + SAL3 + SAL® = SALS.
©=0;+06,+06; 1 + 1 + 1 1

Az A= ‘/TEL2 teriiletet koriilfogd vezetékeretre a kiindulési helyzetben

V3

Mpax = BIA = TBIL2

forgatonyomaték hat, aminek hatdsara

Mmax \/g BI
b= =%
szoggyorsulassal kezd el mozogni. A vizszintes oldal gyorsuldsa
\ng_ V3, VEBI_ 3 BI
2 5 AL 10 A
(Lathatd, hogy ez a gyorsulds nem fiigg a keret oldalainak L hosszatdl.)

b) Elegendéen hosszu idé mulva a vezetOkeret bedll abba az egyensulyi helyzet-
be, ahol a magneses mez6 forgatényomatéka és a nehézségi erd forgatényomatéka
egyenl6 nagysagu lesz. Ha a keret sikja ¢ szoget zar be a fligg6legessel, akkor a ha-
romszog kozéppontjaban haté nehézségi erd erdkarja

%hsingp = % Lsin g,
igy a nehézségi er6 forgatényomatéka
1
V3

A magneses mez6 forgatonyomatéka:

Mgrav. = 3)\Lg . LSil’l(p = \/g)\gLQ sin (.

3
Mysen. = Mpax - cosp = %BIL2 cos .
Egyensilyi dllapotban Mgray. = Mmggn., ahonnan a keresett szog:

BI
p = arctg m .

(Ez az érték sem fiigg az L hosszisdgtol.)
Selmi Bdlint (Pécsi Le6wey Klara Gimn., 12. évf.)

29 dolgozat érkezett. Helyes 11 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 11, hidnyos
(1-3 pont) 6, hibas 1 dolgozat.
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Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 407. Egy hungarocell tabla kis golydcskak sszesajtolt halmaza. Ha a tab-
lat eltorjik vagy elfiirészeljiik, konnyen kibukhatnak beldle ilyen kis golyocskak.
Meérjitk meg, hanyszorosa néhany ilyen golydcska stirtisége a tabla stirtiségének.

(6 pont) Kozli: Horvdth Norbert, Budapest

G. 753. Az autépalyan egymds mogott, 100 km/h sebességgel halad két, 5 m
hosszu gépkocsi. Az autdk kozotti tavolsag 30 m. Egyszer csak a hatsd auté elozni
kezd. Addig gyorsit egyenletesen, amig egymds mellé nem érnek. Ekkor a gyorsité
auté sebessége 130 km/h, amit a tovdbbiakban nem valtoztat meg. Ugy fejezi be
az elézést, hogy 30 m-rel az dllando sebességgel haladé masik kocsi elé sorol. Mennyi
ideig tartott az el6zés?

(4 pont)

G. 754. Ijjséghir 2021. marcius 20-an: ,,Alacsony, Fold koriili palyan, vagyis
800-t6l 2000 kilométerig tarté magassdgban kering az Urszemét nagy tobbsége
28000 km /h-s sebességgel.”

a) Milyen magassédgban keringhet az {irszemét 28 000 km/h sebességgel?

b) Milyen sebességgel keringhet az {irszemét 800-tSl 2000 kilométerig tartd
magassagban?

(4 pont)

G. 755. A 80 kg tomegii akcidhés olyan ejtéerny6t hasznal, amivel nyitott dlla-
potban 8 m/s sebességgel siillyed. Egy jelenetben a 60 kg tomegii hésnét a levegében
elkapja, majd ezutan nyitja az erny6t. Mekkora sebességgel ér foldet az Osszeka-
paszkodott par? Milyen magassdgbdl torténé leugras esetén érnének szabadon esve
ugyanekkora sebességgel a foldre?

(4 pont)

G. 756. Egy auto kerekében 1évO levegé nyomasat a benzinkdton 1,2 bar
értéklinek mutatja a nyomasméro. Feltételezve, hogy sem a gumiabroncs térfogata,
sem a benne 1év6 levegd homérséklete nem valtozik meg, hany szazalékkal né meg
a gumiabroncsban 1évé molekuldk szdma, ha a nyomast az eloirt 2,4 bar értékre
noveljiik?

(3 pont)
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P. 5346. Vizszintes talajon egyenletesen haladunk egy nagy kereki, G = 100 N
sulyu talicskdval. Ekkor 25-25 N er6t kell kifejteniink fliggélegesen a talicska rud-
jainak a végére. Vonalzéval és szogmérovel torténd szerkesztéssel hatarozzuk meg,
hogy mekkora és milyen iranya F' erét kell kifejteniink a rudak végére, ha ugyanez-
zel a talicskaval a = 18°-0s lejtén haladunk felfelé, illetve lefelé! Igazoljuk szamitas-
sal is a szerkesztés eredményét! Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a rudak
végének a tavolsiga a talajtél minden esetben megegyezik a talicska kerekének
sugaraval, és a talicska sulypontja is ugyanekkora tavolsagra van a talajtol.

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

P. 5347. A kezdetben nyugvé, m = 2 kg tomegii test surléddsmentesen mo-
zoghat a vizszintes feliileten. Egy adott pillanatban a testre a feliilettel parhuza-
mosan egy olyan allandé iranyt F' er6 kezd hatni, amelynek nagysaga egyenletesen
valtozva 4 s alatt 0-rél 20 N-ra n6.

a) Mekkora lesz a test sebessége t1 = 3 s mulva?

b) Mekkora utat tesz meg a test 3 s alatt, ha a o =2 s alatt megtett 1t

(5 pont) Kozli: Kotek Ldszlo, Pécs

P. 5348. Bemutatoérepiilésen egy 1j utasszallité repiil6gép 85,2 m/s sebesség-
gel huzott el a 15 °C-os levegében, 150 méteres magassagban. Ez a sebesség az ot-
tani hangsebességnek éppen negyed része, amit ugy szoktak megfogalmazni, hogy
v = 0,25 M, vagyis 0,25 mach értékii.! A talajszinten a levegé 16 °C-os volt. Ennek
a gépnek az utazdsi repiilési sebessége 900 km/h, ami 0,82 M (0,82 mach értéki)
az utazasi repiilési magassagban, az ottani h6mérsékleten.

A levegét idedlis gaznak tekintve, valamint feltételezve, hogy a levegd hémér-
séklete a talajtol mért tavolsdggal linedrisan valtozik, hatarozzuk meg

a) a levegd hémérsékletét az utazdsi repiilési magassdgban;

b) az utazdsi repiilési magassagot!

(4 pont) Radnai Gyula (1939-2021) feladata

P. 5349. 1,5 Q bels6 ellenallasu zsebtelep parhuzamosan kapcsolt Ry = 40 Q
és ismeretlen Ry ellendllasu fogyasztokat miikodtet. Hatarozzuk meg az ismeretlen
ellenallas értékét, ha a zsebtelep dsszteljesitményének 60%-a jut erre a fogyasztira.

(4 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves
P. 5350. Egy 4tlatszé gomb kozepét keskeny, parhuzamos fénynyalabbal meg-

vilagitva a sugarak éppen a gomb feliiletének dtellenes pontjan fékuszalodnak. Mek-
kora a gomb anyaganak torésmutatdja?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gabor, Budapest

! Ernst Mach (1838-1916) osztrék fizikus figyelmét egy magyar fizikatandr, Antonik
Kéroly (1842-1905) kisérletei terelték a hangrobbandsok és dltaldban a hangsebességnél
gyorsabban repill§ testek mozgasanak vizsgalata felé. Itt elért eredményei nyoméan 6rzi
nevét a Mach-szam a repiilés gyakorlati szakemberei kérében.
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P. 5351. Vajon miért nem szabad a lézerfénybe belenézni?

Az ember szemlencséje a fényt igen kicsi feliiletre, jellemzden néhany pm-
es tartomanyra képes fokuszalni. A legérzékenyebb sejtek a retindban vannak, itt
a ,csap” és ,palcika” nevii idegsejtek mérete a pm-es tartoméanyba esik. A minden-
napi életben haszndlt 1ézerek teljesitménye 0,1 mW és 100 mW kozott van.

Szamitsuk ki, hogy a legkisebb, tehdt 0,1 mW teljesitményti 1ézer fénye 80%-
os fényelnyelés mellett mennyi id6 alatt melegit fel egy sejtet a karosodast okozd
50°C-ra, és mennyi id6 alatt a biztos roncsoldst okozé 100 °C-ra. Az egyszerliség
kedvéért tekintsiink egy idegsejtet 5 pm atmérdéji és 7 pm mélységii hengernek,
amelynek strliségét és fajhéjét a vizével vehetjiik egyenlének. A szem hémérsékle-
tét vegyiik 36 °C-nak, és egyéb hatdsokkal (elmozduldsok, hévezetés stb.) most ne
torédjiink. A kapott idét vessiik Ossze az emberi szem kb. 0,2 médsodperces reak-
cividejével!

(4 pont) Kozli: Vass Ldszld, Budapest

P. 5352. Egy R ellendallasi, A keresztmetszetil, zart korvezet6t B indukcidvek-
tori méagneses térben szeretnénk forgatni a sikjaban 1évé szimmetriatengelye koriil
allandé w szogsebességgel. Mekkora atlagteljesitménnyel tudjuk ezt megtenni?

(4 pont) Kozli: Szdsz Krisztian, Budapest

P. 5353. Mi az oka annak, hogy a kibanyaszott uranérc aktivitasa jelentosen
nagyobb, mint a beldle késziil§ uranséé?

(4 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 5354. Motoros jatékvonat halad R sugaru, kor alakd palyan, dlland6 nagy-
sdgu v sebességgel. A kor kézéppontjatdl d < R tavolsagra egy allandd, fy frekvenci-
aju hangot kibocsato, pontszerti hangforras helyezkedik el. A vonatra egy mikrofont
rogzitiink. Milyen hatarok kozott valtozik a mikrofon &altal észlelt hang frekvenci-
dja? (A hang sebessége c.)

(6 pont) Kozli: Vigh Mdaté, Biatorbagy

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. november 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 71. No. 7. October 2021)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 412): K. 699. We have
six discs. Each disc has a letter on one side (A, B, C, D, E, F), and a number on the other
side (1, 2, 3, 4, 5, 6, in some order). The discs are placed on the table with their letter
side up. Given that the sum of the numbers on the discs marked A, B and C is 14, and
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the sum of the numbers on discs A, D and E is 12, what is the minimum number of discs
to be turned over in order to know which number is on which disc? K. 700. We have ten
cards numbered 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 and 10. The cards are placed on the table in a row,
and their numbers are added up in sets of three: first the cards in positions 1, 2, 3; then
those in positions 2, 3, 4; followed by positions 3, 4, 5; and so on; finally adding up the
numbers on the cards in positions 8, 9, 10. The sums obtained in this way are 14, 18, 24,
23, 24, 21, 16, 12, in this order. What is the sum of the numbers on the cars in the first
and last positions? K. 701. A flea is sitting on the 0 mark of the number line, ready to
jump. With each jump of the flea it moves 3 or 5 units either to the left or to the right.
The flea needs to visit every integer from 1 to 20. Find a possible sequence of at most
22 jumps that will let the flea achieve that goal. K/C. 702. Five cards were drawn from
a deck of 52 French cards. It turned out that none of them are face cards, and there is at
least one card from each suit. The sum of the even denominations among them is equal to
the sum of the odd denominations. The sum of the spades is 14, the sum of the red cards
is 10, and the card with the lowest denomination is a heart. Which cards were drawn?
K/C. 703. In a positive decimal fraction, the decimal point is shifted four places to the
right. The resulting number is four times the reciprocal of the original number. What is
the original number?

New exercises for practice — competition C (see page 413): Exercises up
to grade 10: K/C. 702. See the text at Exercises K. K/C. 703. See the text at
Exercises K. Exercises for everyone: C. 1684. Prove that there exists no pentagon in
which all sides are equal in length and two angles are 60°. C. 1685. In a royal dynasty,
there are eight brothers. The present king is the eldest brother. As a rule, a brother will
come to the throne when he is the oldest of those alive. However, there is a curse on the
dynasty: whenever each of three successive brothers comes to the throne, the following
brother will die from despair. In how many different ways may the brothers rule? (Only
the set of those coming to throne matters.) C. 1686. The hypotenuse of the right-angled
triangle ABC' is AB. The interior angle bisector f drawn from vertex A intersects side
BC at point D. Prove that the geometric mean of line segments AB — BD and AC' +CD
equals the length of angle bisector f = AD. (Proposed by N. Zagyva, Baja) Exercises
upwards of grade 11: C. 1687. I found three shopping lists in a shopping bag. The
first list included 23 buns, 13 apples and 15 eggs, the second list had 9 buns, 3 apples and
28 eggs, and the third one had 25 buns, 18 apples and 11 eggs. The amount paid for these
items on list one was 2021 forints (HUF, Hungarian currency), and the items on lists two
and three cost 2031 and 2041 forints, but I cannot remember which sum belongs to which
list. Each of the three kinds of products costs a whole number of forints a piece. What is
the piece price of each item? (Proposed by M. E. Gdspdr, Budapest) C. 1688. The single
mode of a set of data is 2, the median is 3, the mean is 4, and the range is 5. How many
elements may the data set have?

New exercises — competition B (see page 414): B. 5190. In a table of n rows
and k columns, there is —1 written in each field. In each move, one row and one column
is selected. Each number in the row is changed to the opposite, and then each number in
the column is changed to the opposite. For what values of n and k is it possible to achieve
a value of +1 in every field of the whole table? (3 points) (Proposed by J. Szoldatics,
Budapest) B. 5191. We have a wooden set square, but the hypotenuse has been chewed
by a rabbit. With the set square we can join points lying close enough, we can extend
straight line segments, and we can draw a perpendicular to any line at any point. Can
we construct the centre of a given circle however large its size? (4 points) (Proposed
by M. E. Gdspdr, Budapest) B. 5192. Eight boys decided to play a game of football,
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four against four, on each of the first seven days of the autumn break. Is it possible to
organize the teams so that any set of three boys would play in the same team at least
once? (5 points) (Based on the idea of M. E. Gdspdr, Budapest) B. 5193. In an acute-
angled triangle ABC, Z/BCA = 45°, the feet of the altitudes on sides BC, CA, AB are
D, E, F, respectively, and the orthocentre is M. Point F' divides line segment AB in
aratio AF : FFB = 2: 3. (G is the point on side AC for which CG = BM. Show that the
centroid of triangle ABG is M. (4 points) B. 5194. In a triangle ABC, ZABC = 2/CAB.
Side AB touches the inscribed circle at point E, and intersects the angle bisector drawn
from C at point F. Prove that AF = 2BE. (4 points) B. 5195. Prove that the inequality
xP -y 7P < 4y holds for every pair of positive real numbers (z,y), and all real numbers
0 < p < 1. (8 points) B. 5196. Let p(z) = 2z + 1. A is a subset of set S = {1,2,...,2021}
such that it contains at most one of the numbers n, p(n), p(p(n)) for every n, but this
condition will not hold anymore if any extra element of S is added to A. What may be
the number of elements in the set A? (6 points) B. 5197. Let N denote the set of non-
negative integers, and let k be a given positive integer. Is there a monotonically increasing
function f: N — N such that f(f(z)) = f(z) 4+ x + k for all & € N? (6 points)

New problems — competition A (see page 415): A. 806. Four distinct lines are
given in the plane, which are not concurrent and no three of which are parallel. Prove
that it is possible to find four points in the plane, A, B, C' and D with the following
properties: (i) A, B, C' and D are collinear in this order; (i1) AB = BC = C'D; (#ii) with
an appropriate order of the four given lines A is on the first, B is on the second, C' is on
the third and D is on the fourth line. (Proposed by Kada Williams, Cambridge) A. 807.
Let n > 2 be a given integer. Let GG be a finite simple graph with the property that each
of its edges is contained in at most n circuits. Prove that the chromatic number of the
graph is at most n+ 1. (Proposed by Addm Schweitzer, Budapest) A. 808. Find all
triples of positive integers a, b and ¢ such that a, b and ¢ are pairwise relatively prime
and a? 4+ 3b%c? = 7°. (Proposed by Nikolai Beluhov, Bulgaria)

Problems in Physics
(see page 443)

M. 407. An EPS panel is a set of compressed small styrofoam balls. If the panel is
broken or sawn, such small balls can easily fall out of it. Measure how many times the
density of some of these pellets is greater than the density of the EPS panel.

G. 753. Two 5-metre long vehicles are travelling one after the other on a highway
at a speed of 100 km/h. The distance between the cars is 30 m. Once, the car at the
back starts overtaking. It accelerates uniformly until the two cars are next to each other.
At this moment the speed of the accelerating car is 130 km/h, which remains constant for
the rest of the motion. This car finishes the overtaking manoeuvre by positioning itself
30 m ahead of the other car moving at a constant speed. How long did the overtaking
last? G. 754. Newspaper news on March 20, 2021: “The vast majority of space debris
revolve around the Earth at low orbits, i.e. from an altitude of 800 km up to 2000 km, at
a speed of 28000 km/h.” a) At what altitude can a piece of space debris orbit at a speed
of 28000 km/h? b) At what speed can a piece of space debris orbit at an altitude between
800 to 2000 kilometres? G. 755. An 80 kg action hero uses a parachute that sinks at
a speed of 8 m/s when open. In one scene, he catches the heroine, who weighs 60 kg,
in the air and then he opens the parachute. At what speed does the clinging pair reach
the ground? From what height should they jump without parachute in order to reach the
ground at the same speed? G. 756. The gauge pressure in the tyre of a car measured by
a meter at a gas station is 1.2 bars. Assuming that neither the volume of the tyre nor
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the temperature of the air in the tyre change, by what percentage does the number of
molecules in the tyre increase if the pressure is increased to the required 2.4 bars?

P. 5346. We move uniformly with a wheelbarrow, which has a big wheel and weighs
G =100 N, along the level ground. In this case we have to exert vertically upward forces
of magnitude 25 N at the end of each handle of the wheelbarrow. By means of a ruler
and a protractor construct and determine the magnitude and the direction of the force F'
exerted on each handle if we move along a slope of angle of elevation a = 18° downward
then upward. Verify the result by calculation. For the sake of simplicity assume that the
distance between the ground and the ends of the rods is always the radius of the wheel,
and that the centre of mass of the wheelbarrow is also at this distance from the ground.
P. 5347. An initially stationary object of mass m = 2 kg can move frictionlessly along
a horizontal surface. At a certain moment a force of constant direction and parallel to the
surface is started to be exerted on the object. The magnitude of the force is increasing
uniformly from 0 to 20 N in 4 s. a) What will the speed of the object be after t1 = 3 s?
b) How much distance does the object cover in 3 s, if the distance covered in to =2 s

is 89 = 19117 P. 5348. In a demonstration flight, a new passenger aircraft travelled at
a speed of 85.2 m/s at a height of 150 metres, where the temperature of the air was
15°. This speed is one quarter of the speed of sound there, which is usually formulated
as v = 0.25 M, i.e. 0.25 Mach. At ground level, the air had a temperature of 16 °C. The
cruising speed of this aircraft is 900 km/h, which is 0.82 M (0.82 Mach) at the cruising
altitude, and at the temperature there. Considering air as an ideal gas and assuming that
the temperature of the air varies linearly with the distance measured from the ground,
determine a) the temperature of the air at the cruising height; b) the cruising height.
P. 5349. A battery of internal resistance 1.5 2 is connected to two resistors connected
in parallel, one of them having a resistance of R; = 40 ) and the R2 resistance of the
other resistor is not known. Determine the unknown resistance of the second resistor if it
dissipates 60% of the total energy delivered by the battery. P. 5350. A thin parallel light
beam is aimed at the centre of a transparent sphere, and the rays meet exactly at the
opposite point of the surface of the sphere. What is the refractive index of the material
of the sphere? P. 5351. Why is it not allowed to look into a laser light? The lens in the
human eye can focus the light rays into a very small spot of diameter of several ym. The
most sensitive cells are in the retina, and here the size of the cells so called rods and cones
is in the range of pm. The power of lasers used in everyday life is between 0.1 mW and
100 mW. Calculate how long it takes for the light of the smallest laser, i.e. 0.1 mW, with
80% light absorption, to heat a cell to 50 °C at which the cell gets damaged, and how long
it takes to heat the cell to a temperature of 100 °C at which the cell is totally destroyed.
For the sake of simplicity consider the cell as a cylinder which has a base diameter of 5 ym
and a height of 7 ym; the density and the specific heat capacity of the cell can be assumed
to be the same as those of water. The temperature of the eye can be considered as 36 °C,
and other effects (as displacements, heat conduction etc.) can be neglected. Compare the
gained time with the approximately 0.2 second reaction time of the human eye. P. 5352.
A closed circular loop of wire having a resistance of R and enclosing a cross section of A
is rotated at a constant angular speed of w in magnetic field of induction B, about that
symmetry axis of the loop which lies in the plane of the loop. At what average power
can this be done? P. 5353. What is the reason that the activity of mined uranium ore is
significantly higher than that of the uranium salt which is made from the ore? P. 5354.
A toy train, equipped with a motor, travels along a circular track of radius R at a constant
speed of v. At a distance of d < R there is a point-like sound source, emitting sound of
frequency fo. A microphone is attached to the train. Determine the range of the detected
frequency of the sound. (The speed of sound is ¢.)
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