GF 2021.9.6 — 19:46 — 347. oldal — 27. lap KoMalL, 2021. szeptember EF

Szeretnénk, ha a kittizott kérdések nem zarulndnak le véglegesen a bekiildési
hataridovel, a koézolt megoldéssal. Erre teremt lehetoséget az internetes KoMalL f6-
rum. Barmely, a lapunkban megjelent feladathoz, cikkhez kapcsolédé megjegyzést,
altalanositast szivesen latunk és alkalomadtan kozoljiik.

Végezetiil mindenkinek eredményes tanévet és sikeres versenyzést kivan

a SzerkesztOség

Matematika feladatok megoldasa

B. 5110. Egy egyenld szaru hdromszigbe irhato kornek az oldalakkal pdrhu-
zamos €rintdi a hdromszdgbdl hdarom kis hdromszoget vagnak le. Bizonyitsuk be,
hogy az alapra illeszkedd kis hdromszogek alaphoz tartozo magassiga megegyezik
a hdromszogbe irhato kor sugardval.

(3 pont)

I. megoldas. Hasznéljuk az 1. dbra je-
16léseit. A beirt kor az AB oldalt a G, a BC'
oldalt pedig a H pontban érinti. (Mivel a ha-
romszog egyenlé szaru, ezért H az alap fele-
zépontja.) A beirt kér AC oldallal parhuza-
mos érintOje a kort az F pontban érinti, to-
vabba az AB oldalt a D, a BC alapot pedig
az F pontban metszi.

Az ABC héromszog hasonlé a DBF ha-
romszoghoz, mert megfeleld oldalaik parhuza-
mosak. A hasonlésig ardanyat a keriiletek ard-
nyabol fogjuk kiszamolni.

A DBF haromszog keriilete: 1. dbra
DB+ BF+FE+ED=DB+ BF+FH+ DG =
=(DB+DG)+ (BF+FH) =BG+ BH =2-BH = BC =a.

Az ABC haromszog keriilete a + b + ¢, ezért a hasonldsig aranya

a
a+b+c

Legyen T' az ABC héaromszog teriilete, r a beirt korének sugara, s pedig a fél-
keriilete. Az ABC héromszogben m = AH az alaphoz tartozé magassig, igy a DBF
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héromszog D-hez tartozé magassiga az ismert T = rs Osszefiiggés felhasznalasaval:

a ma 2T 2rs 2rs

M ¥bte a+btc atbtc a+tbte 25
Ezt kellett bizonyitanunk.

Mdcsai Ddniel (Keszthelyi Vajda J. Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Az elsé megoldds jeloléseit megtartjuk (2. dbra).

A DBF haromszog szempontjabol az eredeti ABC haromszog beirt kore mar
a DF oldalhoz hozzairt kor. A hozzairt kor koézéppontja egy belsd és két kiilsé
szogfelezd metszéspontja. A DBF egyenl6 szari haromszog alapon fekvo szogei
DBF< = BFD<« =p, igy a D csicsnal fekv6 kiilsé szog ADF< = 25. E szog
felezGje, a DO félegyenes tehdt 3 nagysagu szogekre osztja ezt a szoget. Latjuk,
hogy a DBF és az ADO szogek egyéllasuak, vagyis DO || BC. Tudjuk még, hogy
az érinté merdleges az érintési pontba hizott sugarra, vagyis OH 1 BC'. Innen mar
azonnal adodik, hogy a D, illetve O pontbdl a BC-re allitott merdleges szakaszok
egyenld hosszuak: DT = OH =r.

Bogndr Andrds Kdroly (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

A A
G,
Y
Dﬁ o) Dﬂ 0
B
B B
B T F H C ByTyF z H C

2. dbra 8. abra

ITI. megoldas. Egészitsiik ki az el6z6 megoldasok jeloléseit: legyen a D pont-
bol a BC' alapra bocsatott merdleges talppontja T'.

A korhoz kiils6 pontbdl hizott érintoszakaszok egyenléségét fogjuk tobbszor
felhasznélni. A 3. dbra jeloléseivel:

EF=FH=2z, DE=DG=y, DBD=FD=xzx+y.

A T pont felezi a BF szakaszt, tovabbd a B pontbdl a korhoz huzott érintészakaszok
is egyenl6 hosszusaguak, tehat

BH = BF + FH =2BT + x,
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illetve
BH=BG=BD+DG=DF+DG=x+y+y=x+2y.

A BH kétféle felirdasa alapjan BT = y = DG. Mivel az érinté merdleges az érintési

pontba hizott sugarra, igy OG 1. AB. A BT D és DGO derékszogii haromszogek

egyik befogéja és a masodik megoldéds alapjan hegyesszogei is megegyeznek, tehat
a két haromszog egybevagd, amibol DT = OG = r.

Dedk Gergely (Szolnok, Verseghy F. Gimn., 10. évf.)

dolgozata alapjan

Osszesen 146 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 100 versenyzé, 2 pontos 23, 1 pontos
16 tanulé dolgozata. O pontot kapott 6 tanulé. Nem versenyszer®i 1 tanulé dolgozata.

B. 5115. Ali erszényében n darab érme lapul, Babdnak pedig van n — 1 da-
rab, kezdetben tires erszénye. Baba a kovetkezd jdtékot jatssza: a kezdetben egy er-
szényben lévd érméket szétosztja két erszénybe, egyikbe ai, mdsikba by érmét té-
ve (ai,b1 >0), és a tdbldara felirja az a1by szorzatot. Majd innentdl (az eléz6hoz
hasonldan) a k-adik lépésben (k =2,3,...) kivdlaszt egy legaldbb két érmét tar-
talmazo erszényt, a benne lévd érméket szétosztja két tires erszénybe, egyikbe ay,
masikba by, érmét téve (ax, by > 0), és a tdblara felirja az apby szorzatot.

A jaték akkor ér véget, ha minden erszénybe 1-1 érme kerilt. Ekkor Ali kiszd-
molja a tablan lévd apby, szorzatok dsszegét és ennyi aranyat ad Babdanak.

Legfeljebb mennyi aranyat kaphat Baba?

(5 pont)
I. megoldas. Az n szerinti teljes indukciéval megmutatjuk, hogy Babdnak
mindig n(n — 1)/2 a nyeresége.
(I) n =1;2 esetén trividlis az &llitas.
(IT) Tegyiik fel, hogy egy n = k-ig minden ndla kisebb, vagy egyenld pozitiv
egészre igaz az allitas.
(III) Igaz-e n =k + 1-re?

Osszuk a k + 1 aranyat tetszélegesen két, ay =m >0és by =k+1—m >0
részre. A téblara keriilé elsé szorzat ilymédon: a1by = m(k + 1 —m). Innentél az in-
dukcids feltevés alapjan az m érmés erszény miatt m(m —1)/2, a mésik, k +1 —m
érmés erszény miatt pedig (k+ 1 —m)(k —m)/2 érme lesz Baba nyereménye. Lgy
Baba teljes nyereménye:

mk+1—m)+mim—-1/2+(k+1-—m)k—m)/2=
=mm-1/2+mEk+1-—m)/24+mk+1-—m)/2+ (k+1—m)(k—m)/2=
=mm—14+k+1-m)/2+ (k+1—m)(m+k—m)/2=

=mk/2+ (k+1-m)k/2=k(m+k+1-—m)/2=k(k+1)/2=n(n—-1)/2.

II. megoldds. Rajzoljunk egy n csicst (kezdetben) teljes grafot. A graf
cstcsai az n darab érmét jelentik, mig a graf élei azt dbrazoljak, hogy az adott két
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érme egy erszényben van-e. Abban a lépésben, amikor két érme kiilon erszénybe
keriil, toroljitk le a megfeleld élt! Gondoljuk végig, mi torténik, ha egy aj + by
érmébol all6 erszényt két, egyenként ay és by érmés erszényre osztunk. Az ag + by
érmés erszénynek a grafban megfelel6 ay - by darab élt le kell torolniink. Tehat
a tablara irt apbp szdmok pontosan az adott lépés soran a grafban letorolt élek
szdméval egyeznek meg. Mivel a grafban végiil nincs egyetlen él sem (és minden élt
pontosan egyszer toroltiink le),

Zaibi =n(n—1)/2,

azaz Baba nyereménye valéban barmely esetben n(n — 1)/2.

ITI. megoldas. Jeldlje a k-adik 1épés utan egy n-dimenzids vy, vektor az érmék
elhelyezkedését. A vy, i-edik koordindtdja xy ; annyi, ahany érme a k-adik 1épés utan
az i-edik erszényben van. Vizsgaljuk

n
|”lc|2 = Z x%z
i=1

értékének valtozasat. Tegyiik fol, hogy a k-adik lépésben a c-edik erszénybol vettiik
ki a benne levé pénzt, és szétraktuk a d-edik és az e-edik erszénybe. Ekkor

Th1,e = Ok + b, Tp—1,d=Th-1,e =10

és xp. =0, T q=ag, Tpe = by. Ezeken kivil ¢, d és e kivételével minden i-re
teljestil, hogy xp—1,; = 21 ;.

Nézziik |vp|® — [vp_1|® értékét.
n
2

orl® = [ok-1* =) (@r0)* = zp-1.)” =

i—1

2 2 2 2 2 2 _

=Ty T Tp gt The = Thote ™ Tho1,d — Lh—1,e =
2, 12 2

=ay + b, — (ag + br)” = —2axby.

Tehat a k-adik 1épésben a v vektor hosszanak négyzete 2aibi-val csokken, ezért
az Osszes 1épés alatt pont kétszer annyival csckken, mint amennyi a tablan 1évo
szorzatok osszege. Kezdetben vy = (n,0,0,...,0), igy \v0|2 =n2. Az utols6 1épést
kovetden pedig v, = (1,1,1,...,1), tehdt |vu|2 = n. Mivel 6sszesen (n? —n)-nel
csOkken a vektor hosszanak a négyzete, a felirt szorzatok 6sszege minden esetben
(n? —n)/2. Tehat Baba ennyi érmét kap.

Terjék Andrds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)

101 dolgozat érkezett. 5 pontos 85, 4 pontos 2, 3 pontos 2, 2 pontos 1, 1 pontos 2,
0 pontos 6 dolgozat. Nem versenyszerii: 2 dolgozat. Nem szamitjuk a versenybe: 1 dolgozat.
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