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A matekes pedagégus — Eigel Ern6é emlékére

1990. janudr elsé hetében segélyeket vittiink Gyuldrdl Csikszereddba (Tra-
bant, Wartburg gépkocsikkal, IFA teherautéval). Az alf6ldi embereknek nehéz volt
a minusz husz-huszonhét fokos hideg, de megérte. Ekkor taldlkoztunk el6szor Eigel
Ernével, aki a torténelmi Magyarorszag legnagyobb gimnaziumat vezette. A tobb
mint négyszaz éves iskola hamarosan Mdrton Aron piispsk nevét vette fel. Felemels
volt a taldlkozas, bozontos szemoldoke, mint a Mikuldsé, haja mar ,,6szbe csavar-
adott”, de hihetetleniil csillogé szeme nemcsak dertit, de okossagot, szellemességet
sugarzott. Hamarosan kideriilt, hogy tanitvanyai hozsannaztak a matematikadrai-
nak érdekessége és kiilonleges tanitdsa miatt.

FEigel Ernd 1932. december 30-an sziiletett Csikszereddn és 2021. marcius 12-én
hunyt el Gyulan, Magyarorszagon. Felmendi Csehorszaghdl az 1810-es években tele-
piiltek Erdélybe, Borszék-Csikszereda térségébe, katolikus vallasu teriiletére. Mes-
teremberek voltak, iveggyartassal foglalkoztak, hiszen a borszéki savas viz palacko-
zasat végezték. A harmadik nemzedék mar elfelejtette német nyelvét, csak magyar
nyelven beszéltek, magukat magyar-székely embereknek tartottdk. A huszadik szé-
zadban értelmiségi foglalkozast tiztek.

Tehetségét, okossiagat kornyezete hamar felismerte. Alig mult tizenkét éves,
amikor 1944-ben Budapestre menekiiltek. A kamaszodé fit két éven keresztiil a Ke-
leti Karoly utcaban, az Erseki Katolikus Gimndziumban tanult. Té8le hallhattuk,
hogy kezdetben tarsai ,erdélyi kutydanak” nevezték, de amikor elsére a legjobb
matematikai dolgozatot megirta, mar ,FErnd” lett. 1946 Gszén visszatértek Csik
varmegyébe, Borszékre. Bentlakasos didkként Csikszeredan folytatta és fejezte be
gimnéaziumi tanulmanyait. Mar ekkor kijelentette: a matematika a sorsommd vdlt.
Ugyanakkor kideriilt, hogy zenei adottsaga-tehetsége is kimagaslé volt. Négy éven
at a matematika mellett zenélt, nagy, négyszolamu kérust vezetett, és azt vezényel-
te is. Sokat véllalt. Tandrai konnyiteni akartak munkajan, s kérdezték tole: miben
segithetnénk? A vélasz rovid volt: mentsenek fel a testnevelés aldl. Megtették.

A Babes—Bolyai Tudomdnyegyetemen tanult matematikat. Harom-négy hét
mulva kideriilt, hogy valéban sorsdvé vélt a matematika. A diploma atvétele utén
Csik megyében, a baréti gimnaziumban kezdte a tanitast. Egy év mulva igazgatdva
valasztottak. Az 1956-os forradalom utdn ugyan nem bantottdk, de levéltottdk
igazgatdi posztjardl. Jol jart.

Végre tanithatott, s azt, amit nagyon szeretett, rdadasul a csikszeredai gim-
naziumban. Bdgozi Mihdllyal egyiitt orszdgos élvonalba emelte a gimnézium mate-
matika-fizika oktatasat. Figel Ernd célja ez volt: jol tanitani és a magyar értel-
miséget magasra emelni. EE mogott nemcsak a tehetség all, de a j6 tanar tanitasi
modszere, ami a jo tanuldt felemeli. Egyik tanitvanya, aki kivalo matematikus lett,
a kovetkezbket mondta: Eigel Ernd sokkal nagyobb mozgasszabadsagot biztositott
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nekem, mint a tobbi didknak, és ez nagymértékben hozzajarult ahhoz, hogy a ma-
tematika tanulmanyozasaban elmélyiilhessek.

FEigel Ernd fontosnak taldlta a fiatal pedagogusok segitését is. Kivaléd oraelemzé
volt. Egykoron ndala kezddék tisztelettel meséltek a vele vald talalkozasrdl. FEigel
Erné megnézte tandraikat, és harom perc alatt meg tudta mondani, mik voltak
az Ora erésségei és gyenge pontjai. Nemcsak ezekrdl mondta el a véleményét, hanem
felvazolta a lehetGségeket is, pl. 6 hogyan csindlna. Kés6bb mér csak azért nézte meg
Oket, hogy fejlodésiiket figyelje. Mindig segité szandékkal és nem ellenérzo szervként
latogatott. O is meghivta éraira a kezdoket, akik szivesen mentek hozzd hospitalni,
rengeteget lehetett téle tanulni. Altalaban is segitokész volt a kezd6 tanarokhoz:
a fiatal tanarnokhoz, a fiatal tanar urakhoz egyarant, akik csak felnézni tudtak és
tudnak ra.

Kérdeztiik téle egyszer, hogy tanitdasanak mi a titka? Egyszerii, mondta: a ha-
gyomanyos oktatds szerint a tanuldé all a tédblanal, a tanar nézi, a tobbieknek
a ,nyakizmat fejleszti”. Nehezen felirnak a tablara egy ,fejleményt” x+34+10y. ..,
a hatékonysag nagyon kicsi. A mateket viszont igy kell tanitani, ez a megoldas:
reprezentativ-elmélet megismerése; két feladat kozos megbeszélése; tiz-husz feladat
6nallé megolddsa (ez mar harmadik-negyedik tandra), mikézben a tanar megy fel-
le, s nézi, ki-ki meddig jutott el, kdozben siig neki, ez itt nem j6 vagy nagyon jé
stb. Van, aki mér a nyolcadik feladatnal jar, mds még a mésodikndl, de mindegyi-
kiik sajat maga dolgozik az 6ran. Aztan a didk bemutatja a munkajat, a tobbiek
kérdezik, hogyan csinalta ... Ehhez kapcsolédhat az unokdja kedves torténete is,
aki mikor elkezdte az iskolat, ,tiszta fejjel” konnyen meg tudta oldani a kozismert
féltéglas-egész téglds kis feladatocskat. Miutan elvégezte a gyermek az els6 osztélyt,
a nagyapa (Ernd bdcsi) 4jbdl feladta unokdjanak ugyanazt a fejtorot, akinek ek-
kor mar nem sikeriilt a megoldas. Gondolkodésat az iskola sablonokba szoritotta,
ami nem segitett, mondvan még nem jutottak el ahhoz az anyaghoz. Tanulsdgos
a torténet.

1994-t61 fogva fél évtizeden keresztiil matematikat tanitott Gyuldn az Erkel
Ferenc Gimndziumban. Didkjai itt is nagyon tisztelték és szerették, bar a kezde-
tekben egy kicsit tartottak téle. A gyulai didkok az els6 hénapokban csak ,az éreg
roman” kifejezést hasznaltdk a hata mogott, de néhdny honap multdn mar dagy
szolitottak: Ernd bdcsi.

A j6 tanar ennél szebb elismerést nem ismer.

Valogatas egy matematikatanar gytijteményébdl

A kovetkezé feladatok Figel Ernd két feladatgyiijteményébdl — Sikgeometriai
feladatok, Térgeometriai feladatok — valék. A feladatok bemutatasakor lényegé-
ben a konyvekben szereplé megoldasokat kovettiik, azokat részben kiegészitettiik,
és a modszertani megjegyzések mellett igyekeztiink megmutatni azt is, ha lehet,
hogyan segithet pl. a GeoGebra a megoldasok megsejtetésében vagy a viszonylag
bonyolult problémak szemléltetésében.

Az emlékezés mellett a didkok és a kollégdk figyelmét is szeretnénk felhivni
erre a két kivalé konyvre.
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1. Legyen ABC hdromszog AB oldalan M egy tetszdleges mozgd pont. B-bdl
CM egyenessel huzott parhuzamos egyenes az AC egyenesét az N pontban metszi.
Bizonyitsuk be, hogy az AM N hdromszdg teriilete nem vdltozik, ha az M pont mozog
az AB szakaszon. [EE/1/25.]

Megoldas. A feltételek alapjan az
M BNC négyszog létezik (M bels6 pont), és
trapéz (MC' || BN). Legyen P az MBNC
trapéz atléinak metszéspontja.
X Az MBN héromszog és a CBN hé-
romszog teriilete egyenld, mivel BN oldaluk
kozos, és az ezen oldalhoz tartozé magassdguk az MC || BN miatt egyenld. Eb-
bol a két egyenld teriiletbol kivonva a BN P haromszog teriiletét, kapjuk, hogy
az M BP haromszog és a C' P Nharomszog (nem sziikségszertien egybevagok) te-
riiletei megegyeznek. Ezt felhasznélva, és a konstrukciét figyelembe véve kapjuk,
hogy tamn = tampc +topn = tampec+tuBp = tapc. Mivel az ABC haromszog
fix volt, igy a teriilete sem valtozott, allandé maradt, amivel igazoltuk allitasunkat.

Az A = M esetén nem keletkezik hdromszog, nincs mit bizonyitani. M = B ese-
tén pedig a keletkezett haromszog megegyezik az ABC haromszoggel, igy az dllitas
nyilvanval6. Azt, hogy az AM N haromszog teriilete (taprn) dllandd, a GeoGebra
dinamikus funkcidja az M pont mozgatdsdval sejteti (= tapc), hiszen az AMN
héromszog ,rasimul” az ABC' haromszogre.

2. AB egy adott kor atmérdje, C mozgd pont a kéron. Hatdrozzuk meg az ABC
hdromszdgekbe irhato korok K kozéppontjainak mértani helyét, ha a C befutja
a teljes kort. [EE/1/285/al]

Megoldas. Legyen eloszor a C' pont
A-t61 és B-t6] kiilonboz6 pontja a kornek.
Ekkor Thalész tétele miatt az ACB< =
=90° lesz. Ha az A csicsndl 16v6 sz6-
get a-val, a B csticsnal 1évo szoget [-val
jeloljiik, akkor a haromszogek belso sz6-
geinek Osszegét kihaszndlva o + 5 = 90°.
Mivel a haromszogbe irhaté kor kozép-
pontja a bels6 szogfelezOk metszéspont-
ja (K = fa N f3), ezért az ABK harom-
sz0g AB oldalan fekvé szogei 5, illetve
g, amelyek dsszege 45°. Igy az AK B<t =
=~ =135° ami azt jelenti, hogy a K
pontbdl az AB atmérd v = 135° alatt latszik, tehdat a K pont, ha C pont A-tdl és
B-t4l kiilonbozé pontja a kornek, mindig az AB &dtméré 135°-os latdszogkoriv-
parjan van. Ha a C pont megegyezik A-val vagy B-vel, akkor nem keletkezik
az ABC haromszog, igy beirhaté kor sem, tehdt a megolddshoz nem tartozik az AB
atméro két végpontja.
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Kérdés még, hogy a latészogkoriv-parok barmely, A-t6l és B-t6l kiilonbozé
K’ pontjdhoz tartozik-e az eredeti k koron 1évé C' pont. Tiikrozziik tengelyesen
az AB 4dtmérét AK' és BK' egyenesére, ezen tiikorképek metszéspontja pedig le-
gyen C'. Az AC'B<=90° lesz a y = 135° és az § + g = 45° miatt (AK'B ha-
romszogben), {gy a Thalész-tétel megforditdsa adja, hogy C’ rajta lesz a k koron,
mikozben a K’ a tiikrozés miatt a bels6 szogfelez6k metszéspontja is, tehdt a befr-
haté kor koézéppontja. fgy a keresett mértani hely az AB szakaszra rajzolt 135°-0s
teljes 1at6szogkoriv-par, kivéve az A és a B pontot.

A megoldéds megsejtéséhez (nem bizonyitdsdhoz) a GeoGebra nyomvonal funk-
cidja ismét segit, hiszen a C' pontot végigfuttatva a koron, kirajzolédik a két koriv.

3. Legyen A pont a k korlemez eqy tetszdleges belsd, a kozépponttol kilonbizd,
rogzitett pontja, és M N wvdltozo szeld, amely dtmegy az A ponton. Legyen P, illetve
Q az A-nak az M-re, illetve az N-re vonatkozd tikorképe. Mi lesz a PQ szakasz F
felezépontjdnak a mértani helye, ha M befutja a kirvonalat? [EE/1/125.]

Megoldas. Vizsgaljuk el6szor azt az esetet, amikor az O pont nem illeszkedik
az M N hurra.

A konstrukei6 és a jelolések alapjan:
_PQ  PA+AQ
=5 = 5 =

_ 2MA+2NA
-

= MA+NA=MN

PF

MA=PM=PF—-MF =
=MN - MF = FN.

Mivel az MON haromszog egyenld szard, mert OM = ON := R, igy OMN< =
= ONM<«, amikbol kovetkezik, hogy OMAA =2 ONF/A, ami azt jelenti, hogy
OF = OA = élland6 := r. Ez annyit jelent, hogy az F felez6pont allandd, r = OA
tdvolsdgra van az O ponttdl, és ezért a mértani hely az O kozépponti, r = OA
sugaru koron van.

Ha O illeszkedik az M N hurra, akkor M A = F'N hasonléan igaz, és az egybe-
vagd hdromszogek keletkezése nélkiil OF = OA = éllandé := r egyszertien adédik.

Azt kellene beldtni még, hogy a vart mértani hely (O kozéppontd, r = OA
sugari kor) minden F’ pontja esetén F' felezi az eredeti konstrukeié alapjan ka-
pott PQ szakaszt. Ha F’ megegyezik A-val vagy A-nak O-ra vonatkozé tiikor-
képével, akkor ez nyilvadnvald. Ha F’ nem egyezik meg sem A-val, sem A-nak

O-ra vonatkoz6 tiikorképével, akkor a keletkezett egyenld szari haromszogek okan
OMAN = ONF'/, vagyis F'N = MA. Igy PF' = F' A+ 2M A, illetve

QF =F' N+ NQ=FN+NA=FN+FA+FN=
=F'A+2F'N =F A+2MA,
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ami az F’ pont felezé tulajdonsdgat igazolja. Tehdt a megoldds az O kézéppontd,
r = OA sugari kor minden pontja.

Ismét segit a feladat megoldasaban a GeoGebra nyomvonal funkcidja, hiszen
az M korbefuttatasakor lathaté az eredetivel koncentrikus kor, a remélt mértani
hely. A bizonyitast nem mellézhetjiik.

Ha A = O lenne, akkor a mértani hely az O pont lesz. Itt is segit a GeoGebra,
de az olvaséra bizott indoklas hasznos gyakorlas lehet.

4. Az O kézés pontbol kiinduld hd-
rom félegyenes pdronként egymdsra merd-
leges (derékszogt triéder), és a félegyenesek
egy-eqy tetszdleges, O-1ol kilonbozd pontja
legyen A; B és C'. Igazoljuk, hogy az igy ke-
letkezett ABC hdaromszog barmely helyzeté-
ben hegyesszogi. [EE/I1/1.10.]

Megoldas. A  kezdeti feltételek,
a konstrukcié és a jelolések alapjan ha-
romszor alkalmazva Pitagorasz tételét,
kapjuk:

OA:=a; OB:=b; OC:=c,
AB =+v/a?2+b2; BC =+\b>+c2;
AC =+/a? + 2.

Ezek utan az ABC hiromszogben pl. a BC oldalra és a-ra felirhatjuk a koszinusz-
tételt, azt rendezziik:

BC? = AC?* + AB?> —2-AC - AB - cos a,

b2+02:a2+02+a2+b272~\/a2+62~\/a2+b2'cosoz,

a?

Vaz+ 2 Va2 +v2

CoOS x =

Mivel a jobb oldal pozitiv, igy cosa > 0 = 0° < a < 90° (hdromszog belsd szogérdl
van sz0) = « hegyesszog. Hasonléan ldthaté be S-ra és ~v-ra is, tehdt az ABC
héromszog hegyesszogli. Mivel az ABC haromszog 1étezik, ezért az «; 8;v = 0°
(cos0° =1 > 0) lehetdséget nem kell figyelembe venni.

A feladatnak biztosan vannak més, a koordindta-geometria eszkozeit nem
kihasznél6 (pl. a Pitagoraszi egyenlStlenség) megoldasai is.

5. Egy k kor rogzitett A pontjaban hizzunk merdlegest a kor sikjdara. Ezen
az eqgyenesen jeloljink ki eqy tetszdleges, A-tdl kiilonbozo, rogzitett B pontot. Legyen
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M a kir egy tetszdleges, mozgd pontja. Hatdrozzuk meg az A pont BM szakaszra
eso merdleges vetiiletének mértani helyét a térben, ha az M pont befutja a k kort.
[EE/II/V.7.]

Megoldas. Legyen AC a k kor
atméréje, M a k kornek az AC vég-
pontjaitél kiilonboz6 pontja, valamint
legyen P az A pont meréleges vetiilete
a BM szakaszon. Merdleges vetiilet mi-
att APB< = 90°, igy a térbeli Thalész-
tétel megforditdsa miatt P rajta van
az AB atméréjli gombon,

(+) P € Gap.

A sikbeli Thalész-tétel miatt CM A<t =
= 90°. Mivel a feltétel miatt CM 1L AB,
ezért CM LS(ABM), ami azt is jelenti,
hogy CM 1L S(ABM) minden egyenesé-
re, pl. CM L AP. Kihasznélva a feltételt,
hogy AP1BM, ezért APLS(BMC) is
igaz. Bz azt is jelenti, hogy APLCP C S(BMC), vagyis a CPA< = 90°. Igy
a térbeli Thalész-tétel megforditdsa miatt a P pont rajta van az AC atméréji
gbdbmbon is,

(%) P e Gac.

Ha M = C, akkor MP = CP, igy a CPA =90° merdleges vetiilet miatt
nyilvdnval6. Ha pedig M = A, akkor M = A = P addédik.

lgy az (%), a (xx) és a speciélis helyzeteket is figyelembe véve P € Gap NG ac.

Igazolnunk kellene még, hogy a gémbok kozos korének (Gap N Gac) egy tet-
sz6leges, az A-t6l és az A-nak a BC-re vonatkoz6 merdleges vetiiletétdl (ezek nyil-
vénvaléan elemei a megolddsnak) kiilonb6z6 P’ pontjdhoz tartozik egy, a k koron
1év8 M' pont (BPM' kollinedrisak), ami esetén az eredeti feltételek teljesiilnek.
Legyen M’ a B-bdl kiinduld, P’-t tartalmazé félegyenes és az eredeti sik metszés-
pontja. Mivel P’ € G ap NG ac, ezért rajta lesz mind a két gombon, {gy a Thalész-
tétel miatt AP'B< = CP' A< =90°. Mivel AP’ LCP’ és AP’ LM'P' (AP'M'<« =
= 90°, kiegészitd szog), {gy AP’ LS(CM'P’") = S(CM’'B), amibdl az kovetkezik,
hogy AP’ LCM’ is igaz. Mivel CM’ L AB (eredeti feltétel), igy CM’'LS(ABP') =
= S(ABM'), egyben CM’' LM’ A is. A Thalész-tétel megforditdasibdl az kovetkezik
(a CM'A derékszogli haromszog 16tezik), hogy M’ rajta van az eredeti k koron.

Tehat a mértani hely: az AB szakaszra, illetve a BC' szakaszra mint dtmérdkre
illeszked6 gombok kozos korének minden pontja. A kozos kor kozéppontjat és
atmér6jét ki lehet szamolni az M = C esetbdl (hazi feladat).

A GeoGebra ennek a feladatnak nemcsak a megoldasanak a megtalalasét segiti,
de a viszonylag bonyolult térbeli problémat is szemléletessé, atlathatova teszi.
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6. Az S sikban fekvd e egyenes forog a rajta 1évd fiz A pont koril. Legyen az m
egyenes az S sikra merdleges, metszéspontjuk pedig T, az M pedig az m egyenes
T-t6l kiilonbozd pontja. Hatdrozzuk meg az M-bdl az e egyenesre hizott f merdle-
gesek P talppontjainak mértani helyét az e kirbeforgdsa esetén. [EE/II/V.5.]

Megoldas. A feladat szovege alap-
jan vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

Mem; mlS; mNS :=1T;
Mef, elf;, enf:=P

Vizsgdljuk elészor, ha P # A;T. Az el f
S és m LS feltételekbdl a harom meréleges
egyenes tétele alapjan kovetkezik, hogy

TPle= TPA=90°.

Ezért Thalész tételének megforditasa kovetkeztében igaz, hogy P rajta van az AT
szakaszra mint atmérore rajzolt Thalész-koron.

Specidlis helyzetben, ha T'A 1l e vagy T € e, akkor P = A, illetve P = T adédik,
nem alakul ki a derékszogli TPA haromszog, de a T és az A pont a feltételek
nyilvanvalo teljesiilése miatt hozzatartozik a keresett mértani helyhez.

Meg kell még nézniink, hogy az A-tél és a T-t6l (ezek részei a megoldashal-
maznak) is kiilonbozd, a koron 16vé tetszéleges P’ pont esetén a P'M Le (f' Le)
igaz lesz-e. Az AP'T<t=90° a Thalész-tétel miatt (az AP'T haromszog léte-
zik), az AP’ Lm (eredeti feltétel), igy AP’ LS(P'TM), amibdl az kovetkezik, hogy
P'Mle (f'Le) igaz lesz, igy a mértani hely az AT &tmérdji teljes korvonal lesz.

A feladat megoldaséat ismét kezdhetjiikk a GeoGebrdnak a kort kirajzolé nyom-
vonal funkcidjaval, ami segit a specidlis helyzetek diszkusszidiban is.

Gyula, Csikszereda, 2021 nyaran

Isten veled, Baratunk!

Kereskényi Miklés, Marczis Gyorgy, Pall R. Olga
Segitettek: Bird Balint, Pdlinkds Istvdn, Szilassi Lajos

! Gyakorlé feladatsor
' ' emelt szintii matematika érettségire

Az els6 néhany szamban a feladatsorok nem fedik le teljes egészében a hivata-
los kovetelményrendszert, hogy a mar tanult ismereteket kelljen csak felhasznalni
a megoldashoz. Igyeksziink a feladatsorok nehézségét az éles sorokhoz igazitani,
vagyis — az el6z6 évekhez képest — konnyebbek lesznek.
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GF 2021.9.6 — 19:46 — 333. oldal — 13. lap KoMalL, 2021. szeptember EF

I. rész

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkezo egyenleteket:
a) Vo +8—/x=+z+3,

1 1
b) V3

cosz+1 coszx—1 sin?

. (12 pont)
x

2. Ha a fonyddi hajéallomds méléjdnak (F') végérdl a badacsonyi kiksté (B)
felé néziink, akkor ettél az irdnytdl jobbra 75°-os szogben Révfiilop kikotéje (R),
balra 28°-os szogben pedig Szigliget kikst&je (S) latszik. Tudjuk, hogy az FRB hé-
romszog egyenld szard, melynek alapja F'B, valamint azt is, hogy az F'B.S harom-
sz0g is egyenlo szard, amelynek alapja az F'S szakasz. Egy vitorlas hajé egyik nap
Fonydédrol Révfiilopre, onnan Badacsonyba, majd Szigligetre vitorlazott, ahol a ha-
jon utazok megebédeltek, és visszatértek Fonyédra. Fonyéd a Balaton déli partjan,
Badacsony vele szemben, a Balaton északi partjan talalhaté. A badacsonyi kikotd
a fony6ditdl 5,2 km-re van (F'B = 5,2 km), a Fold gorbiiletétdl eltekinthetiink.

a) Szamitsuk ki, hogy legaldbb hdny km-t tett meg ezen a napon a vitorlds.
A végeredményt egész szamra kerekitve km-ben adjuk meg.

Kideriilt, hogy a hajon tartézkodok koziil néhanyan mar korabban is ismerték
egymast (az ismeretség kolesonos). Egy n csucst graffal dbrazoltuk ezeket az isme-
retségi viszonyokat, ahol a személyeket a csicsok jelképezték, két csicsot akkor és
csak akkor kotott dssze él, ha a csicsoknak megfelel6 személyek korabban mar is-
merték egymdst. Olyan egyszerii, Osszefiiggd grafot kaptunk, amelynek 10 éle lett.
Jelolje A az n csucsu egyszer(i, Osszefiiggd graf élei szaménak lehetséges legkisebb,
B pedig a lehetséges legnagyobb értékét.

b) Hanyan utaztak a hajén, ha A-;B =107 (12 pont)

3. Tekintsiik az alabbi kijelentéseket:

A) Ha egy egyszerli graf csucsainak szdma pératlan, akkor van pdros fokd
cstcsa.

B) Ha egy szémtani sorozat konvergens, akkor kiilonbsége pozitiv szdm.

C') Ha egy sorozat nem konvergens, akkor nem korldtos.

D) Ha egy mértani sorozat hdnyadosdnak abszolut értéke egynél kisebb, akkor
a sorozat konvergens.

a) Tgazak vagy hamisak az &llitdsok?

b) Fogalmazzuk meg az A) és D) kijelentések megforditdsat, majd dontsiik el
ezek logikai értékét.

Minden esetben indokoljuk valaszunkat. (14 pont)

4. a) Szamitsuk ki az y tengely azon pontjanak koordindtdit, amelybdl az
A(—1;1), B(3;9) pontok derékszogben latszanak.

Az A(—1;1), B(3;9), tovabbé a C pont illeszkedik az y = 22 egyenlet(i para-
bolara, C' rajta van a parabola A és B kozé es6 ivén.

b) Hatarozzuk meg C koordinétdit, ha az ABC hdromszog teriilete a lehetd
legnagyobb. (13 pont)
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II. rész

5. Egy 100 lakdsos tarsashaz lakdi az éves rendes kozgytilésre késziilnek. A La-
kébizottsdg a kozelgd nagy feldjitas koltségeinek biztositasara a jelenlegi kozos kolt-
ség emelését fogja javasolni. A kordbbi tapasztalatok szerint azonban p%-os emelés
esetén a lakok g%—a csak az emelés el6tti 6sszeget hajlandd fizetni (velitk szemben
jogi eljarast indithat a Lakdbizottsag, ami hosszabb tavon eredményre vezethet,
de a kozelgd feldjitasig nem fog befejezddni), a tébbiek fizetik az emelt koltséget.
Most minden lakas tulajdonosa fizeti a havi 10000 Ft-os kozos koltséget.

a) Osszesen mennyi pénzt fizetnének be a tulajdonosok havonta a tarsashiz
szamlajara, ha 15%-kal névekedne a kozos koltség?

A Lakobizottsag tagjai tudjdk, hogy nagymértékii emelést a kozgyiilés nem
fogadna el, ezért a felijitashoz minimalisan sziikséges emelést fogjak javasolni.
A tarsashaz foly6szamldjan 3 millié 430 ezer Ft van, a 36 hénap milva kezd6dé
felajitasig a szamldn legalabb 50 millié Ft-nak kell lennie. A tarsashaznak a lakok
befizetésén kiviil mas bevétele nincs, a folydszamlat kezel6 bank altal fizetett kamat
elfogy a banki koltségekre és egyéb aprébb kiadasokra.

b) Szamitsuk ki, hogy mennyi legyen a lakdsonként fizetendd megemelt havi
kozos koltség a megadott feltételekkel. Az eredményt 100 Ft-ra kerekitve adjuk
meg.

A kozos képvisel§ a korabbi kozgytilési jegyzOkonyveket tanulmanyozva érde-
kes dolgot figyelt meg. Hét olyan kozgytilés volt, amelyen a résztvevik létszama
— megfelel6 sorrendbe rakva — egy szamtani sorozat szomszédos elemeit képezte.
A hét adat medidnja 66, szérasa 6.

¢) Mekkora az adatok terjedelme? (16 pont)

6. Ertelmezziik a valés szdmok halmazén az ,,josszeg” (jele: @) miiveletet
a kovetkezéképpen:

a®db=a+b+ab (a,beR),
valamint az ,ijszorzat” (jele: ®) miiveletet az aldbbiak szerint:

ab
b= —— beR b+#0).
a® P (a, bR, a+b#0)
a) Melyek azok a valds szdmok, amelyeknek ,ijosszege” 90, ,ijszorzata” 47

b) Igazoljuk, hogy az ,ujosszeg” miiveletre teljesiil a csoportosithatéségi tulaj-
donsag (asszociativités), azaz

a®(bdc)=(adb)de,
vagyis elhagyhatdk a zardjelek (a,b,c € R).

¢) Oldjuk meg a pozitiv egész szdmok halmazén az x ®y @ z = 2021 egyenletet.
(16 pont)
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7. Az dbra egy jatékokat készité cég tervezett
emblémajat mutatja, melyet a termékekre a kor ko-
zéppontja koriil elforgathaté médon rogzitenek. A for-
gasszimmetrikus alakzat egyes tartomanyait ugy fes-
tik be, hogy a kozos hatarvonallal rendelkez6 tarto-
manyok szine kiilonbozik egymastol. Piros, sarga, kék
és z0ld szin koziil lehet vélasztani, és egy embléman
mind a négy szinnek szerepelnie kell. Nevezziik a kor
belsejében levé korivek hatarolta konvex tartomanyo-
kat ,szirom”-nak, a konkav részeket pedig ,héattér’-
nek.

a) Hanyféleképpen szinezhetd ki az embléma, ha a ,szirmok” szinének kiilon-
boznitik kell egymastol, tovabbé azonos szinezéstinek tekintjiik azokat az embléma-
kat, amelyek a kor kozéppontja koriili elforgatassal alak és szin szerint egymésba
vihetok?

Az emblémdk gyartdsdhoz hasznélt berendezés tizembe helyezésekor 1000 da-
rabos nullszériat készitettek, amelynek minden példanyat megvizsgaltdk. Dobozba
gyijtotték a hibas darabokat, ezekbdl dsszesen 100 db lett, majd feljegyezték, hogy
57-nek szin hibaja, 53-nak pedig méret hibaja van.

Véletlenszeriien kivettiink ebbol a dobozbdl egy emblémat, megallapitottuk hi-
bajanak tipusat, ezutan visszatettiik a tobbi kozé. Késcbb megismételtiik az elobbi
eljarast még egyszer.

b) Mennyi a valészinlisége annak, hogy csak méret hibds, vagy csak szin hibas
emblémékat vettiink ki a dobozbdl? (16 pont)

8. Egy osztaly, ahol kétszer annyi a lany, mint a fi, tébbnapos kirandulasra
késziil, amelynek programjaban harom fakultativ foglalkozés is szerepel, melyekre
elozetesen lehetett jelentkezni. Mindenkinek legalabb egy programon részt kellett
vennie, de akar mindhdromra is feliratkozhatott barki.

) %_e
falumuzeumi latogatdsra, %—e pedig kalandparki programra jelentkezett. Harman
jelolték meg mindegyik foglalkozast.

Az Gsszesités utan megallapitottak, hogy a tanulék %—e hajokirandulasra

a) Ha az osztaly tanuldi koziil véletlenszeriien kivdlasztunk egyet, mennyi a va-
16szintisége, hogy 6 a hajokirandulasra is és a kalandparki programra is jelentkezett,
a falumuzeumi latogatasra azonban nem?

Ebben az osztalyban egyik alkalommal haromfés bizottsagot valasztottak sor-
solassal igy, hogy cetlikre frtak az osztalyba jaré tanulék nevét, mindegyikre egyet-
egyet, majd urndba helyezték a céduldkat. Ezutdn az urnabdl véletlenszertien ki-
vettek egy cédulat, a rajta levo nevet felirtdk a tablara, félretették a papirlapot,
majd ezt a sorsoldst megismételték még kétszer.

Jelolje P(A) annak valdsziniiségét, hogy a tédblan legaldbb két ldny, P(B) pedig
annak valdsziniiségét, hogy legalabb egy fii neve szerepel.

b) Szémitsuk ki P(A) és P(B) értékét. (16 pont)
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9. A képen lathat6, a hagyomdnyos futball lab-
dahoz hasonlité testet 12 fekete szabalyos 0tszog, és
alkalmas szamu fehér szabalyos hatszog hatarolja.

Az 6tszog oldaldnak hossza megegyezik a hatszog
oldalanak hosszdval.

a) Hény csicsa, lapja és éle van a testnek?

b) Egy fehér hatszog teriilete hany %-kal nagyobb
egy fekete 6tszog teriileténél?

¢) Igazoljuk, hogy a derékszogii haromszogben a koriilirt és beirt korok suga-
ranak Osszege egyenl6 a befogdk szamtani kozepével. (16 pont)

Németh Laszlo
Fonyéd

Tajékoztato a folydirat eldfizetésérol

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok megrendelheté a kiadénal,
a MATFUND Alapitvanyndl a szerkesztéség cimén; valamint a kovetkezd ci-
men: http://www.komal.hu/megrendelolap/reszletek.h.shtml. El6fizetési dij
a 2021-2022-es tanévre (2021 szeptemberétsl 2022 mdjusdig) 8800 Ft. Azonos cimre
kiildendd, 9-nél nagyobb példanyszami megrendelés esetén a csoportos elofizetési
dij a kordabbi évekhez képest valtozott, a részletes arak a fenti oldalon olvashatdk.
Csekket és szamlat a szeptemberi szammal egytitt kiildiink, a fizetés csak ezutan
torténhet.

Lapunk eléfizetér az eléfizetett példany cimlapjan lathato eléfizetéi azonosito
segitségével a kitiizott feladatainkhoz mdr a lap nyomtatott vdltozatdnak megjelené-
sével egyidejileg hozzdférhetnek.

A Bolyai Jdnos Matematikai Tdrsulat (BJMT) tagjai dltal igénybevehetd ked-
vezményekrdl kérjik, olvassa el a Tarsulat honlapjin a ,Tagsdgi informdciok’™at:
www.bolyai.hu.

Azok, akik az idén kérik felvételiiket a Bolyai Jdanos Matematikai Tarsulatba,
felvételi kérelmiik elbirdldsa utén (legkdzelebb varhatéan oktéberben) értesitést és
tagdijbefizetési csekket kapnak, ezért kiilon nem sziikséges elobb jelentkezniiik.

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok példdnyonkénti dra 1050 F't.

Kérjiik versenyzdinket, hogy a K6MaL 2021-2022-es tanévi matematika, fizika
és informatika pontversenyének versenykiirdsdat figyelmesen olvassék el!

Versenykiiras*
a KoMalL 2021-2022. évi pontversenyeire
Kedves Versenyz6nk!

Matematikabdl, fizikdbdl és informatikabdl kiilonféle nehézségii pontversenye-
ket inditunk. Az idei tanévtdl kezdve csapatban is lehet versenyezni, melynek rész-

*Kérjiik, hogy azok is figyelmesen olvassék el a versenykiirdst, akik tavaly mar részt
vettek valamelyik versenyiinkben.
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