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| [\/\ Beszamol6 a 62. Nemzetkoézi Matematikai
2 0 Z 1 Didkolimpiardl

Az idei Nemzetkozi Matematikai Didkolimpiat julius 14. és 24. kozott ismét
Oroszorszag rendezte meg a tavalyihoz nagyon hasonlé médon. A koronavirus-
vildgjarvany miatt a szervezék a Didkolimpia online megrendezése mellett dontot-
tek, tehat a 619 résztvevd didk egyetlen kdzponti helyszin helyett a 107 résztvevo
orszag altal felallitott 157 vizsgakdzpontban frta meg a versenydolgozatot. A vizs-
gakozpontokban egy-egy vizsgabiztos ellendrizte személyesen a verseny tisztasdgat,
emellett a vizsgakozpontokban miikod6 webkamerak dltal kozvetitett képet a szer-
vezOk altal meghizott feliigyelOk figyelték. Nagy foldrajzi kiterjedésti, vagy a jarvany
altal sulyosan érintett orszagokban, ahol a belfoldi utazas is nehézségekbe titkozott
volna, tobb vizsgakdzpontot is 1étrehoztak. Magyarorszagon egyetlen vizsgakézpont
volt, mégpedig Budapesten, a Rényi Intézetben. A versenydolgozatokat minden
vizsgakozpontban a vizsgabiztos beszkennelte és feltoltotte a Didkolimpia szerveré-
re. A mintegy 22 400 oldalnyi szkennelt anyagot 90 koordinator nézte &t (akik koziil
70 a szentpétervari kozponti helyszinen, 20 pedig online vett részt). A versenyz6k
pontszama a koordindtorok és a csapatvezetok kozotti egyeztetés révén alakult ki.

A Didkolimpidra 51 orszag osszesen 175 feladatot javasolt, ezek koziil keriilt ki
a hat kitlizott feladat. A versenyen, szokas szerint, mindkét napon négy és fél éra
alatt harom-harom feladatot kellett megoldani. A feladatok szovegét alabb kozol-
jiikk. Mindegyik feladat helyes megolddsaért 7 pont jart, igy egy versenyzé maximé-
lis teljesitménnyel 42 pontot szerezhetett. A verseny befejezése utdn megallapitott
ponthatarok szerint aranyérmet a 24-42 pontot elérd, eziistérmet a 19-23 pontos,
mig bronzérmet a 12-18 ponttal rendelkezé tanuldk szereztek. A szokatlanul ala-
csony ponthatdrok f6ként annak tudhaték be, hogy a 3. és 6. feladaton kiviil idén
a 2. feladat is igen nehéznek bizonyult.

A magyar csapatot a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorl6 Altalanos Iskola és
Gimnéazium hat tanuléja alkotta.

Varkonyi Zsombor (12. oszt.) 22 ponttal ezistérmet nyert.
Fiiredi Erik (12. oszt.) 18 ponttal,

Kovacs Tamas (11. oszt.) 18 ponttal,

Szab6 Kornél Gyorgy (12. oszt.) 16 ponttal,

Fleiner Zsigmond (11. oszt.) 14 ponttal és

Velich Néra Zoé (12. oszt.) 13 ponttal bronzérmet kapott.

Frenkel Péter (ELTE TTK Algebra és Szamelmélet Tanszék; Rényi Intézet)

a magyar csapat vezet6jeként, Dobos Sdndor (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakor-
16 Altaldnos Iskola és Gimnazium) a magyar csapat helyettes vezetéjeként, Kovdcs

Benedek (ELTE TTK, matematikus mesterszakos hallgat) és Terpai Tamds
(ELTE TTK Analizis Tanszék) hivatalos megfigyeléként, Kés Géza (SZTAKI,
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ELTE TTK) a Feladatkivdlaszté Bizottsig tagjaként és koordindtorként,
Kunszenti-Kovdecs Ddvid (ELTE TTK Alkalmazott Analizis Tanszék; Rényi Inté-
zet) a Didkolimpidt irdnyité dttagi Tdbla és az Etikai Bizottsag tagjaként, Pelikdn
Jozsef (ELTE TTK, Algebra és Szdmelmélet Tanszék) pedig a Hivatalos Nyelvek
Bizottsag tagjaként miikodott kozre az olimpian.

Az orszdgok nem-hivatalos pontversenyében Magyarorszdg a résztvevé 107
orszag kozott a 32. helyen végzett.

A csapatverseny élmezdnyének sorrendje {gy alakult (megszerzett pontszdma-
ikkal):

1. Kina 208, 2. Oroszorszag 183, 3. Dél-Korea 172, 4. USA 165, 5. Kanada 151,
6. Ukrajna 149, 7-8. Izrael és Olaszorszag 139, 9-10. Egyesiilt Kiralysag és Tajvan
131, 11. Mongélia 130, 12. Németorszag 129, 13. Lengyelorszag 126, 14. Vietndm
125, 15. Szingaptir 123, 16-17. Csehorszag és Thaifold 121, 18-19. Ausztrélia és
Bulgaria 120, 20. Kazahsztan 117, 21-22. Hongkong és Horvatorszag 113, 23. Fiilop-
szigetek 111, 24. Belarusz 109, 25. Japan 108, 26. India 106, 27-28. Franciaorszag
és Romania 105, 29. Irdn 104, 30. Peru 103.

Az Osszes résztvevd orszag és versenyzd neve és eredménye megtaldlhatd
az imo-official.org honlapon.

Szeretnék koszonetet mondani a versenyzék tanarainak. A kozponti olimpiai
felkészito szakkor vezetOje a helyettes csapatvezetd, Dobos Sdndor volt. A felké-
szités részét képezte egy egyhetes tdborozas junius végén, Dobos Sdndor és Kiss
Géza (szintén a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorl6 Altalanos Iskola és Gimnazi-
um tandra) vezetésével. A versenyzék tovabbi tandrainak felsoroldsdban a tandrok
neve utan monogramjukkal jeloltem azokat a didkokat, akik a tanitvanyaik: Fa-
zakas Tinde és Kocsis Szilveszter (FE, SzKGy, VZs, VNZ); Gyenes Zoltin (FZs,
KT, SzKGy); Pésa Lajos (SzKGy, VZs, VNZ); Hujter Bdlint és Juhdsz Péter (FZs,
KT); Surdnyi Laszlé (SzZKGy).

Ko6szonom a helyettes csapatvezetd és a hivatalos megfigyel6k munkajat. Ko-
szonom a Rényi Intézet vezetOinek és dolgozdinak tamogatasat, tovabba Nika Salia
vizsgabiztos lelkiismeretes munkajat.

A didkolimpia résztvevi szaméra sakkbajnoksdgot is szerveztek, amely blitz és
rapid mérkozésekbdl allt. Az induldkat két csoportba osztottak. A ,keleti” csoport
gyOztese a magyar Fiiredi Erik lett.

Ezen a virtualis olimpidn is voltak matematikai és kulturalis-turisztikai jel-
legli kiséré programok is, igy exkluziv interjik hires matematikusokkal (koztiik
a Fields-érmes Stanislav Smirnovval és a friss Abel-dijas Lovasz Laszléval) és vir-
tudlis varosnézo sétak Szentpétervaron. A teljes program megtalalhaté az olimpia
honlapjan: https://imo2021.ru/.

A kovetkezd, 2022. évi matematikai didkolimpiat Norvégia rendezi, remélhetd-
leg személyes jelenléttel Osloban.

Frenkel Péter
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A 62. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia feladatai

Els6 nap

1. feladat. Legyen n > 100 egész. Ivan felirja az n,n+1,...,2n szamokat
egy-egy kiilonbozé kartyara. FEzutan osszekeveri ezt az n + 1 kartyat, és két pakliba
osztja Oket. Bizonyitandé, hogy legalabb az egyik pakli tartalmaz két olyan kartyat,
amelyekre irt szamok Gsszege négyzetszam.

2. feladat. Mutassuk meg, hogy az

n n n n
D 2 li—ml <33 /et
i=1 j=1 i=1 j=1
egyenl6tlenség fenndll tetszéleges x1, ..., x, valds szdmokra.

3. feladat. Legyen D olyan belsé pontja az AB > AC tulajdonsagi, hegyes-
sz6gli ABC héromszognek, hogy DAB< = CAD<. Az AC szakasz E pontjara
ADE< = BCD< teljesiil, az AB szakasz F pontjara F'DA< = DBC< teljesiil, és
az AC egyenes X pontjara CX = BX teljesiil. Jelolje Oy és Oy az ADC), illetve
E X D haromszog koré irt kor kozéppontjat. Bizonyitandd, hogy a BC, EF és 0104
egyenesek egy ponton mennek at.

Masodik nap

4. feladat. Legyen I' egy I kozépponti kor, és legyen ABC'D olyan konvex
négyszog, hogy az AB, BC, CD és DA szakaszok mindegyike érinti I'-t. Legyen
Q az AIC haromszog koriilirt kore. A BA szakasz A-n tili meghosszabbitasa -
t X-ben metszi, és a BC szakasz C-n tuli meghosszabbitdsa -t Z-ben metszi.
Az AD, illetve a C'D szakasz D-n tuli meghosszabbitasa (-t Y-ban, illetve T-ben
metszi. Bizonyitandd, hogy

AD+ DT +TX+XA=CD+DY +YZ+ ZC.

5. feladat. Két mdkus, Bozontos és Ugralds, 2021 diot gyujtott a télre. Ugra-
16s megszamozta a didkat 1-t6l 2021-ig, és asott 2021 kis lyukat a talajba koralakd
elrendezésben a kedvenc fajuk koriil. Masnap reggel Ugrdlds latta, hogy Bozontos
mindegyik lyukba elhelyezett egy diét, de nem térodott a sorszamozassal. Ugra-
16s elégedetlenségében elhatdrozta, hogy atrendezi a didkat 2021 egymaést kovetd
lépésben. A k-adik lépésben Ugralds felcseréli a k sorszamu diéval szomszédos két
diénak a helyzetét. Bizonyitando, hogy létezik olyan k érték, hogy a k-adik 1épésben
Ugralds olyan a és b sorszamu didkat cserél fel, amelyekre a < k < b.

6. feladat. Legyen m > 2 egész szam, A egy véges halmaza egész szamoknak
(amelyek nem feltétleniil pozitivak), és legyenek By, Bs, Bs, ..., B, részhalmazai
A-nak. Tegyiik fel, hogy minden k = 1,2,...,m esetén By, elemeinek Gsszege mF.

Bizonyitandd, hogy A legaldbb m/2 elemet tartalmaz.
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Olimpiai el6készito szakkorok
a 2021/2022. tanévben

A Bolyai Jdnos Matematikai Térsulat dltal szervezett Kozponti olimpiai szak-
kori felkésziilés az alabbiak szerint torténik:

Az elsd alkalom szeptember 24-én, a mdasodik oktéber 15-én (pénteken) lesz
a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gimndziumban
(Budapest VIII. keriilet, Horvath M. tér 8.) 14:30-t6l, szakkorvezetd: Dobos Sdndor.
Tovébbi idépontok a szakkori honlapnak (https://cms.renyi.hu/olimpiak/hu/
node/1) megfeleléen.

EGMO 2021 / 2022 felhivas* ! C
OO

2022. aprilis 6. és 12. kozott Egerben rendezik a tizenegyedik Eurdpai Lény
Matematikai Didkolimpidt, az EGMO-t (https://egmo2022.hu/, https://www.
egmo.org/). Jovére ezuttal nyolc f6s csapattal indulhatunk, melynek osszetétele
2022. elején deriil ki. A vélogatds szempontjai: vdlogatGversenyek (2021. 8szén és
2022. elején) — kis mértékben az elmiilt évi is —, orszdgos kifejtds egyéni versenyek
(matematika OKTV, Kiirschak Jézsef Matematikai Tanuléverseny, Arany Dédniel
Matematikaverseny), a KéMaL (A és) B pontversenyei, valamint az évkozi munka.

A versenyen vald sikeres szerepléshez, illetve a csapatba valé bekeriiléshez is
alapvetden nélkiilozhetetlen az alapos felkésziilés, ezt tobbféleképpen is szeretnénk
segiteni. Ev kozben id6kozonként kiildiink az érdeklédéknek (tematikus) feladat-
sorokat; az ezekre kiildott megoldasokra személyesen is visszajelziink, illetve lehet
kérdezni is. Emellett az 6szi valogatdig legeredményesebb didkok részt vehetnek
a téli brit-magyar kozos IMO felkészité taborban. A két valogatd Osszesitett ered-
ménye alapjan a legeredményesebb didkok részt vehetnek az intenziv EGMO felké-
szit6 hétvégén.

Erdemes minél el8bb, akér mar kilencedikesként bekapcsolédni. Minden lany
jelentkezését szeretettel varjuk, akit érdekel a versenyrészvétel lehetosége és nem
riad vissza attdl, hogy ezért komolyabb munké&t fektessen bele.

Aki szeretne részt venni a vélogatdsban és felkésziilésben, vagy barmilyen kér-
dése van, irjon minél el6bb az egmo.hungary@gmail.com cimre, vagy jelentkezzen
a honlapon leirtak szerint: https://nagyzoli.web.elte.hu/EGMO.html.

Kiss Melinda Fléra, Baran Zsuzsa,
Janzer Lili

*Az idei versenyrdl a beszamold jovd havi szamunkban jelenik majd meg.
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A matekes pedagégus — Eigel Ern6é emlékére

1990. janudr elsé hetében segélyeket vittiink Gyuldrdl Csikszereddba (Tra-
bant, Wartburg gépkocsikkal, IFA teherautéval). Az alf6ldi embereknek nehéz volt
a minusz husz-huszonhét fokos hideg, de megérte. Ekkor taldlkoztunk el6szor Eigel
Ernével, aki a torténelmi Magyarorszag legnagyobb gimnaziumat vezette. A tobb
mint négyszaz éves iskola hamarosan Mdrton Aron piispsk nevét vette fel. Felemels
volt a taldlkozas, bozontos szemoldoke, mint a Mikuldsé, haja mar ,,6szbe csavar-
adott”, de hihetetleniil csillogé szeme nemcsak dertit, de okossagot, szellemességet
sugarzott. Hamarosan kideriilt, hogy tanitvanyai hozsannaztak a matematikadrai-
nak érdekessége és kiilonleges tanitdsa miatt.

FEigel Ernd 1932. december 30-an sziiletett Csikszereddn és 2021. marcius 12-én
hunyt el Gyulan, Magyarorszagon. Felmendi Csehorszaghdl az 1810-es években tele-
piiltek Erdélybe, Borszék-Csikszereda térségébe, katolikus vallasu teriiletére. Mes-
teremberek voltak, iveggyartassal foglalkoztak, hiszen a borszéki savas viz palacko-
zasat végezték. A harmadik nemzedék mar elfelejtette német nyelvét, csak magyar
nyelven beszéltek, magukat magyar-székely embereknek tartottdk. A huszadik szé-
zadban értelmiségi foglalkozast tiztek.

Tehetségét, okossiagat kornyezete hamar felismerte. Alig mult tizenkét éves,
amikor 1944-ben Budapestre menekiiltek. A kamaszodé fit két éven keresztiil a Ke-
leti Karoly utcaban, az Erseki Katolikus Gimndziumban tanult. Té8le hallhattuk,
hogy kezdetben tarsai ,erdélyi kutydanak” nevezték, de amikor elsére a legjobb
matematikai dolgozatot megirta, mar ,FErnd” lett. 1946 Gszén visszatértek Csik
varmegyébe, Borszékre. Bentlakasos didkként Csikszeredan folytatta és fejezte be
gimnéaziumi tanulmanyait. Mar ekkor kijelentette: a matematika a sorsommd vdlt.
Ugyanakkor kideriilt, hogy zenei adottsaga-tehetsége is kimagaslé volt. Négy éven
at a matematika mellett zenélt, nagy, négyszolamu kérust vezetett, és azt vezényel-
te is. Sokat véllalt. Tandrai konnyiteni akartak munkajan, s kérdezték tole: miben
segithetnénk? A vélasz rovid volt: mentsenek fel a testnevelés aldl. Megtették.

A Babes—Bolyai Tudomdnyegyetemen tanult matematikat. Harom-négy hét
mulva kideriilt, hogy valéban sorsdvé vélt a matematika. A diploma atvétele utén
Csik megyében, a baréti gimnaziumban kezdte a tanitast. Egy év mulva igazgatdva
valasztottak. Az 1956-os forradalom utdn ugyan nem bantottdk, de levéltottdk
igazgatdi posztjardl. Jol jart.

Végre tanithatott, s azt, amit nagyon szeretett, rdadasul a csikszeredai gim-
naziumban. Bdgozi Mihdllyal egyiitt orszdgos élvonalba emelte a gimnézium mate-
matika-fizika oktatasat. Figel Ernd célja ez volt: jol tanitani és a magyar értel-
miséget magasra emelni. EE mogott nemcsak a tehetség all, de a j6 tanar tanitasi
modszere, ami a jo tanuldt felemeli. Egyik tanitvanya, aki kivalo matematikus lett,
a kovetkezbket mondta: Eigel Ernd sokkal nagyobb mozgasszabadsagot biztositott
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nekem, mint a tobbi didknak, és ez nagymértékben hozzajarult ahhoz, hogy a ma-
tematika tanulmanyozasaban elmélyiilhessek.

FEigel Ernd fontosnak taldlta a fiatal pedagogusok segitését is. Kivaléd oraelemzé
volt. Egykoron ndala kezddék tisztelettel meséltek a vele vald talalkozasrdl. FEigel
Erné megnézte tandraikat, és harom perc alatt meg tudta mondani, mik voltak
az Ora erésségei és gyenge pontjai. Nemcsak ezekrdl mondta el a véleményét, hanem
felvazolta a lehetGségeket is, pl. 6 hogyan csindlna. Kés6bb mér csak azért nézte meg
Oket, hogy fejlodésiiket figyelje. Mindig segité szandékkal és nem ellenérzo szervként
latogatott. O is meghivta éraira a kezdoket, akik szivesen mentek hozzd hospitalni,
rengeteget lehetett téle tanulni. Altalaban is segitokész volt a kezd6 tanarokhoz:
a fiatal tanarnokhoz, a fiatal tanar urakhoz egyarant, akik csak felnézni tudtak és
tudnak ra.

Kérdeztiik téle egyszer, hogy tanitdasanak mi a titka? Egyszerii, mondta: a ha-
gyomanyos oktatds szerint a tanuldé all a tédblanal, a tanar nézi, a tobbieknek
a ,nyakizmat fejleszti”. Nehezen felirnak a tablara egy ,fejleményt” x+34+10y. ..,
a hatékonysag nagyon kicsi. A mateket viszont igy kell tanitani, ez a megoldas:
reprezentativ-elmélet megismerése; két feladat kozos megbeszélése; tiz-husz feladat
6nallé megolddsa (ez mar harmadik-negyedik tandra), mikézben a tanar megy fel-
le, s nézi, ki-ki meddig jutott el, kdozben siig neki, ez itt nem j6 vagy nagyon jé
stb. Van, aki mér a nyolcadik feladatnal jar, mds még a mésodikndl, de mindegyi-
kiik sajat maga dolgozik az 6ran. Aztan a didk bemutatja a munkajat, a tobbiek
kérdezik, hogyan csinalta ... Ehhez kapcsolédhat az unokdja kedves torténete is,
aki mikor elkezdte az iskolat, ,tiszta fejjel” konnyen meg tudta oldani a kozismert
féltéglas-egész téglds kis feladatocskat. Miutan elvégezte a gyermek az els6 osztélyt,
a nagyapa (Ernd bdcsi) 4jbdl feladta unokdjanak ugyanazt a fejtorot, akinek ek-
kor mar nem sikeriilt a megoldas. Gondolkodésat az iskola sablonokba szoritotta,
ami nem segitett, mondvan még nem jutottak el ahhoz az anyaghoz. Tanulsdgos
a torténet.

1994-t61 fogva fél évtizeden keresztiil matematikat tanitott Gyuldn az Erkel
Ferenc Gimndziumban. Didkjai itt is nagyon tisztelték és szerették, bar a kezde-
tekben egy kicsit tartottak téle. A gyulai didkok az els6 hénapokban csak ,az éreg
roman” kifejezést hasznaltdk a hata mogott, de néhdny honap multdn mar dagy
szolitottak: Ernd bdcsi.

A j6 tanar ennél szebb elismerést nem ismer.

Valogatas egy matematikatanar gytijteményébdl

A kovetkezé feladatok Figel Ernd két feladatgyiijteményébdl — Sikgeometriai
feladatok, Térgeometriai feladatok — valék. A feladatok bemutatasakor lényegé-
ben a konyvekben szereplé megoldasokat kovettiik, azokat részben kiegészitettiik,
és a modszertani megjegyzések mellett igyekeztiink megmutatni azt is, ha lehet,
hogyan segithet pl. a GeoGebra a megoldasok megsejtetésében vagy a viszonylag
bonyolult problémak szemléltetésében.

Az emlékezés mellett a didkok és a kollégdk figyelmét is szeretnénk felhivni
erre a két kivalé konyvre.
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1. Legyen ABC hdromszog AB oldalan M egy tetszdleges mozgd pont. B-bdl
CM egyenessel huzott parhuzamos egyenes az AC egyenesét az N pontban metszi.
Bizonyitsuk be, hogy az AM N hdromszdg teriilete nem vdltozik, ha az M pont mozog
az AB szakaszon. [EE/1/25.]

Megoldas. A feltételek alapjan az
M BNC négyszog létezik (M bels6 pont), és
trapéz (MC' || BN). Legyen P az MBNC
trapéz atléinak metszéspontja.
X Az MBN héromszog és a CBN hé-
romszog teriilete egyenld, mivel BN oldaluk
kozos, és az ezen oldalhoz tartozé magassdguk az MC || BN miatt egyenld. Eb-
bol a két egyenld teriiletbol kivonva a BN P haromszog teriiletét, kapjuk, hogy
az M BP haromszog és a C' P Nharomszog (nem sziikségszertien egybevagok) te-
riiletei megegyeznek. Ezt felhasznélva, és a konstrukciét figyelembe véve kapjuk,
hogy tamn = tampc +topn = tampec+tuBp = tapc. Mivel az ABC haromszog
fix volt, igy a teriilete sem valtozott, allandé maradt, amivel igazoltuk allitasunkat.

Az A = M esetén nem keletkezik hdromszog, nincs mit bizonyitani. M = B ese-
tén pedig a keletkezett haromszog megegyezik az ABC haromszoggel, igy az dllitas
nyilvanval6. Azt, hogy az AM N haromszog teriilete (taprn) dllandd, a GeoGebra
dinamikus funkcidja az M pont mozgatdsdval sejteti (= tapc), hiszen az AMN
héromszog ,rasimul” az ABC' haromszogre.

2. AB egy adott kor atmérdje, C mozgd pont a kéron. Hatdrozzuk meg az ABC
hdromszdgekbe irhato korok K kozéppontjainak mértani helyét, ha a C befutja
a teljes kort. [EE/1/285/al]

Megoldas. Legyen eloszor a C' pont
A-t61 és B-t6] kiilonboz6 pontja a kornek.
Ekkor Thalész tétele miatt az ACB< =
=90° lesz. Ha az A csicsndl 16v6 sz6-
get a-val, a B csticsnal 1évo szoget [-val
jeloljiik, akkor a haromszogek belso sz6-
geinek Osszegét kihaszndlva o + 5 = 90°.
Mivel a haromszogbe irhaté kor kozép-
pontja a bels6 szogfelezOk metszéspont-
ja (K = fa N f3), ezért az ABK harom-
sz0g AB oldalan fekvé szogei 5, illetve
g, amelyek dsszege 45°. Igy az AK B<t =
=~ =135° ami azt jelenti, hogy a K
pontbdl az AB atmérd v = 135° alatt latszik, tehdat a K pont, ha C pont A-tdl és
B-t4l kiilonbozé pontja a kornek, mindig az AB &dtméré 135°-os latdszogkoriv-
parjan van. Ha a C pont megegyezik A-val vagy B-vel, akkor nem keletkezik
az ABC haromszog, igy beirhaté kor sem, tehdt a megolddshoz nem tartozik az AB
atméro két végpontja.
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Kérdés még, hogy a latészogkoriv-parok barmely, A-t6l és B-t6l kiilonbozé
K’ pontjdhoz tartozik-e az eredeti k koron 1évé C' pont. Tiikrozziik tengelyesen
az AB 4dtmérét AK' és BK' egyenesére, ezen tiikorképek metszéspontja pedig le-
gyen C'. Az AC'B<=90° lesz a y = 135° és az § + g = 45° miatt (AK'B ha-
romszogben), {gy a Thalész-tétel megforditdsa adja, hogy C’ rajta lesz a k koron,
mikozben a K’ a tiikrozés miatt a bels6 szogfelez6k metszéspontja is, tehdt a befr-
haté kor koézéppontja. fgy a keresett mértani hely az AB szakaszra rajzolt 135°-0s
teljes 1at6szogkoriv-par, kivéve az A és a B pontot.

A megoldéds megsejtéséhez (nem bizonyitdsdhoz) a GeoGebra nyomvonal funk-
cidja ismét segit, hiszen a C' pontot végigfuttatva a koron, kirajzolédik a két koriv.

3. Legyen A pont a k korlemez eqy tetszdleges belsd, a kozépponttol kilonbizd,
rogzitett pontja, és M N wvdltozo szeld, amely dtmegy az A ponton. Legyen P, illetve
Q az A-nak az M-re, illetve az N-re vonatkozd tikorképe. Mi lesz a PQ szakasz F
felezépontjdnak a mértani helye, ha M befutja a kirvonalat? [EE/1/125.]

Megoldas. Vizsgaljuk el6szor azt az esetet, amikor az O pont nem illeszkedik
az M N hurra.

A konstrukei6 és a jelolések alapjan:
_PQ  PA+AQ
=5 = 5 =

_ 2MA+2NA
-

= MA+NA=MN

PF

MA=PM=PF—-MF =
=MN - MF = FN.

Mivel az MON haromszog egyenld szard, mert OM = ON := R, igy OMN< =
= ONM<«, amikbol kovetkezik, hogy OMAA =2 ONF/A, ami azt jelenti, hogy
OF = OA = élland6 := r. Ez annyit jelent, hogy az F felez6pont allandd, r = OA
tdvolsdgra van az O ponttdl, és ezért a mértani hely az O kozépponti, r = OA
sugaru koron van.

Ha O illeszkedik az M N hurra, akkor M A = F'N hasonléan igaz, és az egybe-
vagd hdromszogek keletkezése nélkiil OF = OA = éllandé := r egyszertien adédik.

Azt kellene beldtni még, hogy a vart mértani hely (O kozéppontd, r = OA
sugari kor) minden F’ pontja esetén F' felezi az eredeti konstrukeié alapjan ka-
pott PQ szakaszt. Ha F’ megegyezik A-val vagy A-nak O-ra vonatkozé tiikor-
képével, akkor ez nyilvadnvald. Ha F’ nem egyezik meg sem A-val, sem A-nak

O-ra vonatkoz6 tiikorképével, akkor a keletkezett egyenld szari haromszogek okan
OMAN = ONF'/, vagyis F'N = MA. Igy PF' = F' A+ 2M A, illetve

QF =F' N+ NQ=FN+NA=FN+FA+FN=
=F'A+2F'N =F A+2MA,
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ami az F’ pont felezé tulajdonsdgat igazolja. Tehdt a megoldds az O kézéppontd,
r = OA sugari kor minden pontja.

Ismét segit a feladat megoldasaban a GeoGebra nyomvonal funkcidja, hiszen
az M korbefuttatasakor lathaté az eredetivel koncentrikus kor, a remélt mértani
hely. A bizonyitast nem mellézhetjiik.

Ha A = O lenne, akkor a mértani hely az O pont lesz. Itt is segit a GeoGebra,
de az olvaséra bizott indoklas hasznos gyakorlas lehet.

4. Az O kézés pontbol kiinduld hd-
rom félegyenes pdronként egymdsra merd-
leges (derékszogt triéder), és a félegyenesek
egy-eqy tetszdleges, O-1ol kilonbozd pontja
legyen A; B és C'. Igazoljuk, hogy az igy ke-
letkezett ABC hdaromszog barmely helyzeté-
ben hegyesszogi. [EE/I1/1.10.]

Megoldas. A  kezdeti feltételek,
a konstrukcié és a jelolések alapjan ha-
romszor alkalmazva Pitagorasz tételét,
kapjuk:

OA:=a; OB:=b; OC:=c,
AB =+v/a?2+b2; BC =+\b>+c2;
AC =+/a? + 2.

Ezek utan az ABC hiromszogben pl. a BC oldalra és a-ra felirhatjuk a koszinusz-
tételt, azt rendezziik:

BC? = AC?* + AB?> —2-AC - AB - cos a,

b2+02:a2+02+a2+b272~\/a2+62~\/a2+b2'cosoz,

a?

Vaz+ 2 Va2 +v2

CoOS x =

Mivel a jobb oldal pozitiv, igy cosa > 0 = 0° < a < 90° (hdromszog belsd szogérdl
van sz0) = « hegyesszog. Hasonléan ldthaté be S-ra és ~v-ra is, tehdt az ABC
héromszog hegyesszogli. Mivel az ABC haromszog 1étezik, ezért az «; 8;v = 0°
(cos0° =1 > 0) lehetdséget nem kell figyelembe venni.

A feladatnak biztosan vannak més, a koordindta-geometria eszkozeit nem
kihasznél6 (pl. a Pitagoraszi egyenlStlenség) megoldasai is.

5. Egy k kor rogzitett A pontjaban hizzunk merdlegest a kor sikjdara. Ezen
az eqgyenesen jeloljink ki eqy tetszdleges, A-tdl kiilonbozo, rogzitett B pontot. Legyen
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M a kir egy tetszdleges, mozgd pontja. Hatdrozzuk meg az A pont BM szakaszra
eso merdleges vetiiletének mértani helyét a térben, ha az M pont befutja a k kort.
[EE/II/V.7.]

Megoldas. Legyen AC a k kor
atméréje, M a k kornek az AC vég-
pontjaitél kiilonboz6 pontja, valamint
legyen P az A pont meréleges vetiilete
a BM szakaszon. Merdleges vetiilet mi-
att APB< = 90°, igy a térbeli Thalész-
tétel megforditdsa miatt P rajta van
az AB atméréjli gombon,

(+) P € Gap.

A sikbeli Thalész-tétel miatt CM A<t =
= 90°. Mivel a feltétel miatt CM 1L AB,
ezért CM LS(ABM), ami azt is jelenti,
hogy CM 1L S(ABM) minden egyenesé-
re, pl. CM L AP. Kihasznélva a feltételt,
hogy AP1BM, ezért APLS(BMC) is
igaz. Bz azt is jelenti, hogy APLCP C S(BMC), vagyis a CPA< = 90°. Igy
a térbeli Thalész-tétel megforditdsa miatt a P pont rajta van az AC atméréji
gbdbmbon is,

(%) P e Gac.

Ha M = C, akkor MP = CP, igy a CPA =90° merdleges vetiilet miatt
nyilvdnval6. Ha pedig M = A, akkor M = A = P addédik.

lgy az (%), a (xx) és a speciélis helyzeteket is figyelembe véve P € Gap NG ac.

Igazolnunk kellene még, hogy a gémbok kozos korének (Gap N Gac) egy tet-
sz6leges, az A-t6l és az A-nak a BC-re vonatkoz6 merdleges vetiiletétdl (ezek nyil-
vénvaléan elemei a megolddsnak) kiilonb6z6 P’ pontjdhoz tartozik egy, a k koron
1év8 M' pont (BPM' kollinedrisak), ami esetén az eredeti feltételek teljesiilnek.
Legyen M’ a B-bdl kiinduld, P’-t tartalmazé félegyenes és az eredeti sik metszés-
pontja. Mivel P’ € G ap NG ac, ezért rajta lesz mind a két gombon, {gy a Thalész-
tétel miatt AP'B< = CP' A< =90°. Mivel AP’ LCP’ és AP’ LM'P' (AP'M'<« =
= 90°, kiegészitd szog), {gy AP’ LS(CM'P’") = S(CM’'B), amibdl az kovetkezik,
hogy AP’ LCM’ is igaz. Mivel CM’ L AB (eredeti feltétel), igy CM’'LS(ABP') =
= S(ABM'), egyben CM’' LM’ A is. A Thalész-tétel megforditdasibdl az kovetkezik
(a CM'A derékszogli haromszog 16tezik), hogy M’ rajta van az eredeti k koron.

Tehat a mértani hely: az AB szakaszra, illetve a BC' szakaszra mint dtmérdkre
illeszked6 gombok kozos korének minden pontja. A kozos kor kozéppontjat és
atmér6jét ki lehet szamolni az M = C esetbdl (hazi feladat).

A GeoGebra ennek a feladatnak nemcsak a megoldasanak a megtalalasét segiti,
de a viszonylag bonyolult térbeli problémat is szemléletessé, atlathatova teszi.
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6. Az S sikban fekvd e egyenes forog a rajta 1évd fiz A pont koril. Legyen az m
egyenes az S sikra merdleges, metszéspontjuk pedig T, az M pedig az m egyenes
T-t6l kiilonbozd pontja. Hatdrozzuk meg az M-bdl az e egyenesre hizott f merdle-
gesek P talppontjainak mértani helyét az e kirbeforgdsa esetén. [EE/II/V.5.]

Megoldas. A feladat szovege alap-
jan vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

Mem; mlS; mNS :=1T;
Mef, elf;, enf:=P

Vizsgdljuk elészor, ha P # A;T. Az el f
S és m LS feltételekbdl a harom meréleges
egyenes tétele alapjan kovetkezik, hogy

TPle= TPA=90°.

Ezért Thalész tételének megforditasa kovetkeztében igaz, hogy P rajta van az AT
szakaszra mint atmérore rajzolt Thalész-koron.

Specidlis helyzetben, ha T'A 1l e vagy T € e, akkor P = A, illetve P = T adédik,
nem alakul ki a derékszogli TPA haromszog, de a T és az A pont a feltételek
nyilvanvalo teljesiilése miatt hozzatartozik a keresett mértani helyhez.

Meg kell még nézniink, hogy az A-tél és a T-t6l (ezek részei a megoldashal-
maznak) is kiilonbozd, a koron 16vé tetszéleges P’ pont esetén a P'M Le (f' Le)
igaz lesz-e. Az AP'T<t=90° a Thalész-tétel miatt (az AP'T haromszog léte-
zik), az AP’ Lm (eredeti feltétel), igy AP’ LS(P'TM), amibdl az kovetkezik, hogy
P'Mle (f'Le) igaz lesz, igy a mértani hely az AT &tmérdji teljes korvonal lesz.

A feladat megoldaséat ismét kezdhetjiikk a GeoGebrdnak a kort kirajzolé nyom-
vonal funkcidjaval, ami segit a specidlis helyzetek diszkusszidiban is.

Gyula, Csikszereda, 2021 nyaran

Isten veled, Baratunk!

Kereskényi Miklés, Marczis Gyorgy, Pall R. Olga
Segitettek: Bird Balint, Pdlinkds Istvdn, Szilassi Lajos

! Gyakorlé feladatsor
' ' emelt szintii matematika érettségire

Az els6 néhany szamban a feladatsorok nem fedik le teljes egészében a hivata-
los kovetelményrendszert, hogy a mar tanult ismereteket kelljen csak felhasznalni
a megoldashoz. Igyeksziink a feladatsorok nehézségét az éles sorokhoz igazitani,
vagyis — az el6z6 évekhez képest — konnyebbek lesznek.
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I. rész

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkezo egyenleteket:
a) Vo +8—/x=+z+3,

1 1
b) V3

cosz+1 coszx—1 sin?

. (12 pont)
x

2. Ha a fonyddi hajéallomds méléjdnak (F') végérdl a badacsonyi kiksté (B)
felé néziink, akkor ettél az irdnytdl jobbra 75°-os szogben Révfiilop kikotéje (R),
balra 28°-os szogben pedig Szigliget kikst&je (S) latszik. Tudjuk, hogy az FRB hé-
romszog egyenld szard, melynek alapja F'B, valamint azt is, hogy az F'B.S harom-
sz0g is egyenlo szard, amelynek alapja az F'S szakasz. Egy vitorlas hajé egyik nap
Fonydédrol Révfiilopre, onnan Badacsonyba, majd Szigligetre vitorlazott, ahol a ha-
jon utazok megebédeltek, és visszatértek Fonyédra. Fonyéd a Balaton déli partjan,
Badacsony vele szemben, a Balaton északi partjan talalhaté. A badacsonyi kikotd
a fony6ditdl 5,2 km-re van (F'B = 5,2 km), a Fold gorbiiletétdl eltekinthetiink.

a) Szamitsuk ki, hogy legaldbb hdny km-t tett meg ezen a napon a vitorlds.
A végeredményt egész szamra kerekitve km-ben adjuk meg.

Kideriilt, hogy a hajon tartézkodok koziil néhanyan mar korabban is ismerték
egymast (az ismeretség kolesonos). Egy n csucst graffal dbrazoltuk ezeket az isme-
retségi viszonyokat, ahol a személyeket a csicsok jelképezték, két csicsot akkor és
csak akkor kotott dssze él, ha a csicsoknak megfelel6 személyek korabban mar is-
merték egymdst. Olyan egyszerii, Osszefiiggd grafot kaptunk, amelynek 10 éle lett.
Jelolje A az n csucsu egyszer(i, Osszefiiggd graf élei szaménak lehetséges legkisebb,
B pedig a lehetséges legnagyobb értékét.

b) Hanyan utaztak a hajén, ha A-;B =107 (12 pont)

3. Tekintsiik az alabbi kijelentéseket:

A) Ha egy egyszerli graf csucsainak szdma pératlan, akkor van pdros fokd
cstcsa.

B) Ha egy szémtani sorozat konvergens, akkor kiilonbsége pozitiv szdm.

C') Ha egy sorozat nem konvergens, akkor nem korldtos.

D) Ha egy mértani sorozat hdnyadosdnak abszolut értéke egynél kisebb, akkor
a sorozat konvergens.

a) Tgazak vagy hamisak az &llitdsok?

b) Fogalmazzuk meg az A) és D) kijelentések megforditdsat, majd dontsiik el
ezek logikai értékét.

Minden esetben indokoljuk valaszunkat. (14 pont)

4. a) Szamitsuk ki az y tengely azon pontjanak koordindtdit, amelybdl az
A(—1;1), B(3;9) pontok derékszogben latszanak.

Az A(—1;1), B(3;9), tovabbé a C pont illeszkedik az y = 22 egyenlet(i para-
bolara, C' rajta van a parabola A és B kozé es6 ivén.

b) Hatarozzuk meg C koordinétdit, ha az ABC hdromszog teriilete a lehetd
legnagyobb. (13 pont)
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II. rész

5. Egy 100 lakdsos tarsashaz lakdi az éves rendes kozgytilésre késziilnek. A La-
kébizottsdg a kozelgd nagy feldjitas koltségeinek biztositasara a jelenlegi kozos kolt-
ség emelését fogja javasolni. A kordbbi tapasztalatok szerint azonban p%-os emelés
esetén a lakok g%—a csak az emelés el6tti 6sszeget hajlandd fizetni (velitk szemben
jogi eljarast indithat a Lakdbizottsag, ami hosszabb tavon eredményre vezethet,
de a kozelgd feldjitasig nem fog befejezddni), a tébbiek fizetik az emelt koltséget.
Most minden lakas tulajdonosa fizeti a havi 10000 Ft-os kozos koltséget.

a) Osszesen mennyi pénzt fizetnének be a tulajdonosok havonta a tarsashiz
szamlajara, ha 15%-kal névekedne a kozos koltség?

A Lakobizottsag tagjai tudjdk, hogy nagymértékii emelést a kozgyiilés nem
fogadna el, ezért a felijitashoz minimalisan sziikséges emelést fogjak javasolni.
A tarsashaz foly6szamldjan 3 millié 430 ezer Ft van, a 36 hénap milva kezd6dé
felajitasig a szamldn legalabb 50 millié Ft-nak kell lennie. A tarsashaznak a lakok
befizetésén kiviil mas bevétele nincs, a folydszamlat kezel6 bank altal fizetett kamat
elfogy a banki koltségekre és egyéb aprébb kiadasokra.

b) Szamitsuk ki, hogy mennyi legyen a lakdsonként fizetendd megemelt havi
kozos koltség a megadott feltételekkel. Az eredményt 100 Ft-ra kerekitve adjuk
meg.

A kozos képvisel§ a korabbi kozgytilési jegyzOkonyveket tanulmanyozva érde-
kes dolgot figyelt meg. Hét olyan kozgytilés volt, amelyen a résztvevik létszama
— megfelel6 sorrendbe rakva — egy szamtani sorozat szomszédos elemeit képezte.
A hét adat medidnja 66, szérasa 6.

¢) Mekkora az adatok terjedelme? (16 pont)

6. Ertelmezziik a valés szdmok halmazén az ,,josszeg” (jele: @) miiveletet
a kovetkezéképpen:

a®db=a+b+ab (a,beR),
valamint az ,ijszorzat” (jele: ®) miiveletet az aldbbiak szerint:

ab
b= —— beR b+#0).
a® P (a, bR, a+b#0)
a) Melyek azok a valds szdmok, amelyeknek ,ijosszege” 90, ,ijszorzata” 47

b) Igazoljuk, hogy az ,ujosszeg” miiveletre teljesiil a csoportosithatéségi tulaj-
donsag (asszociativités), azaz

a®(bdc)=(adb)de,
vagyis elhagyhatdk a zardjelek (a,b,c € R).

¢) Oldjuk meg a pozitiv egész szdmok halmazén az x ®y @ z = 2021 egyenletet.
(16 pont)
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7. Az dbra egy jatékokat készité cég tervezett
emblémajat mutatja, melyet a termékekre a kor ko-
zéppontja koriil elforgathaté médon rogzitenek. A for-
gasszimmetrikus alakzat egyes tartomanyait ugy fes-
tik be, hogy a kozos hatarvonallal rendelkez6 tarto-
manyok szine kiilonbozik egymastol. Piros, sarga, kék
és z0ld szin koziil lehet vélasztani, és egy embléman
mind a négy szinnek szerepelnie kell. Nevezziik a kor
belsejében levé korivek hatarolta konvex tartomanyo-
kat ,szirom”-nak, a konkav részeket pedig ,héattér’-
nek.

a) Hanyféleképpen szinezhetd ki az embléma, ha a ,szirmok” szinének kiilon-
boznitik kell egymastol, tovabbé azonos szinezéstinek tekintjiik azokat az embléma-
kat, amelyek a kor kozéppontja koriili elforgatassal alak és szin szerint egymésba
vihetok?

Az emblémdk gyartdsdhoz hasznélt berendezés tizembe helyezésekor 1000 da-
rabos nullszériat készitettek, amelynek minden példanyat megvizsgaltdk. Dobozba
gyijtotték a hibas darabokat, ezekbdl dsszesen 100 db lett, majd feljegyezték, hogy
57-nek szin hibaja, 53-nak pedig méret hibaja van.

Véletlenszeriien kivettiink ebbol a dobozbdl egy emblémat, megallapitottuk hi-
bajanak tipusat, ezutan visszatettiik a tobbi kozé. Késcbb megismételtiik az elobbi
eljarast még egyszer.

b) Mennyi a valészinlisége annak, hogy csak méret hibds, vagy csak szin hibas
emblémékat vettiink ki a dobozbdl? (16 pont)

8. Egy osztaly, ahol kétszer annyi a lany, mint a fi, tébbnapos kirandulasra
késziil, amelynek programjaban harom fakultativ foglalkozés is szerepel, melyekre
elozetesen lehetett jelentkezni. Mindenkinek legalabb egy programon részt kellett
vennie, de akar mindhdromra is feliratkozhatott barki.

) %_e
falumuzeumi latogatdsra, %—e pedig kalandparki programra jelentkezett. Harman
jelolték meg mindegyik foglalkozast.

Az Gsszesités utan megallapitottak, hogy a tanulék %—e hajokirandulasra

a) Ha az osztaly tanuldi koziil véletlenszeriien kivdlasztunk egyet, mennyi a va-
16szintisége, hogy 6 a hajokirandulasra is és a kalandparki programra is jelentkezett,
a falumuzeumi latogatasra azonban nem?

Ebben az osztalyban egyik alkalommal haromfés bizottsagot valasztottak sor-
solassal igy, hogy cetlikre frtak az osztalyba jaré tanulék nevét, mindegyikre egyet-
egyet, majd urndba helyezték a céduldkat. Ezutdn az urnabdl véletlenszertien ki-
vettek egy cédulat, a rajta levo nevet felirtdk a tablara, félretették a papirlapot,
majd ezt a sorsoldst megismételték még kétszer.

Jelolje P(A) annak valdsziniiségét, hogy a tédblan legaldbb két ldny, P(B) pedig
annak valdsziniiségét, hogy legalabb egy fii neve szerepel.

b) Szémitsuk ki P(A) és P(B) értékét. (16 pont)
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9. A képen lathat6, a hagyomdnyos futball lab-
dahoz hasonlité testet 12 fekete szabalyos 0tszog, és
alkalmas szamu fehér szabalyos hatszog hatarolja.

Az 6tszog oldaldnak hossza megegyezik a hatszog
oldalanak hosszdval.

a) Hény csicsa, lapja és éle van a testnek?

b) Egy fehér hatszog teriilete hany %-kal nagyobb
egy fekete 6tszog teriileténél?

¢) Igazoljuk, hogy a derékszogii haromszogben a koriilirt és beirt korok suga-
ranak Osszege egyenl6 a befogdk szamtani kozepével. (16 pont)

Németh Laszlo
Fonyéd

Tajékoztato a folydirat eldfizetésérol

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok megrendelheté a kiadénal,
a MATFUND Alapitvanyndl a szerkesztéség cimén; valamint a kovetkezd ci-
men: http://www.komal.hu/megrendelolap/reszletek.h.shtml. El6fizetési dij
a 2021-2022-es tanévre (2021 szeptemberétsl 2022 mdjusdig) 8800 Ft. Azonos cimre
kiildendd, 9-nél nagyobb példanyszami megrendelés esetén a csoportos elofizetési
dij a kordabbi évekhez képest valtozott, a részletes arak a fenti oldalon olvashatdk.
Csekket és szamlat a szeptemberi szammal egytitt kiildiink, a fizetés csak ezutan
torténhet.

Lapunk eléfizetér az eléfizetett példany cimlapjan lathato eléfizetéi azonosito
segitségével a kitiizott feladatainkhoz mdr a lap nyomtatott vdltozatdnak megjelené-
sével egyidejileg hozzdférhetnek.

A Bolyai Jdnos Matematikai Tdrsulat (BJMT) tagjai dltal igénybevehetd ked-
vezményekrdl kérjik, olvassa el a Tarsulat honlapjin a ,Tagsdgi informdciok’™at:
www.bolyai.hu.

Azok, akik az idén kérik felvételiiket a Bolyai Jdanos Matematikai Tarsulatba,
felvételi kérelmiik elbirdldsa utén (legkdzelebb varhatéan oktéberben) értesitést és
tagdijbefizetési csekket kapnak, ezért kiilon nem sziikséges elobb jelentkezniiik.

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok példdnyonkénti dra 1050 F't.

Kérjiik versenyzdinket, hogy a K6MaL 2021-2022-es tanévi matematika, fizika
és informatika pontversenyének versenykiirdsdat figyelmesen olvassék el!

Versenykiiras*
a KoMalL 2021-2022. évi pontversenyeire
Kedves Versenyz6nk!

Matematikabdl, fizikdbdl és informatikabdl kiilonféle nehézségii pontversenye-
ket inditunk. Az idei tanévtdl kezdve csapatban is lehet versenyezni, melynek rész-

*Kérjiik, hogy azok is figyelmesen olvassék el a versenykiirdst, akik tavaly mar részt
vettek valamelyik versenyiinkben.
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letei a tovdbbiakban olvashatok. A versenyek 9 hénapon keresztiil, 2021 szeptem-
berétdl 2022. junius elejéig tartanak. Minden hénapban 1j feladatokat tiiziink ki,
és a megolddsokat a kovetkez6 hénap elejéig kiildheted be. A verseny végeredmé-
nyét 2022. szeptemberi szamunkban hirdetjiik ki. A dijakat jovo Osszel, a KoMalL
Ifjusagi Ankéton adjuk at.

Pontversenyeinkben a részvétel a 2021 /2022-es tanévben is téritésmentes. Kér-
jiikk azonban versenyzoink sziileit, hozzatartozoit, vagy az ket tdmogaté intézmé-
nyeket, cégeket, hogy el6fizetésiikkel és adoményaikkal segitsék Lapunk fennmara-
désat.

Nevezés a versenyre

Versenyeinkben minden altalanos iskolas és kozépiskolas koru tanuld részt
vehet.

Az Eurépai Uni6 Altalanos Adatvédelmi Rendelete (GDPR) értelmében szii-
161 engedély sziikséges a 16 évesnél fiatalabb versenyzéink adatainak nyilvéantar-
tasdhoz. Az O esetiikben egy sziiléi nyilatkozatra is sziikség van, melyet a re-
gisztracié soran lehet megadni. Amennyiben a sziil6i nyilatkozat nem érkezik
meg, a versenyz0 nem szerepelhet az eredménylistdban. Adatkezelési szabalyza-
tunk a https://www.komal.hu/info/adatkezeles.h.shtml cimen olvashatd.

Regisztracio

Ha még soha nem vettél részt a KoMal versenyeiben, az els6 1épés a regisztra-
cid a honlapunkon (https://www.komal.hu/u?a=reg). A regisztrdcié sordn alap-
veté adatokat (név, sziiletési datum, iskola, osztdly, e-mail ¢cfm) kériink. A kés6bbi
bejelentkezéshez sziitkséges jelszavadat e-mailben kiildjiik el.

A nagyon gyakori csalddnevii versenyzSknek (Horvath, Kiss, Varga stb.) java-
soljuk, hogy valasszanak egy haromjegyii jelzOszamot, amit masodik vezetéknév-
ként haszndlnak (pl. Kiss 349 Anna, Szabd 344 Péter). Kérjiik, hogy mind a re-
gisztraciokor, mind pedig a tanév soran bekiildétt dolgozataidon is minden esetben
az igy kibovitett nevet hasznald.

A sikeres regisztracié utdn adhatod meg tovdabbi adataidat (pl. felkészitétana-
rok neve; levelezési cim: ide szoktuk kiildeni az érettségizettek oklevelét), és nyilat-
kozhatsz a részletes pontszdamok nyilvanossigarol vagy egyes konkrét versenyekben
val6 részvételrol.

Ha kordbban mér regisztraltal, akkor nincs sziikség tjabb regisztraciéra; a ta-
valyi jelszavadat tovabbra is hasznalhatod; ugyanakkor sziikséges lesz a személyes
beallitdsaid attekintése, feliilvizsgélata.

Az egyes pontversenyekre az elsé dolgozat bekiildésével nevezhetsz be.

A versenyekbe a tanév soran késébb is be lehet kapcsolédni.

FONTOS! A versenyben csak a regisztracié utan, a Munkafiizet-
be beirt vagy feltoltott megoldasokat értékeljitk! A regisztracio nélkiil,
postian vagy e-mailben bekiild6tt megoldasokat utdlag sem vessziik fi-
gyelembe!

Az osztalyok szamozasa

A KoMalL versenyeiben az osztalyokat 5-t6l 12-ig szdmozzuk. Lehet, hogy a sza-
mozdas nem azonos az iskoldban hasznalt szammal. Azok szamitanak 12. osztélyos-
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nak, akik most kezdik az érettségi vizsga el6tti utolsé évet. 11. és 10. osztalyosnak
szamitanak azok, akik varhatéan 2023-ban, illetve 2024-ben fejezik be a kozépisko-
lat.

Azok, akik 8 4+ 5 éves képzésben vesznek részt, példaul a nyelvi el6készité osz-
talyok tanuldi, két egymas utdni évben is 9. osztalyosnak szamitanak. Kérjiik, ha
az osztalyod sorszama nem 1-gyel n6tt tavalyhoz képest, ezt jelezd a szerkesztéség-
nek e-mailben.

A regisztracié médositasa

A regisztracié utdn az azonositashoz szitkséges adataidat (név, iskola, osztaly,
e-mail cim) 6nélléan nem médosithatod. Ha ezek megvaltoztak, kérjiik, hogy fordulj
e-mailben a szerkesztOséghez.

Mindenkit 6vunk a regisztracié 6nkényes megismétlésétél, a tobbszoros regiszt-
raciétol. Nincs olyan helyzet, amikor a tobbszoros regisztracio segitene; csak még
nagyobb zavart okoz. (Ugye nem szeretnél kétszer szerepelni a pontversenyben,
feleakkora pontszammal?)

Arcképek

Ha szeretnéd, hogy fényképed megjelenjen honlapunkon a pontverseny eredmé-
nyében, kiildd el a szerkesztOségnek e-mailben. Ha lehet, valassz vildgos, egyszinii
hétteret. A képeket tobbnyire dtméretezziik és megfelel6 méretiire vagjuk, ezért
érdemes nagyobb felbontast hasznalni.

Csapatversenyek
A 2021/22-es tanévben csapatok szdmara is meghirdetiink t6bb pontversenyt
a hagyomanyos egyéni pontversenyek mellett. Varjuk
2-3 f6s csapatok jelentkezését a C és B matematika,
az | informatika, a G és P fizika,
tovabba 2 f6s csapatok nevezését az M fizika mérési pontversenyekre.

A csapatversenyek altalanos szabalyai megegyeznek az egyéni nevezési hagyo-
maényos versenyek szabdlyaival (a versenyek lefrdsat ldasd lentebb), feladatai meg-
egyeznek az egyéni verseny feladataival.

A csapattagoknak egyénileg is kell regisztralniuk, ha kordbban nem regiszt-
raltak. Ezutan lehet csapatot regisztrélni. A tagok lehetnek kiilonbozo iskoldbdl és
kiilonbo6z6 éviolyamokrdl is. Egy csapat abban a kategériaban fog versenyezni, ami
az évfolyam szerinti legidGsebb tagjdnak a kategoridja.

Egy személy tobb csapatnak is tagja lehet, illetve indulhat egyéni versenyben
is, de egy pontversenyben pontosan egyszer vehet részt. Nem lehet versenyezni
egyszerre a C csapatversenyben és a K, B vagy A egyéni pontversenyben, illetve
a G csapatversenyben és a P egyéni versenyben.

A C és B csapatversenyeket két kategéridban: a 9-10. évfolyamosok, illetve
11-12. évfolyamosok; az I, M és P csapatversenyeket egy-egy kategéridban: a 9-12.
évfolyamosok; tovabba a G csapatversenyt egy kategéridban: a 9-10. évfolyamosok
szamara hirdetjiik meg.

Matematika versenyek

Négyféle versenyt inditunk, névekvd nehézségi sorrendben K, C, B és A kate-

géridban. Egy tanulé to6bb pontversenyben is indulhat, de az egyéni K és B pont-
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versenyek koziil csak az egyiket valaszthatja. Ha kilencedik osztalyos vagy, akkor
a személyes beallitdasaid kozott nyilatkozhatsz, hogy melyik versenyben szeretnél
részt venni.

Mindegyik versenyiinkre érvényes, hogy egy feladatra csak egy megoldast
értékeliink.

Természetesen 6rommel varunk altaldnositdasokat, megjegyzéseket, masfajta
megoldasi vagy kitiizésre tett javaslatokat, ezeket szivesen kozoljiik, sot, a pontver-
senyen kiviil kiilond{j formajéaban is elismerjiik. Versenyzoink akkor kapnak pontot
az altaluk javasolt feladatra, ha annak megoldasat — a tobbi feladat megoldasahoz
hasonléan — feltoltik a Munkafiizetbe.

K-jelli matematika feladatok — az ABACUS és a KoMal. K6zos pontversenye
Kilencedikes Kezd6knek

A K-pontversenyben csak kilencedik osztélyosok indulhatnak. Azoknak ajénl-
juk, akik még csak most ismerkednek a K6Mal-lal. Szeptembert6l marciusig hét for-
duléban, havonta 6t feladat jelenik meg; ezek koziil harom feladat az ABACUS
pontversenyével kozos. Mindegyik feladat teljes megoldasa 5 pontot ér. A fel-
adatokat az ABACUS matematikai lapok bocsatja a KoMal rendelkezésére.

Az ABACUS pontversenyében tovabbra is az altalanos iskoldk 3-8. osztélyos
tanuldi vehetnek részt.

Azok a 9-edikesek, akik K-ban indulnak, nem lehetnek tagjai C pontversenybe
nevezett csapatnak.

C-jeli matematika gyakorlatok

A C-pontverseny gyakorlatait azoknak az olvaséinknak ajanljuk, akik tdl ne-
héznek vagy szokatlannak taldljak a B és az A kategoria feladatait. Itt rendsze-
resen kozliink az iskolai tananyaghoz szorosabban kapcsolodd gyakorlatokat, azok
taldlhatnak itt kedviikre valét, akik valamivel — de nem sokkal — szeretnének til-
lépni az iskolai matematika keretein, vagy emelt szintii érettségit kivannak tenni
matematikdbol. A 2021/22-es tanévtdl a C pontverseny elsd két feladata
megegyezik a K pontverseny utols6 két feladataval, jelslésiik K/C lesz.
A megoldésra kapott pontszamok mindkét pontversenybe beszédmitanak — hasonlé-
an az I/S informatika feladatok pontszamitdsdhoz. A K pontversenyben tovédbbra is
csak 9. évfolyamos, illetve nyelvi el6készitd évfolyamra jaré tanuldk vehetnek részt,
ugyanakkor versenyezhetnek egyszerre mind a K, mind a C pontversenyekben —
az utdbbiban a 10-edikesekkel egy kategéridban.

K C
t() O O”© S ¢ < 0}0 2
N legfeljebb
Abacus 10-eegilfejseeknek
L )

Y
11-12. évfolyamra

A gyakorlatok egy része altalanos iskolasoknak is ajanlhatd, mas résziik azon-
ban a 11-12. évfolyam tanulményaira tamaszkodik. Minden hénapban hét gyakor-
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latot tliziink ki, ebbdl az 1-5. gyakorlatokra a legfeljebb 10. évfolyamosok, a 3-7.
gyakorlatokra pedig a 11-12. évfolyamosok kiildhetnek be megoldéast. Minden dol-
gozatra legfeljebb 5 pont kaphatd.

A C-pontversenyt egyéniben héarom korcsoportban: 5-8., 9-10., illetve
11-12. osztalyosok, csapatban pedig két korcsoportban értékeljiik: 5-10., illetve
11-12. osztalyosok. Aki a C csapatversenyben indul, nem indulhat egyénileg sem
a K, sem a C, sem a B versenyben (de indulhat a B csapatversenyben).

B-jeld matematika feladatok

A B-pontversenyben havonta 6sszesen nyolc feladatot tiliziink ki, de havonta
mindenkinek legfeljebb hat megolddsdt szdmitjuk be a pontversenybe (amelybe
azonban eldszor a nem versenyszer(ieket szdmitjuk be, ldsd lentebb). Az eredményes
versenyzéshez tehat nincs sziikség valamennyi feladat megoldasara; ki-ki gondolja
végig, mely példakkal foglalkozna szivesen, hogyan érhetné el a legtobb pontot.

A B-feladatok sorrendje megfelel az iskolai tananyagnak: egy feladatsoron beliil
az alacsonyabb sorszamuakat ajanljuk a fiatalabbaknak. A feladatok — szandékaink
szerinti — nehézségét a kozolt pontszam jelzi (t6bbnyire 3-6).

Az egyéni B-pontverseny eredményét 6t korcsoportban tartjuk nyilvan: a 8. év-
folyamig, a 9., 10., 11., illetve 12. évfolyamokban; a csapatversenyét pedig két kor-
csoportban értékeljitk: 5-10., illetve 11-12. osztdlyosok. Aki a B csapatversenyben
indul, nem indulhat egyénileg a B versenyben.

A -jelii nehezebb matematika feladatok

Az A-pontverseny a legfelkésziiltebb didkok szamara jelent kihivast. Azoknak
ajanljuk, akik tudomanyos kutaté palyara vagy nemzetkozi versenyekre késziilnek.

Havonta két vagy harom A-feladatot tiiziink ki, mindegyik feladatra legfel-
jebb 7 pont kaphaté. Az A-verseny résztvevoit nem kiilonitjiik el évfolyamonként,
mindannyian egyiitt versenyeznek.

Fizika versenyek

Héromféle fizika versenyt inditunk: M, G és P kategoéridban. Egy tanul6 tobb
pontversenyben is indulhat, de az egyéni G és P pontversenyek koziil csak az egyiket
valaszthatja. A legfeljebb 10. osztalyosoknak honlapunkon, a személyes bedllitasaik
kozott kell nyilatkozniuk, hogy a P- és G-versenyek koziil melyikben kivannak részt
venni.

Természetesen orommel varunk altaldnositdsokat, megjegyzéseket, masfajta
megoldasi vagy kitiizésre tett javaslatokat, ezeket szivesen kozoljiik, s6t, a pontver-
senyen kiviil kiilondi{j formajaban is elismerjiik. Versenyzoink akkor kapnak pontot
az altaluk javasolt feladatra, ha annak megoldasat — a tobbi feladat megoldasahoz
hasonléan — feltoltik a Munkafiizetbe.

M-pontverseny — fizika mérési feladatok

Havonta egy mérési feladatot tiiziink ki, valamennyi korosztdly szaméra kozo-
sen. A feladatok megolddsaval 6-6 pontot lehet szerezni.

A mérés elvégzéséhez egyéni versenyzOként is szabad egy személy (csalddtag,
osztdlytars, bardt) segitségét is igénybe venni. A segitd személy adatait a mérési
jegyzokonyv elején a versenyzé adatai mellett tiintessétek fel. Lehet kétfés csa-
patban is indulni a versenyen, azaz az egyéni versenyzok és a csapatok egy kozos
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versenyen indulnak. Aki egy csapat tagjaként indul az M versenyben, nem verse-
nyezhet egyénileg is, csak masik versenyben.

G-jeltd fizika gyakorlatok

A G-pontversenyben legfeljebb 10. osztalyosok vehetnek részt. Azoknak az ol-
vasoinknak ajanljuk, akik tul nehéznek vagy szokatlannak talaljak a P-feladatokat.
Tobbnyire az iskolai tananyaghoz szorosabban kapcsolédé gyakorlatokat talalnak
a versenyzok, igy azok is eséllyel indulhatnak, akik még nem rendelkeznek feladat-
megoldé rutinnal, de a gyakorlatok megolddséaval és bekiildésével felkésziilhetnek ar-
ra, hogy a kovetkezo években eredményesen szerepelhessenek a P-pontversenyben.

Minden hénapban négy G-gyakorlatot tliziink ki, az elérheté pontszamokat
a feladatok utan feltiintetjiik. Mindenki szabadon valaszthat a kitlizott gyakor-
latok koziil, de havonta legfeljebb harom feladat megoldédséit (elészér a nem
versenyszeriieket) szdmitjuk be a pontversenybe.

Az egyéni G-pontverseny eredményét harom korcsoportban tartjuk nyilvan:
a 8. évfolyamig, a 9. és 10. évfolyamokban; a csapatversenyét pedig egyetlen kor-
csoportban: 5-10. osztalyosok. Aki a G csapatversenyben indul, nem indulhat egyé-
nileg sem a G, sem a P versenyben (de indulhat a P csapatversenyben).

P-jeli fizika feladatok

Havonta nyolc (esetenként kilenc) elméleti feladatot tliziink ki, nem nehézsé-
gi, hanem az életkornak megfelel sorrendben. A pontszamokat a feladatok utan
feltiintetjiikk. Mindenki szabadon vélaszthat a kitiizott elméleti feladatok koziil.
Az 5-8. évfolyamosoknak havonta legfeljebb harom, a 9-12. évfolyamo-
soknak legfeljebb négy megoldasat szamitjuk be a pontversenybe (azonban
elGszor a nem versenyszeriieket).

Az elméleti versenyt egyénileg korosztalyonként (8. évfolyamig, 9., 10., 11., 12.
évfolyam) kiilon-kiilon osszesitjitk és értékeljiik, a csapatversenyét pedig egyetlen
korcsoportban: 5—12. osztdlyosok. Aki a P csapatversenyben indul, nem indulhat
egyénileg a P versenyben.

Informatika versenyek

I-pontverseny — informatika alkalmazasi és programozasi feladatok

Havonta hdrom I jelii és egy I/S jelii feladatot tiiziink ki valamennyi korosztély
szamara kozosen. Mindegyik feladat 10 pontot ér. A feladatok egy része dltaldnos
iskolasoknak is ajanlhatd, nagyobb része azonban a kozépiskolai tanulmanyokra ta-
maszkodik. Alapvet6 célunk, hogy e feladatok segitsék a felkésziilést az informatika
versenyekre és az emelt szintli érettségire. Minden honapban a négy kitlizott fel-
adatbdl a hdrom legmagasabb pontszamot elért feladat pontszamét szamitjuk be
az [-pontversenybe.

Az 1 jelii feladatok programozasi és informatika alkalmazoi feladatok. A felada-
tok egyike jellegében és formajaban is 1ényegében megegyezik az érettségin kitlizott
feladatokkal, ezt az (E) betiivel jelezziik a feladat sorszama mellett. Versenyzoéink
ezen feladatok megoldasaval a vizsgara valo felkésziilést is gyakorolhatjak.

Az 1/8S jelii feladatok az I jelli programozési feladatokndl nehezebb, de az S je-
ltieknél konnyebb programozasi feladatok. A megoldashoz sziikséges ismeretek és al-
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goritmusok megtaldlhatok a http://tehetseg.inf.elte.hu/nemes és a https://
www.oktatas.hu/pub_bin/dload/kozoktatas/tanulmanyi_versenyek/oktv/
oktv2021_2022_vk/116_informatika_2122.pdf oldalakon.

Aki az I csapatversenyben indul, nem indulhat egyénileg sem az I, sem az S ver-
senyben.

S-pontverseny — nehezebb programozasi feladatok

Az S-pontverseny egy S jelil nehezebb programozasi feladatbdl és az I-pontver-
senyben is résztvevé 1/S feladatbdl all. A feladatokra legfeljebb 10 pont kaphato.
Mindkét feladat a programozési versenyekre valo felkésziilést szolgalja. A megoldés-
hoz sziikséges ismeretek és ajanlott algoritmusok korét a Nemzetkozi Informatikai
Didkolimpidkon alkalmazott angol nyelvii leirds (IOI Syllabus) tartalmazza, lasd
https://people.ksp.sk/ misof/ioi-syllabus/. Az S és I/S feladatok értékelé-
sénél az eredmény helyességén kiviil azt is figyelembe vessziik, hogy az algoritmusok
mennyire hatékonyak, nagyméreti bemend adatok esetén is lefutnak-e a megadott
id6korlaton beliil. Az S pontversenyt egy kategdridban (5-12. évfolyam) értékeljiik.

A feladatok megjelenése

Uj feladatokat havonta, szeptembert6l majusig tiiziink ki. A feladatokat meg-
talalod nyomtatott szdmunkban és honlapunkon.

Honlapunkon a feladatokat, szeptember ki-

Ko6zépiskolai Matematikai
és Fizikai 2
Informatikgffov~+~!

159162935492

el6fizetsi azonosits.

részletek a 342. oldalon

vételével, az adott hénap 28. napjan hozzuk
nyilvanossagra. El6fizetéink azonban az adott
tipusu feladat bekiildési hataridejét kovetd nap-
t6l elérhetik a kovetkezd havi feladatok szove-

Abra az emelt szintd gyakorfifelac

gét, és elkezdhetik a munkat. Amennyiben el-
fizettél a KoMal-ra, a személyes bedllitasaid
kozott add meg el6fizetoi kédodat. Az eldfize-
t6i azonositot megtaldlod a szeptemberi szam
cimlapjara raragasztott cimkén.

Azok az eléfizetdink, akik (példdul életko-
rukndl fogva) nem versenyzdink, regisztracié és
az elofizetoi kod megadasa utan, a versenyzok-
kel egyiitt szintén elérhetik a feladatok szove-

P. 5345,

\ n I3 5

&

5

(locesaret gét.
2021.

szeptember

Beszémolk Didkolimpiakrl | Emelt szintd érettségi feladatsor
matematikébl | A matekes pedagdgus ~ Eigel Em emlékére

Az itkozés hatdsfokanak és iitkozési szamanak sszefiiggése

Egy elofizetdi kédot csak egy személy hasz-
nélhat.
A dolgozatok tartalma
Kérjiik, tanulményozd a korabbi szdmainkban és honlapunkon megjelent meg-
oldéasokat, ezek sokat segithetnek annak megértésében, hogy milyen format és rész-
letességet varunk el a bekiildott megoldasoktol.

Matematika és fizika elméleti megoldasok

A megoldés leirdsa azt jelenti, hogy az olvasét végigvezeted a megolddsod
lépésein. Torekedj a rovid, olvashato leirdsra. Prébald alaposan atgondolni a lépések
sorrendjét, és lerdviditeni a megoldédst. A gondos leirds sok idét igényel; ne hagyd
az utolsé pillanatra.
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Maximdlis pontszam csak teljes megolddsért jar; puszta eredménykozlésért
nem adunk pontot. A kimondott allitdsokat igazolni kell. Levezetés és hivatkozds
nélkiil csak a kozépiskolai tananyagban szerepl6 tételeket fogadjuk el. Kozismert
tételekre (pl. Menelaosz-tétel, Holder-egyenl6tlenség stb.) elegendé a neviikkel hi-
vatkozni, egyéb esetekben ki kell mondani a felhaszndlt tételt, és fel kell tiintetni
az idézett forrdst (cfm, oldalszdm vagy internet-cim). Tételekre valé hivatkozédskor
azt is meg kell mutatni, miért teljesiilnek a tétel feltételei, és hogyan kovetkezik
a tétel allitasabol a bizonyitds gondolatmenetének kovetkezo 1épése.

To6bbszor elofordult mar, hogy egy-egy feladat szerepelt valamely példatarban,
vagy megtaldltak az interneten. Arra is lattunk példat, hogy egy folydiratcikkben,
vagy éppen a KoMaL egy korabbi feladatdaban a feladatban kittizottel lényegében
ekvivalens, vagy anndl dltalanosabb allitds bizonyitasa szerepelt. Célunk tovabbra
is versenyzoink problémamegoldé képességének fejlesztése, nem pedig a keres6prog-
ramok tesztelése, ezért nem adunk pontot azokra a dolgozatokra, amelyek
csak a megoldas helyét kozlik, vagy azt mutatjiak meg, hogy a feladat
egy nehezebb tétel specidlis esete vagy trividlis kovetkezménye; a vég-
eredményhez vezet6 megoldast részletesen le kell irni.

Ha a megoldashoz konyvekben vagy az interneten taldlt irdsokat hasznalsz fel,
és ezekbdl idézel, tiintesd fel a felhasznalt forrasokat.

A fizika feladatokndl el6fordulhat, hogy a feladat szévege nem tartalmaz
a numerikus megoldashoz sziikséges minden konkrét informaciot, példdaul bizo-
nyos anyagi allanddkat, foldrajzi vagy csillagaszati mennyiségek szamszerii értékeit.
Ilyenkor vagy a Négyjegyl fiiggvénytabldzatokban, vagy az interneten kereshet-
jiikk meg a sziikséges adatokat.

A hosszabb, Osszetettebb gondolatmeneteket érdemes tagolni, részekre bon-
tani; hasznalj, bekezdéseket, cimeket és alcimeket. A kiilonbozd segédéllitasokra,
képletekre és abrédkra konnyebb hivatkozni, ha megszamozod.

A geometria feladatok megoldasénak fontos részei az abrék, amelyeken kovet-
ni és ellendrizni lehet a megoldas lépéseit. Mindig rajzolj abrat, az dbra nélkiili,
vagy nem megfelelé dbrat tartalmazé megoldasokat nem tekintjiik tel-
jesnek. A gondolatmeneted azon lépéseire, amelyekhez nincs mellékelve
a sziikséges abra, nem kapsz pontot. Bonyolultabb dbrak esetén az egyes geo-
metriai objektumokat szévegesen is definidld (pl. ,legyen P’ a P pont tiikorképe
az e egyenesre”). Elektronikus bekiildés esetén tigyelj a megfelelé felbontédsra. A fel-
bontas akkor megfeleld, ha a szamitogép képernydjén elfér, és a fontos részletek is
jok kivehetéek. A jé dbra mérete tobbnyire 500-1000 pixel kozott lehet.

A matematika példak megoldasaként szamitogépes programokkal — beleértve
az olyan online szolgdltatdsokat is, mint példaul a Wolfram Alpha — kiszamitott
eredményeket nem fogadunk el. Ha harmincndl tobb esetet vizsgélsz, pedig lénye-
gesen le lehetett volna sziikiteni az esetek szamat, azt is ugy tekintjiik, mintha
programot irtél volna.

Mérési feladatok

A mérés lefrdsa (mérési jegyz8konyv) feltétleniil tartalmazza a mérés elvének
attekinthetd lefrdsat (a mérési elrendezés vazlatos rajzaval, esetleg fotékkal), meg-
felel§ szamu és pontossdgi mérési adatot (attekinthetd tédblazatban, a mértékegy-
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ségeket is megadva), a mérési adatok kiértékelését (lehetSleg grafikusan dbrézolva),
és a hiba nagysdgrendjének becslését. A mért és szamitott mennyiségeket ne adjuk
meg indokolatlanul sok tizedesjeggyel, hanem csak a becsiilt hibaval 6sszhangban
allé pontossaggal. A mérési jegyzokonyv legyen viszonylag tomor, de annyira atte-
kinthetd, hogy annak alapjan barki meg tudja ismételni a leirt mérést. Nagyon sok
(50-nél tobb) mérési adat esetén elegendd azoknak csak egy ,reprezentativ’ részét
bekiildeni és a tobbinek csak az atlagét kozolni. A 6 oldalndl hosszabb jegyzékonyv
tartalmazzon egy rovid (kb. 1/2 oldalas) osszefoglaldst.

Informatika megoldasok

Az I-jelii programozasi feladatok megoldédsat Basic, C++, C#, Java, Pascal
vagy Python nyelvek egyikén kell elkészitened. A fejlesztéshez barmilyen fejleszto-
kornyezetet hasznalhatsz, javasoljuk az Oktatasi Hivatal honlapjan elérhet6 emelt
szintli érettségi szoftverlista fejlesztéeszkozeit.

Az I-pontversenyben Kkitiizott alkalmazoi feladatok megolddsahoz szintén
az elébbi szoftverlista eszkozeit javasoljuk. Az alkalmazdi feladatokat a listan sze-
repl6 alkalmazasokkal fogjuk értékelni. Az egyéb hasznalhaté alkalmazédsokat egy-
egy feladat leirdsa tartalmazza, ezek jorészt szabadon folhasznalhaté programok.

Az 1/S és S-jelii feladatok megolddsat C, C++, Pascal vagy Java nyelvek va-
lamelyikén kell elkészitened. A megoldashoz dokumentéciét kell irnod és a forras-
kédot kommentekkel kell kiegészitened. A kiilonallé dokumentéacidoban a megoldas
elvi menetének, algoritmusanak ismertetését varjuk. A forraskéd kommentezésének
lényege, hogy segitségével — a dokumentdcio ismeretében — konnyen megértheté le-
gyen az egyes kodsorok, kddrészletek feladata, szerepe a megoldas menetében.

Az 1/S és S-jelli programozdsi feladatok megoldédsit ellendrizd a http://
ideone.com vagy a http://onlinegdb.com tesztkornyezetben a feladathoz elér-
het6 bemenetekkel. Ezeknek a feladatoknak az értékelése részben automatikusan
torténik, ezért fontos, hogy a program az el6iras szerinti forméaban adjon kimenetet.

A megoldasok elkészitése és bekiildése

Megoldasodat a Munkafiizetben kiildd be.

A matematika és fizika dolgozatokat honlapunkon megszerkesztheted vagy kész
fajl formajaban feltoltheted. Az informatika feladatok megoldasat csak feltolteni
tudod.

Azokat a dolgozatokat, amelyek tobb feladat megolddsat tartalmazzdk egy
fajlban, vagy kiilalakjuk miatt értékelhetetlenek, nem versenyszeriinek tekintjiik.
Nem versenyszerti tovabba az olyan megoldas, ahol rendes képletek helyett ne-
hezen értelmezhetd karaktersorozatok vannak, pl. x2+((1+5+2sqrt (5)x2) /4 vagy
(1+gyok5) /2*x.

A megoldasok online szerkesztése az Elektronikus Munkafiizetben

Az Elektronikus Munkafiizet a honlapunk része. Webes feliilet, amely lehet&-
séget ad a megoldds kozvetlen befrasdra, szerkesztésére. A megoldasaidat modosit-
hatod, atszerkesztheted a bekiildési hataridoig.

Képletek szerkesztéséhez a TEX rendszert hasznéljuk. Javasoljuk, hogy honla-
punkon jérd végig a TEX tanfolyamot (https://www.komal.hu/mf?a=tk).
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Kész fajlok feltoltése

Megoldasaidat az otthoni vagy iskolai szamitégépeken is elkészitheted, és a kész
fajlt honlapunkon feltcltheted. Matematika és fizika feladatok megolddsa esetén
a tobbféle operaciés rendszerben olvashaté PDF formatumot hasznéld. A doku-
mentum elején legyen ott az un. fejléc: a feladat szama pirossal, név, osztaly, varos,
iskola.

Kézirassal késziilt megoldasodat vonalazas és négyzethalé nélkiili,
fehér papirra ird, majd megfelel6 min6ségben, egy darab pdf fajlként
toltsd fel a Munkafiizetbe.

Ugyelj arra, hogy a kép jol olvashaté legyen, és a felbontés ne legyen se tiil nagy,
se til alacsony. Ha fényképezel, érdemes t6bb képet késziteni szért (természetes)
fénynél, és a legjobban sikeriilt képet hasznalni. A képet forditsd all6 helyzetbe,
a szélét vagd korbe, hogy csak a megoldas maradjon a képen, végiil méretezd at.

Fényképek feldolgozéasara sokféle képmanipuldlé programot és telefonos app-
likaciot hasznalhatsz. Mi a CamScannert ajanljuk leginkdabb, mert ezzel kénnyen
készithetsz egy darab megfelel6 pdf fajlt.

Az informatika megoldasok bekiildése

Az informatika feladatok megoldasait kizardlag kész fajlként tudod
feltolteni a Munkafiizetbe. Amennyiben a megoldas tobb fajlbdl all, ugy egy,
a fajlok mindegyikét és a dokumentdciot is tartalmazo, a feladat sorszamaval egyezd
nevii mappat kell ZIP tomoritéssel becsomagolva egyetlen fajlként bekiildened.
Ugyelj arra, hogy a tomoritett alloményokba futtathaté fajlok (pl. a fejlesztéskor
létrejovo . exe dllomdny) ne keriiljenek.

A programozasi feladatokndl a forraskdd els6 soraiban megjegyzésként szere-
peljen

e a feladat szama;

e a versenyzé teljes neve (jelz6szdammal) és osztdlya,
e az iskola neve varosnévvel egyiitt;

e az alkalmazott forditoprogram neve és verzidészama.

Kérjiik, hogy a programozési feladatoknél a program be- és kimenete mindig
a feladatban megadott médon valésuljon meg. Erre azért van sziikség, mert a bekiil-
dott programokat sokféle tesztadatra lefuttatjuk, és ezt igyeksziink automatizalni.

Az informatika feladatokkal kapcsolatos barminemii kérdéseket, esetleges rek-
laméciokat az inf-szerk@komal.hu cimre varjuk.

A bekiildési hatarid6

A bekiildési hataridé matematikdbdl a lap megjelenését koveté hénap 10.,
fizikabol és informatikdbdl a 15. napja; szombat, illetve munkasziineti nap esetén
a kovetkez6 munkanap. Vedd figyelembe az internet esetleges hibait és a bekiildési
hatarid6 id6 el6tti 6rakban a szerver gépiink esetleges tulterheltségét; ilyen okokra
hivatkozva sem fogadunk el késedelmes dolgozatokat.

Ertékelés

A pontversenyek allasét és versenyzbink részletes eredményeit a honlapunkon
folyamatosan kozoljiik. Versenyzoinket e-mailben is értesitjiik a pontszamok valto-
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zasairol. Javitéink a pontszamon kiviil szoveges értékelést is kiildhetnek, példaul
felhivhatjak a figyelmedet a dolgozatod hidnyossagaira. Ez azonban nem kotelezo,
ugyanis a javitéknak nem ritkan szazas nagysagrendii dolgozatot kell kijavitani,
amit rdadasul az egyetemi tanulmanyaik mellett tesznek.

Reklamaciok

A dolgozatok értékelése utdan az Elektronikus Munkafiizetben rovid kérdést
vagy tizenetet kiildhetsz a javiténak, ¢ pedig ugyanott vélaszolhat. A kiilonb6z6
feladatokat kiilonbozd javitok javitjak, ezért mindig csak az adott feladatrol kér-
dezz.

Ugyelj az udvarias hangvételre. Olyan médon kérdezz, amit szemtSl-szemben,
akar a tanaraiddal vagy a sziileiddel szemben is helyesnek tartanal.

Eldontetlen vita, reklamécio esetén a szerkeszt&séghez fordulhatsz. Reklama-
cidkat a feladat értékelése utan két hétig fogadunk el a szerk@komal.hu cimen.

Szabalytalan versenyzés

FONTOS! Akik egyénileg versenyeznek egy adott pontversenyben,
azoknak 6nalléan kell elkésziteniiik a példak megoldasait. Tilos a kitlizott
feladatokat a bekiildési hatarid6é el6tt masokkal megvitatni, masoktdl segitséget
kérni vagy elfogadni a feladatok megolddsahoz. A kozosen készitett vagy maésolt
dolgozatokat — beleértve az eredeti szerz6ét is — nem versenyszeriinek értékeljiik.
Egy csapat tagjai egymdssal megbeszélhetik, megvitathatjak az adott verseny fel-
adatait, majd minden feladatra egy kozos megoldast adnak be. A csoportosan mé-
solt dolgozatokat visszakiildjiik az osztalyt tanité tanarnak. Sulyosabb, az egész
pontversenyt veszélyeztetd esetekben (pl. a feladatok megtdrgyaldsa internetes f6-
rumokon) az érintett versenyzoket és csapatokat kizdrjuk a versenybdl.

A végeredmény kozzététele

A versenyek végeredménye az Osszes dolgozat kijavitdsa utdan, varhatéan au-
gusztus elején a honlapunkon, majd a 2022. szeptemberi szamunkban jelenik meg.
A legeredményesebb versenyzok arcképét 2022. decemberi szamunkban kozoljiik.
A legjobbak a MATFUND Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Alapitvany palya-
dijait és targyjutalmakat kapnak a 2022. évi KoMalL Ifjusdgi Ankét rendezvényén.
Az okleveleket postan kiildjiik el.

Néhéany megjegyzés

A versenyben résztvevo hozzajarul a dolgozatdanak név nélkiili, valamint a szer-
kesztett véaltozat névvel torténé kozléséhez.

Orommel fogadunk feladatjavaslatokat, cikkeket, szakkori munkardl szélé be-
szamolokat, kozlésre alkalmas iskolai palyamunkakat. Javaslataikat, kozleményei-
ket postan vagy e-mailben juttathatjak el szerkesztoségiinkbe. Szép, érdekes és nem
kozismert feladatokat barki javasolhat kitlizésre. A javasolt feladatokat (megolda-
sokkal egyiitt) a szerkeszt&ség cimére kiildjék el. A didkok elfogadott feladatjavasla-
tai koziil a legszebbeket kiilondijban részesitjiik. Versenyzoink akkor kapnak pontot
az altaluk javasolt feladatra, ha annak megoldasat — a tobbi feladat megoldasahoz
hasonléan — feltoltik a Munkafiizetbe.
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Szeretnénk, ha a kittizott kérdések nem zarulndnak le véglegesen a bekiildési
hataridovel, a koézolt megoldéssal. Erre teremt lehetoséget az internetes KoMalL f6-
rum. Barmely, a lapunkban megjelent feladathoz, cikkhez kapcsolédé megjegyzést,
altalanositast szivesen latunk és alkalomadtan kozoljiik.

Végezetiil mindenkinek eredményes tanévet és sikeres versenyzést kivan

a SzerkesztOség

Matematika feladatok megoldasa

B. 5110. Egy egyenld szaru hdromszigbe irhato kornek az oldalakkal pdrhu-
zamos €rintdi a hdromszdgbdl hdarom kis hdromszoget vagnak le. Bizonyitsuk be,
hogy az alapra illeszkedd kis hdromszogek alaphoz tartozo magassiga megegyezik
a hdromszogbe irhato kor sugardval.

(3 pont)

I. megoldas. Hasznéljuk az 1. dbra je-
16léseit. A beirt kor az AB oldalt a G, a BC'
oldalt pedig a H pontban érinti. (Mivel a ha-
romszog egyenlé szaru, ezért H az alap fele-
zépontja.) A beirt kér AC oldallal parhuza-
mos érintOje a kort az F pontban érinti, to-
vabba az AB oldalt a D, a BC alapot pedig
az F pontban metszi.

Az ABC héromszog hasonlé a DBF ha-
romszoghoz, mert megfeleld oldalaik parhuza-
mosak. A hasonlésig ardanyat a keriiletek ard-
nyabol fogjuk kiszamolni.

A DBF haromszog keriilete: 1. dbra
DB+ BF+FE+ED=DB+ BF+FH+ DG =
=(DB+DG)+ (BF+FH) =BG+ BH =2-BH = BC =a.

Az ABC haromszog keriilete a + b + ¢, ezért a hasonldsig aranya

a
a+b+c

Legyen T' az ABC héaromszog teriilete, r a beirt korének sugara, s pedig a fél-
keriilete. Az ABC héromszogben m = AH az alaphoz tartozé magassig, igy a DBF
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héromszog D-hez tartozé magassiga az ismert T = rs Osszefiiggés felhasznalasaval:

a ma 2T 2rs 2rs

M ¥bte a+btc atbtc a+tbte 25
Ezt kellett bizonyitanunk.

Mdcsai Ddniel (Keszthelyi Vajda J. Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Az elsé megoldds jeloléseit megtartjuk (2. dbra).

A DBF haromszog szempontjabol az eredeti ABC haromszog beirt kore mar
a DF oldalhoz hozzairt kor. A hozzairt kor koézéppontja egy belsd és két kiilsé
szogfelezd metszéspontja. A DBF egyenl6 szari haromszog alapon fekvo szogei
DBF< = BFD<« =p, igy a D csicsnal fekv6 kiilsé szog ADF< = 25. E szog
felezGje, a DO félegyenes tehdt 3 nagysagu szogekre osztja ezt a szoget. Latjuk,
hogy a DBF és az ADO szogek egyéllasuak, vagyis DO || BC. Tudjuk még, hogy
az érinté merdleges az érintési pontba hizott sugarra, vagyis OH 1 BC'. Innen mar
azonnal adodik, hogy a D, illetve O pontbdl a BC-re allitott merdleges szakaszok
egyenld hosszuak: DT = OH =r.

Bogndr Andrds Kdroly (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

A A
G,
Y
Dﬁ o) Dﬂ 0
B
B B
B T F H C ByTyF z H C

2. dbra 8. abra

ITI. megoldas. Egészitsiik ki az el6z6 megoldasok jeloléseit: legyen a D pont-
bol a BC' alapra bocsatott merdleges talppontja T'.

A korhoz kiils6 pontbdl hizott érintoszakaszok egyenléségét fogjuk tobbszor
felhasznélni. A 3. dbra jeloléseivel:

EF=FH=2z, DE=DG=y, DBD=FD=xzx+y.

A T pont felezi a BF szakaszt, tovabbd a B pontbdl a korhoz huzott érintészakaszok
is egyenl6 hosszusaguak, tehat

BH = BF + FH =2BT + x,
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illetve
BH=BG=BD+DG=DF+DG=x+y+y=x+2y.

A BH kétféle felirdasa alapjan BT = y = DG. Mivel az érinté merdleges az érintési

pontba hizott sugarra, igy OG 1. AB. A BT D és DGO derékszogii haromszogek

egyik befogéja és a masodik megoldéds alapjan hegyesszogei is megegyeznek, tehat
a két haromszog egybevagd, amibol DT = OG = r.

Dedk Gergely (Szolnok, Verseghy F. Gimn., 10. évf.)

dolgozata alapjan

Osszesen 146 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 100 versenyzé, 2 pontos 23, 1 pontos
16 tanulé dolgozata. O pontot kapott 6 tanulé. Nem versenyszer®i 1 tanulé dolgozata.

B. 5115. Ali erszényében n darab érme lapul, Babdnak pedig van n — 1 da-
rab, kezdetben tires erszénye. Baba a kovetkezd jdtékot jatssza: a kezdetben egy er-
szényben lévd érméket szétosztja két erszénybe, egyikbe ai, mdsikba by érmét té-
ve (ai,b1 >0), és a tdbldara felirja az a1by szorzatot. Majd innentdl (az eléz6hoz
hasonldan) a k-adik lépésben (k =2,3,...) kivdlaszt egy legaldbb két érmét tar-
talmazo erszényt, a benne lévd érméket szétosztja két tires erszénybe, egyikbe ay,
masikba by, érmét téve (ax, by > 0), és a tdblara felirja az apby szorzatot.

A jaték akkor ér véget, ha minden erszénybe 1-1 érme kerilt. Ekkor Ali kiszd-
molja a tablan lévd apby, szorzatok dsszegét és ennyi aranyat ad Babdanak.

Legfeljebb mennyi aranyat kaphat Baba?

(5 pont)
I. megoldas. Az n szerinti teljes indukciéval megmutatjuk, hogy Babdnak
mindig n(n — 1)/2 a nyeresége.
(I) n =1;2 esetén trividlis az &llitas.
(IT) Tegyiik fel, hogy egy n = k-ig minden ndla kisebb, vagy egyenld pozitiv
egészre igaz az allitas.
(III) Igaz-e n =k + 1-re?

Osszuk a k + 1 aranyat tetszélegesen két, ay =m >0és by =k+1—m >0
részre. A téblara keriilé elsé szorzat ilymédon: a1by = m(k + 1 —m). Innentél az in-
dukcids feltevés alapjan az m érmés erszény miatt m(m —1)/2, a mésik, k +1 —m
érmés erszény miatt pedig (k+ 1 —m)(k —m)/2 érme lesz Baba nyereménye. Lgy
Baba teljes nyereménye:

mk+1—m)+mim—-1/2+(k+1-—m)k—m)/2=
=mm-1/2+mEk+1-—m)/24+mk+1-—m)/2+ (k+1—m)(k—m)/2=
=mm—14+k+1-m)/2+ (k+1—m)(m+k—m)/2=

=mk/2+ (k+1-m)k/2=k(m+k+1-—m)/2=k(k+1)/2=n(n—-1)/2.

II. megoldds. Rajzoljunk egy n csicst (kezdetben) teljes grafot. A graf
cstcsai az n darab érmét jelentik, mig a graf élei azt dbrazoljak, hogy az adott két
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érme egy erszényben van-e. Abban a lépésben, amikor két érme kiilon erszénybe
keriil, toroljitk le a megfeleld élt! Gondoljuk végig, mi torténik, ha egy aj + by
érmébol all6 erszényt két, egyenként ay és by érmés erszényre osztunk. Az ag + by
érmés erszénynek a grafban megfelel6 ay - by darab élt le kell torolniink. Tehat
a tablara irt apbp szdmok pontosan az adott lépés soran a grafban letorolt élek
szdméval egyeznek meg. Mivel a grafban végiil nincs egyetlen él sem (és minden élt
pontosan egyszer toroltiink le),

Zaibi =n(n—1)/2,

azaz Baba nyereménye valéban barmely esetben n(n — 1)/2.

ITI. megoldas. Jeldlje a k-adik 1épés utan egy n-dimenzids vy, vektor az érmék
elhelyezkedését. A vy, i-edik koordindtdja xy ; annyi, ahany érme a k-adik 1épés utan
az i-edik erszényben van. Vizsgaljuk

n
|”lc|2 = Z x%z
i=1

értékének valtozasat. Tegyiik fol, hogy a k-adik lépésben a c-edik erszénybol vettiik
ki a benne levé pénzt, és szétraktuk a d-edik és az e-edik erszénybe. Ekkor

Th1,e = Ok + b, Tp—1,d=Th-1,e =10

és xp. =0, T q=ag, Tpe = by. Ezeken kivil ¢, d és e kivételével minden i-re
teljestil, hogy xp—1,; = 21 ;.

Nézziik |vp|® — [vp_1|® értékét.
n
2

orl® = [ok-1* =) (@r0)* = zp-1.)” =

i—1

2 2 2 2 2 2 _

=Ty T Tp gt The = Thote ™ Tho1,d — Lh—1,e =
2, 12 2

=ay + b, — (ag + br)” = —2axby.

Tehat a k-adik 1épésben a v vektor hosszanak négyzete 2aibi-val csokken, ezért
az Osszes 1épés alatt pont kétszer annyival csckken, mint amennyi a tablan 1évo
szorzatok osszege. Kezdetben vy = (n,0,0,...,0), igy \v0|2 =n2. Az utols6 1épést
kovetden pedig v, = (1,1,1,...,1), tehdt |vu|2 = n. Mivel 6sszesen (n? —n)-nel
csOkken a vektor hosszanak a négyzete, a felirt szorzatok 6sszege minden esetben
(n? —n)/2. Tehat Baba ennyi érmét kap.

Terjék Andrds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)

101 dolgozat érkezett. 5 pontos 85, 4 pontos 2, 3 pontos 2, 2 pontos 1, 1 pontos 2,
0 pontos 6 dolgozat. Nem versenyszerii: 2 dolgozat. Nem szamitjuk a versenybe: 1 dolgozat.
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A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(694-698.)

K. 694. Hany olyan hétjegyl pozitiv egész szam van, melyben a szamjegyek
balrdl jobbra rendre 1-gyel, vagy 2-vel novekednek? (Pl. a 1234678 ilyen szdm.)

K. 695. Egy ABCD négyzet alaki papirlap BC' oldaldn kivélasztunk egy
P pontot. A négyzetlapot behajtjuk az AP vonal mentén ugy, hogy a B pont
egyenl tavolsdgra keriiljon a C' és D cstucsoktol. A B pont 1j helyét a papiron
B’-vel jelsljiik. Hatérozzuk meg a C'B’'D szdg nagysagat.

K. 696. A bal els6 zsebemben kétszer annyi pénz van, mint a jobb elsé zse-
bemben és harmadannyi, mint a jobb hatsé zsebemben. Ha a bal els¢ zsebembe
atteszek a jobb els6é zsebembdl 30 Ft-ot, illetve a jobb hatsé zsebembdl 180 Ft-ot,
akkor a bal els6é zsebemben haromszor annyi pénz lesz, mint amennyi a jobb el-
s6 zsebemben marad. Mennyi pénzem volt eredetileg ebben a harom zsebemben
kiilon-kiilon?

K/C. 697. Egy kocka néhiny lapjit befestettiik, és a kockét felvagtuk egy-
forma méreti kisebb kockakra. Igy 45 olyan kisebb kockat kaptunk, amelyiknek
nincs befestve egyik lapja sem. Hany lapjat festettiik be a kockanak?

K/C. 698. Dorka gondolt egy egész szamra, amely legaldbb 3 és legfeljebb
25. Anna megadott egy = egyjegyl paros szamot, majd megkérdezte Dorkat, hogy
a gondolt szam négyzetszam-e, prim-e, illetve x tobbszordse-e. Dorka azt valaszolta,
hogy ha megmondand a valaszt az egyes kérdésekre, akkor Anna mar egyértelmiien
tudnd, hogy melyik szamra gondolt. Melyik szamra gondolt Dorka?

Bekiildési hataridé: 2021. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

A C pontversenyben kitilizott gyakorlatok
(697—698., 1679-1683.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 697. A szovegét 14sd a K feladatoknél.

K/C. 698. A szovegét lasd a K feladatokndl.
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Feladatok mindenkinek
C. 1679. Igazoljuk, hogy az

1 1+1 1+ + 1 1
2 3 4 7772021 2022

kifejezés értéke 0 és 1 kozé esik.

C. 1680. Egy négyszog egyik oldalanak hossza 5 cm, a rajta fekvd két szog 90°
és 60°. Tudjuk tovabbd, hogy a négyszdg hur- és érinténégyszog is. Hogyan lehet
ezek alapjan megszerkeszteni a négyszoget? Irjuk le és indokoljuk a szerkesztés

1épéseit (az elemi szerkesztési 1épéseket, mint pl. szog felezése, tengelyes tiikrozés,
nem kell részletezni).

Javasolta: Zagyva Tiborné (Baja)
C. 1681. Legyenek a, b, ¢ olyan, 0-t6l kiilonb6z6 valés szamok, amelyek 6sszege
0. Bizonyitsuk be, hogy
ad —a?+ b3 -2+ + 2
ab

=3c+ 2.

Feladatok 11. évfolyamtol

H C. 1682. Egy egységnyi élhosszisagu kocka csicsai A,
E 0 G B,C,D,E, F,G, H az dbra szerint. Az ABDFE és GCFH
tetraédereket levagjuk a kockabdl. Mekkora az igy kapott

test felszine és térfogata?

Javasolta: Zagyva Tiborné (Baja)

B C. 1683. Anna és Boglarka a kovetkezé jatékot

jatsszék egy-egy négyzetracsos lapon. Mindketten kijelol-

nek a sajat négyzetracsos lapjukon egy 10 x 10-es négyzetet és ezen beszineznek
7 darab 1 x 1-es rdcsnégyzetet kékre, 14-et pedig pirosra.

Egyikiik sem lathatja, hogy a mésik a 10 x 10-es négyzeten beliil hogyan
szinezett.

Ezutén egy fordulé a kovetkezOképpen zajlik: elészér Anna mond egy (i, )
szampart, ahol az 7, j pozitiv egész szdmokra 1 < 4,7 < 10 teljesiil (példdul az (5,2)
szampar a 10 x 10-es négyzet 5. sordnak és 2. oszlopanak taldlkozasanal levé racs-
négyzetet jelenti). Ha az (i,j) szdmpar Bogldrka abréjén egy szinezett négyzetet
hataroz meg, akkor Boglarkanak azt kell mondania, hogy ,talalt”, ellenkezo eset-
ben azt, hogy ,nem talalt”. Ezutdan ugyanilyen feltételek mellett Boglarka mond
egy szampdrt, amire Anna valaszol.

Az els két forduléban sem Anna, sem Boglarka nem taldlt. Mekkora annak
a valdsziniisége, hogy a harmadik forduloban Anna egy kék, Boglarka pedig egy
piros négyzetet talal el?

Bekiildési hatarid6: 2021. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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A B pontversenyben kittizott feladatok
(5182-5189.)

B. 5182. A 6122 = 374544 szam 10-es szamrendszerben két darab 4-es szam-
jegyre végzodik. Legfeljebb hany 4-esre végzodhet egy négyzetszam?

(3 pont) Blahota Istvdn javaslata alapjan

B. 5183. Az ABC héaromszog AB oldala egységnyi, BAC< = 60°, ACB< =
= 100° és a BC oldal felezépontja F. Az AB oldalon vegyiik fel a D pontot ugy,
hogy DB = F'B teljesiiljon. Hatdrozzuk meg a Tapoa + 2T rppa pontos értékét.

(4 pont) Javasolta: Kiss Sandor (Nyiregyhéza)

B. 5184. Kornélia felvett a sikon négy pontot gy, hogy ne essenek egy korre.
Ezutan megrajzolta az 6sszes korvonalat, amely ettdl a négy ponttol egyenlo tavol-
sdgra halad el. Legfeljebb hény koért rajzolhatott? (Az O kozéppontu k korvonal
és a P pont tavolsaga igy mérendd: az O-bdl indulé P-t tartalmazo félegyenes és
a k korvonal metszéspontja legyen M. Ekkor a PM szakasz hossza lesz a keresett
tavolsig.)

(5 pont)

B. 5185. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkez6 egyenletet:

V422422 -3=1.

(4 pont) Javasolta: Szalai Mdté (Szeged)

B. 5186. Aladar és Béla kovetkezd jatékot jatssza. Rogzitenek egy n > 3
szémot, majd Aladar gondol egy szdmra az {1,2,...,n} halmazbdl. Béla ezutan
tippelhet a gondolt szamra. Valaszul csak azt kapja, hogy eltaldlta vagy sem. Ha
eltalalta, vége a jatéknak.

Ha nem talalta el, akkor Aladdr megvéltoztatja a gondolt szamat ugy, hogy
vagy noveli vagy csokkenti 1-gyel, de tovabbra is pozitivnak kell maradnia a gondolt
szdmnak (de n-nél nagyobb lehet). Béla ezutdn ismét tippelhet. Ezeket a 1épéseket
ismétlik addig, amig Béla el nem talalja az aktualisan gondolt szamot.

Bizonyitsuk be, hogy ha Béla elég iigyes, akkor a jaték legkés6bb a (3n — 5)-
odik tippjével véget ér.

(6 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)
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B. 5187. Az S ={1,2,...,n} halmaz egy részhalmaza primitiv, ha nincs ben-
ne két olyan elem, melyek koziil az egyik osztéja a méasiknak. Mutassuk meg, hogy
ha egy A C S primitiv halmazhoz nem lehet gy hozzdvenni ijabb S-beli elemet,
hogy primitiv maradjon, akkor vagy A = {1}, vagy A mérete legaldbb annyi, mint
n-ig a primek szama.

(6 pont) Javasolta: Sandor Csaba (Budapest)

B. 5188. Igazoljuk, hogy az érint6trapéz magassdga nem lehet nagyobb alapjai
mértani kozepénél.

(5 pont) Javasolta: Németh Ldszlé (Fonyéd)

B. 5189. Adott egy szabdlyos haromszog alapu egyenes gila, az alapéle a.
Legyen a beirt gomb sugara r, az alapot érinté hozzairt gomb sugara R. Bizonyitsuk
be, hogy a® = 12rR.

(6 pont) Javasolta: Ldszld Lajos (Budapest)

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

Figyelem! Az idei Kiirschdk Jézsef Matematikai Tanuléverseny 2021. ok-
téber 8-an, pénteken 14 O6rakor keriil megrendezésre. A verseny hely-
szineir6l és lebonyolitasarol szolé informacidkat késébb tessziik koz-
zé a https://www.bolyai.hu/versenyek-kurschak-jozsef-matematikai-
tanuloverseny/ oldalon.

L1

Tehetséggondozoé foglalkozasok a budapesti Fazekasban

A Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorl6 Altaldnos Iskola és Gimndzium ebben
a tanévben is meghirdeti ingyenes, tehetséggondozé matematikai szakkoreit 3.—12.
évfolyamon. Hatodik osztalyosok szaméra folyamatos felkészitést biztositunk a spe-
cialis matematika tagozatos felvételi vizsgara. A szakkorokkel kapcsolatos részletes
informécidk az iskola honlapjan olvashaték: matek.fazekas.hu.

Minden érdekléddt szeretettel varunk!

L1
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Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(803-805.)

A. 803. Jelolje m(n) az n-nél nem nagyobb primszdmok szamat. Az S =
={1,2,...,n} halmaz egy részhalmaza primitiv, ha nincs benne két olyan elem,
melyek koziil az egyik osztdja a masiknak. Bizonyitsuk be, hogy han > 5és1 < k <
< @, akkor az 1,2,...,n szamok koziil kivalaszthato k 4 1 elem primitiv hal-
mazok szdma legaldbb annyi, mint a k-elemiieké.

Javasolta: Sdandor Csaba (Budapest)

A. 804. Egy mesebeli varosban n ember él. A varosban jogarvirus teszteket
szeretnének vasarolni, melyekkel egyszerre tobb embertol vett mintat is meg lehet
vizsgalni. A kovetkezd eredménye lehet egy tesztnek:

e Virus pozitiv: a tesztelt emberek kozott van beteg, és nincs olyan, aki mar
korabban atesett a jogarvirus betegségen.

e Antitest pozitiv: a tesztelt emberek kozott van, aki dtesett a betegségen, és
nincs beteg.

e Semleges: vagy mindenki egészséges, vagy van kozottiik beteg és olyan is, aki
mar dtesett a betegségen (az antitestek és a virusok semlegesitik egymést).

Legaldbb hany tesztet kell vasarolniuk, ha meg szeretnék tudni, hogy a jogar-
virus jelen van-e a varosban, azaz van-e olyan ember, aki dtesett rajta vagy éppen
beteg? (Az emberektdl a mintat egyszerre veszik, és mindenki vagy egészséges, vagy
beteg, vagy mér atesett a betegségen.)

Javasolta: Beke Csongor (Cambridge)

A. 805. Az ABC hegyesszogli haromszogben a magassagvonalak talppontjai
a szokdsos jelolésekkel Ay, By, illetve C; (a BC, a CA, illetve az AB oldalon).
Az AB.Cy és a BC1A; haromszogek koriilirt kére az ABC haromszog koriilirt
korét masodszor a P # A, illetve a () # B pontban metszi. Igazoljuk, hogy az AQ
és a BP egyenes, valamint az ABC haromszog Euler-egyenese egy ponton megy at
vagy parhuzamos egymaéssal.

Javasolta: Kds Géza (Budapest)

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1
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Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 541. Andi és Bandi egy N (1 < N < 100) mez5bdl all6 szalagon jatszanak.
A szalag mez6i 1-t6l 2N-ig sorszamozottak, a Start pozicié az l-es mez6 el6tt
van. Kezdetben mindkettéjiik babuja a Start helyen dll. Andi és Bandi felvaltva
dobnak egy szabalyos dobokockaval és 1épnek. A jaték elején megallapodnak egy k
(1 < k< 100) egész szdmban, ami a jaték sordn mindkettdjiik 1épéseit befolydsolja.

Andi és Bandi felvaltva lépnek egyet-egyet. Andi dob, el6re megy a dobéas
szamanak megfelel$ 1épést, és ha most k-val oszthaté sorszamu mezén &all, akkor
automatikusan a kovetkez6 k-val oszthatéd mezére ugrik. Ezzel befejezte a 1épését,
atadja a kockat Bandinak. Bandi egészen addig dob, amig a dobott szam osztdja k-
nak vagy oszthaté k-val. Minden dobédsa utan a dobott szdmnak megfelel6 szamot
megy elore. Ha olyan szamot dob, ami nem oszthaté k-val és nem is osztéja k-nak,
akkor a dobott szamnak megfelel§ mez6ét elére megy és ezzel 1épése befejezédott.
Atadja a kockdt Andinak, 6 jon. A jaték addig tart, amig az egyik jatékos tul nem
1ép az N-edik mezén.

Andi és Bandi sokat jatsszak a jatékot, de igy sem tudjak megmondani, hogy
milyen N és k mellett melyik jatékosnak van nagyobb esélye nyerni. Készitsiink
programot, ami segit ebben, és megadja, hogy ismert IV és k esetén melyik jatékos-
nak dtlagosan hany 1épésbdl all tulmenni az N-edik mezén. A program 10000 ja-
tékmenet alapjan szamitsa ki az atlagos lépésszamot.

A program a standard bemenet els6 sordbdl olvassa ki N és k értékét, majd

a kimenet egyetlen sordba adja meg egészre kerekitve Andi és Bandi atlagos 1épé-
seinek szamat.

Minta bemenet Minta kimenet
100 5 23 24

Bekiildendo egy tomoritett 1541.zip allomanyban a program forrdaskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

I. 542. Magyarorszag valamikor a kozeljovoben befejezi a téli-nyari oraigazi-
tast. Tobb javaslat van, példaul az, hogy a jelenlegi GMT + 1 id6zénéarél a GMT + 2
id6zoénaba térjiink at, azaz orainkat egy déraval éllitsuk elébbre. Egyel6re nincs el-
dontve a kérdés.

Rendelkezésiinkre all 2022 minden napjara a napfelkelte és a napnyugta id6-
pontja az oraatéllitas figyelembevételével a nap_forras.txt tabuldtorral tagolt,
UTF-8 kédolasu allomanyban.
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Készitsiik el az adatok elemzését és dbrazolasat tablazatkezelovel. A megadott
forrasadatokon kiviil mast nem hasznalhatunk fel, legfeljebb az eredményeinket el-
lendrizhetjiik. Megoldasunkat gy készitsiik el, hogy ha mas év adatait helyezziik el
a tablazatba, a szamitasok frissiiljenek, helyes eredményt adjanak. Segédszamité-
sokat tetszOleges oszlopokban, celldkban végezhetiink, melyek értelmezését felira-
tokkal segitsiik. Megoldasi modszeriinket mutassuk meg, tehdt ezeket a cellakat ne
rejtsiik el. Eredményeinket tetszéleges cellakban, jél lathatéan jelenitsiik meg.

1. Toltsiik be a nap_forras.txt szovegfijlt a tdblazatkezelobe az Al-es cellatol
kezd6dGen. Munkankat i542 néven mentsiik el a tdblazatkezelé alapértelme-
zett formatumaban.

2. Adjuk meg a tervezett nyari és a téli idoszamitas kezdetét 2022-ben.

3. Hatarozzuk meg a rendelkezésre all6 adatokbdl a nyéri és a téli napforduld
datumat.

4. Készitsiik el a minta és a leirds szerinti diagramot:
a) Az abrazolast készitsiik el6 a sziikséges adatok kiszdmitasaval.
b) A diagram tipusat valasszuk ki célszeriien.
¢) A sérga teriilet a nappali, a fekete az éjszakét jelenti.

d) A piros vonal a GMT + 1 id§ szerinti delet jeleniti meg naponta.
)

e) A tengelyek skalaja és felirata legyen a minta szerinti, formazédsa is annak
megfelelo.
Nyri Téli Nyiri Téli

idészdmitds idGszdmitds napforduléd napfordulé

2022.03.27 2022.10.30 2022.06.21 2022.12.22

Napkelte-napnyugta 2022-ben

23:00
22:00
21:00
20:00
19:00
18:00

16:00
15:00
14:00

|

12:00 '
11:00
10:00
9:00
8:00

5:00
4:00

1:00
000
0101 0201 03.01 04.01 05.01 0601 07.01 08.01 09.01 10.01 11.01 1201

Bekiildend6 az i542.zip tomoritett allomanyban a munkafiizet, valamint egy
rovid leirds, amelyben szerepel az alkalmazott tablazatkezel6 neve és verzidszama.
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1. 543 (E) Az Abel-dij a Nobel-dijjal egyenértékii tudoményos elismerés a ki-
emelked6 eredményt eléré matematikusok szamara. A dijat 2003 6ta itélik oda min-
den évben, és a Nobel-dijhoz hasonlé iinnepélyes keretek kozott adja a4t a norvég
kirdlyi csalad. A névadé Niels Henrik Abel norvég matematikus, aki az algebra,
azon beliil a csoportelmélet teriiletén alkotott maradandét. Eziddig harom magyar
matematikust is kitiintettek, az idei dijat megosztva Lovdsz Ldszlo kapta.

Az Abel-dij magyar nyelvii Wikipédia-oldalén (https://hu.wikipedia.org/
wiki/Abel-dij) tobbek kozott megtaldlhaté egy tébldzat, amely Osszefoglalja
az eddigi dijazottak legfontosabb adatait. A tédbldzatban a szdrmazds, és ha at-
tol eltéro, akkor a jelenlegi munkahely orszédga, egy vagy tobb munkahely, illetve
a dij odaitélésében szereplé indoklas legfontosabb néhdny mondata szerepel.

A feladatunk a tablazat adatainak feldolgozésa lesz elészor tabldzatkezeld al-
kalmazds, majd szamitégépes program segitségével. Oldjuk meg az aldbbi felada-
tokat és valaszoljunk a feltett kérdésekre. A feladatok megoldasakor mindig irjuk
ki a feladat sorszamat, folytassunk parbeszédet a felhasznaléval, példaul irjuk ki,
hogy milyen adatot kériink be és milyen eredményt irunk ki.

1. Maésoljuk a Wikipédia-oldalon talalhaté tablazatot egy tablazatkezelé munka-
fiizet munkalapjara. Mentsiik a munkafiizetet abeldij néven a tablazatkezeld
alapértelmezett formatumaban.

2. Mentsiik a munkalap tartalmat CSV allomanyba abeldij.csv néven, a celldk
kozotti hatdrokat a pontosvesszé jelolje (nem fordul el pontosvesszé a tabla-
zatban).

3. Tanulmanyozzuk a CSV allomanyt. Toroljik az elsé sorbdl az esetlegesen
ott talalhato fejlécet. Egyszert szovegszerkesztovel allitsuk be az allomany
karakterkodolasat ugy, hogy azt ékezethelyesen be tudjuk olvasni a késobbi
feladatokban alkalmazott programozési nyelven. Amennyiben a programmal
nem sikeriil ékezethelyesen beolvasni az alloméanyt, akkor cseréljiik az ékezetes
karaktereket ékezetmentes magyar megfelel6jiikre.

4. Készitsiink programot abeldij néven, amely megfelel6 adatszerkezetbe beol-
vassa a CSV allomanyt és eltarolja a programban tovabbi feldolgozés céljabdl.
Az adatok feldolgozasanal figyeljiink arra, hogy az eredeti tablazatban Gssze-
vont celldk is vannak, illetve van olyan cella, ahol tobb érték is szerepel.

5. Kérjiink be egy évszamot a felhasznalétol, és adjuk meg, hogy ki, vagy kik
voltak dijazottak az adott évben, és mely orszagokbdl szarmaztak.

6. Kérjiik be egy orszdg nevét, és adjuk meg azon dijazottak nevét és munkahe-
lyeit, akik az adott orszdgbdl szarmaznak vagy az adott orszagban dolgoznak.
Minden dijazottnak egy vagy két munkahelye szerepel a tablazatban.

7. Adjuk meg, kik azok a matematikusok, akik az algebra teriiletén értek el
kiemelkedd tevékenységet, tehdt a dij indoklasaban szerepel az algebra szo
(esetleg ragozott alakban).

Minta:

5. feladat
Kérem adjon meg egy évszamot:2015
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Név: John Forbes Nash sziiletett: Amerikai Egyesiilt Allamok

Név: Louis Nirenberg sziiletett: Kanada

6. feladat

Kérem adja meg egy orszag nevét:Magyarorszag

Dijazott: Lax Péter

Munkahely: Courant Matematikatudomdnyi Intézet

Dijazott: Szemerédi Endre

Munkahely: Rényi Alfréd Matematikai Kutatéintézet, Rutgers Egyetem

Dijazott: Lovasz L&aszlé

Munkahely: Rényi Alfréd Matematikai Kutatéintézet, Eotvos Lorand
Tudoményegyetem

7. feladat

A kovetkez8 matematikusok indoklasadban szerepel az algebra szé:

Jean-Pierre Serre, Jacques Tits, John Milnor, Pierre Deligne.

Bekiildendd egy tomoritett 1543.zip alloményban a tablazatkezel6 munkafii-
zet, a CSV dallomany és program forraskédja, valamint egy rovid dokumentacio,
amely megadja, hogy a forrasallomany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithato.

I/S. 55. Vége a nydri sziinetnek, a didkok mér az iskola falain beliil mesélik
egymasnak, hogy hol voltak iidiilni. Mindegyikiik elmondta, mikor milyen varost
latogatott meg.

Adjuk meg, hogy hény olyan paros van a didkok kozt, akik a nyéar soran egyszer
sem fidiiltek egyidoben egyazon varosban.

Bemenet: az els6 sor egy N szamot tartalmaz, az iidiilések szdmat. A kovetkezd
N sor mindegyike egy idiilést ir le: a sorban az iidiilé uténeve és vezetékneve
szerepel, aztan a meglatogatott varos, végiil, hogy az év hanyadik napjatol hanyadik
napjaig tartézkodott az adott varosban. Példaul: Kis Ferenc Budapest 210 220
jelentése, hogy Kis Ferenc Budapesten tidiilt az év 210-edik napjatdl a 220-adikig.
Egy emberhez tobb iidiilés is tartozhat, de minden didkhoz tartozik legalabb egy
iidiilés. Mindenkinek pontosan egy uténeve van.

A kimenet egyetlen sordban adjuk meg, hogy hany olyan didkpéros van, akik
nem {idiltek egyik napig sem ugyanazon a helyen.

Minta:

Bemenet Kimenet

4 2
Kis Ferenc Budapest 210 220
Nagy Fruzsina Budapest 209 209
Kis Ferenc Miskolc 222 223
Tamas Tamas Miskolc 223 225

Magyardzat: Nagy Fruzsina nem talalkozott Kis Ferenccel és Tamas Tamassal
sem.

Korlatok: 2 < N < 100, a bemenet szavai csak az angol ABC betiiit tartalmaz-
zak, legfoljebb 10 karakter hossziak lehetnek és mindenki egy uténévvel szerepel.
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Ha egy tidiilés az z-ediktdl az y-adik napig tart, akkor 1 < z <y < 365. Egy didk
egy napon legfeljebb egy helyen {idiilhetett. Idékorlat: 0,2 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphat6, ha minden digk csak egy helyen volt
tidiilni.

Bekiildendo egy is55.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejlesztoi kornyezetben futtathato.

S. 154. A didkoknak a tanév els6 matematikadrdjan bemelegitésként egy
szamkereso rejtvényt kell megoldaniuk. Kapnak egy N x M-es tablazatot, mely-
ben pozitiv egész szamok szerepelnek. Egyik sem nagyobb, mint K. A feladat az,
hogy segitségeket felhasznalva kitalaljak, hogy a tablazat melyik mezdjére gondolt
a rejtvény készitéje. Az elsé harom segitség igy hangzik:

1. A keresett szam két kiilonbozé prim szorzata.
2. A keresett szam pontosan egy oldalszomszédjanal nagyobb.

3. A keresett szdm oszlopaban nem szerepel kettéhatvany (1,2,4,8...).

Adjuk meg, hany olyan mez6 van a tablazatban, melyre az allitdsok mindegyike
igaz, vagyis az els6 harom segitség alapjan a feladvany megfejtése is lehetne.

Bemenet: az els6 sor az N, M és K szamokat tartalmazza. A kovetkezd N sor
mindegyike M szamot tartalmaz, rendre a tablazat egy-egy mezGjében szerepld
szamot.

A kimenet egyetlen soraban adjuk meg, hany olyan mezd van a tdblazatban,
melyre a harom &llitas mindegyike igaz.

Minta:

Bemenet (a / jel sortérést jelent) Kimenet
3320/658/9155 /31110 1

Magyardzat: A 6, 10 és a 15 is megfelel az els6 feltételnek. A 15 minden
oldalszomszédjanél nagyobb, a 10-es oszlopaban pedig szerepel egy 8-as, igy csak
a 6-os lehet a megfejtés.

Korldtok: 2 < N, M <100, 10 < K < 109, Idékorlat: 0,5 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté, ha K < 100.

Bekiildendo egy s154.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejlesztoi kornyezetben futtathato.

L1

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2021. oktéber 15.

L1

360 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/6



eF 2021.9.6 — 19:46 — 361. oldal — 41. lap KoMalL, 2021. szeptember gf

Kiemelked6 siker az 51. Nemzetkozi Fizikai {- ."
Diakolimpian 'IPhO Lithuania

2020

2021. julius 17-24. kozott zajlott le az idei, 51. Nemzetkozi Fizikai Didkolimpia
(IPhO), melynek hézigazddja Litvénia volt. A magyar csapat tagjai egy arany-,
két eziist- és két bronzérmet szereztek, amely az elmilt évek legjobb eredményének
szamit. A szerzett érmek alapjan Magyarorszag a nemhivatalos éremtabldzatban
a 79 résztvevd orszag kozott a tizenkettedik helyen végzett. A legjobb eredményt
elért tizenot orszag érmeit és pontszamait az alabbi tablazat foglalja Gssze:

Erem- és ponttablazat a 2021. évi 51. Nemzetkozi Fizikai Didkolimpidn

orszag arany- | eziist- | bronz- | dicséret | pontszam
érem | érem | érem
1. | Kina 5 0 0 0 220,80
2. | Dél-Korea 5 0 0 0 207,85
3. | USA 5 0 0 0 189,02
4. | Oroszorszag 5 0 0 0 185,75
5. | Tajvan 4 1 0 0 177,60
6. | Romania 3 2 0 0 164,18
7. | Vietnam 3 2 0 0 161,99
8. | Hong Kong 3 2 0 0 158,50
9. | Szingapr 2 3 0 0 150,95
10. | Franciaorszag 2 1 0 2 118,90
11. | Japédn 1 3 1 0 138,10
12. | Magyarorszag 1 2 2 0 131,11
13. | Brazilia 1 1 3 0 123,20
14. | Ukrajna 1 1 3 0 121,09
15. | Fehéroroszorszag 1 1 2 1 108,47

A csapattagok kivalasztdsa és felkésziilése a vildgjarvany miatt a kordbbi évek-
t6l eltéré médon tortént. Az érdeklo6dd didkok mér az elmilt tanév elejétél csatla-
kozhattak a fizikai didkolimpiai szakkorokhoz, amelyek az orszdg 6t pontjén (Buda-
pesten, Miskolcon, Szegeden, Székesfehérvdron és Pécsen) tovébbra is zavartalanul
miikodtek. A jarvany okozta nehézségeket a valddi fizikai jelenlétet igényl6 foglal-
kozasok helyett online szakkori alkalmakkal hidaltak &t a szakkorvezeték. A bu-
dapesti olimpiai szakkor videdra rogzitett eléadéasai példaul heti rendszerességgel
keriiltek fel a legnagyobb videémegoszto oldalra, amelyek az IPhO Hungary cimi
YouTube-csatorndn® elérheték. A tervek szerint a feltoltétt videdk szama folyama-
tosan novekedni fog, érdemes ezért a csatornara feliratkozni.

"https://www.youtube.com/c/IPhOHungary
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A csapat kivalasztdsa harom véalogatékorben tortént. Az elsére marcius ko-
zepén keriilt sor, amit online szerveztiink meg. A KéMal-ban és a fizikai didk-
olimpiai szakkorok honlapjan? hirdetett elméleti fordulén barki részt vehetett, elég
volt a szakkori honlapon kozzétett feladatsor megoldésait szkennelve a megadott
hatarid6ig bekiildeni. A harom és fél 6ras versenyen négy rovid feladatot kellett
megoldani, erre 6sszesen 32 didk vallalkozott.

A 32 beérkezett dolgozat pontszama alapjan a legjobb 16 didk kapott lehet&sé-
get a valogatds masodik korében vald részvételre, amelynek idotartama egy hénap
volt. Ez a program keretében keriilt lebonyolitasra. Ez a program a heti 3 alkalom-
mal megtartott online felkészit6 foglalkozasokbdl, illetve az azokat kdvetd, szintén
heti rendszerességii villimversenyekbdl allt. A 2,5 6ras idStartamu villdimversenye-
ken a didkok a felkészit foglalkozdsokon feldolgozott témakorskhoz (mégnesség,
véaltédramu dramkorok, elektromdgneses hulldmok, optika és modern fizika) kap-
csolédo feladatokat kaptak.

A valogatds harmadik — és egyben utolsé — kérébe az a nyolc tanulé jutott, akik
az elsd két vilogatokorben (Ssszesen 11 és fél 6rényi versenyzés sordn) a legtobb
pontszédmot gylijtotték. A harmadik valogatokort az elmult években megszokott,
kétnapos Kunfalvi-verseny jelentette. Az aprilis végén megrendezett verseny don-
t6jében egy 5 drés elméleti és egy 5 oras tavolléti kisérleti feladatsort kellett a ver-
senyz8knek megoldani. Az elméleti feladatok olimpiai stilusdak (hossziak és sok
alkérdésbdl 4llok) voltak, a kisérleti feladatsor pedig egy valédi optikai méréshél
és egy szamitogépes szimulaciobdl allt, amelynek eredményeit egy valodi mérés-
hez hasonléan kellett kiértékelni. A mérési eszkozoket a nyolc versenyzé elézetesen
postan, lepecsételt boritékban kapta meg.

A vélogatds harom korében szerzett 6sszpontszam alapjan (6sszesen 24 éranyi
felkészité foglalkozds és 21,5 éranyi versenyzés utan) kialakult az 6tf6s csapat, akik
a Nemzetkozi Fizikai Didkolimpian képviselhették hazankat:

Bokor Endre (Budapest, Fazekas Mihdly Gimndzium, 12. oszt.), tandra: Schramek

Aniké;

Bonifert Baldzs (Budapest, Badr-Madas Reformdtus Gimnazium, 12. oszt.), ta-
nara: Horvdth Norbert;
Kovics Baldzs Csaba (Hatvan, Bajza Jozsef Gimndzium, 11. oszt.), tandrai:

Maruzsiné Sevella Judit, Kovdcs Ldszlo;

Téth Abel Levente (Budapest, Fazekas Mihdly Gimnazium, 12. oszt.), tandrai:

Schramek Aniko, Homa Gabor;

Varga Vaézsony (Budapest, Fazekas Mihdly Gimnézium, 12. oszt.), tandra:

Schramek Aniko.

A csapattagok felkésziilése a valogatoversenyek utan is folytatédott: méjus
kozepétdl junius kozepéig heti rendszerességgel vettek részt a didkok elméleti felké-
szit6 alkalmakon, a BME Fizikai Intézetében tartott mérési foglalkozdsokon, illetve
olimpiai stilusu feladatokbol Gsszeallitott ,,probaversenyeken”. A csapat szamaéra
az els6 nemzetkozi erépréba az Eurdpai Fizikai Didkolimpia® (EuPhO) volt, amely

*https://ipho.elte.hu
3https://eupho.ee/eupho-2021
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méra — mindossze négy év alatt — a vildg mésodik legnagyobb nemzetkozi fizika-
versenyévé nétte ki magdt. Az EuPhO-t junius 19. és 26. kozott az elézd évhez
hasonléan idén is online rendezték meg 46 orszag részvételével, amelyen Kovacs
Balazs Csaba aranyérmet és abszolut 7. helyezést ért el, a tobbi csapattag pedig
egy-egy eziistérmet szerzett. Ezzel a kivalé eredménnyel az orszagok kozotti rang-
sorban a magyar csapat osszpontszama a harmadik legmagasabb lett, Oroszorszag
és Romania utdn. Az Eurépai Fizikai Didkolimpidrol szélé beszamold egy késébbi
szamunkban olvashaté majd.

Az idei Nemzetkozi Fizikai Didkolimpidnak Litvania adott volna otthont, de
méjus végére bizonyossd valt, hogy a pandémia miatt a verseny jelenléti formaban
valé megtartasara nincs lehet6ség. Ezért az olimpiat a hazigazdak altal szabott
szigoru szabalyok és videdkameras feliigyelet mellett orszagonként rendezték meg,
amely nagy kihivést jelentett a helyi szervezoknek. Az 6t didk és egy helyi feliigyeld,
Tasnddi Tamds (BME Matematikai Intézet) a rendezvény megnyitGjatdl a masodik
versenynap végéig egy hotelbe koltozott, amit kdzben nem hagyhattak el. A fel-
adatok véglegesitését, forditdsat és a pontszdmok végsd egyeztetését (moderdciot)
a két csapatvezetd, Szdsz Krisztian és Vigh Mdté (BME Fizikai Intézet), illetve
Széchenyi Gdbor (ELTE Fizikai Intézet) megfigyel§ végezte egy masik, az el6irds-
nak megfelelen legaldbb 5 km tavol 1év6 hotelben.

Az IPhO elsd versenynapjén az 6téras kisérleti forduléra keriilt sor. A litvan
szervezOk minden orszagnak postaztak a kisérleti eszkozoket tartalmazé csomago-
kat, amiket csak kozvetleniil a verseny el6tt, videdkameras kapcsolat mellett nyitha-
tott fel a helyi feliigyel6. A feladatsor két, egymashoz lazan kapcsolédo, elektromos
aramkorokkel foglalkozo feladatbdl allt. Mindkét kisérleti feladatban ugyanazon
a nyomtatott dramkori panelen egy tablet és az azon futtatott alkalmazds segitsé-
gével végeztek méréseket a versenyzok. Az elsd feladat nemidedlis kondenzatorok
kapacitdsanak hémérséklet- és fesziiltségfiiggésérol szélt, mig a masodik feladatban
egy vilag{té didda (LED) dramerdsség-fesziiltség karakterisztikdjat kellett részlete-
sen megvizsgdlni. A rendelkezésre all6 id6 mindenkinek sziiknek bizonyult, néhany
versenyzonek pedig a méréprogrammal akadt probléméja.

Az elméleti versenynapon a szokasos modon a didkok harom feladatot oldottak
meg Ot 6ra alatt. Az els6 feladat az 6ceani hatsagok fizikajaval, illetve a foldren-
géshullamok terjedésével foglalkozott. A mésodik, elektrosztatikus lencsékrél szold
feladatban egy vékony, toltott fémgytiriinek a mozgd elektronokra gyakorolt fo-
kuszalé hatdsa jatszotta a fOszerepet. A sok alkérdésbdl allo feladat tobb része
is elOkeriilt a felkészitések soran, ezek a magyar csapat tagjainak jol sikeriiltek.
A legnehezebb részben egy vékony gytri elektromos kapacitdsanak meghatarozasa
volt a feladat, ami az egész mezonyt tekintve is csak kevés versenyzének sikertilt.
A harmadik elméleti feladat a kvantumfizika kiillonb6z6 teriileteirdl szemezgetett:
elokeriilt a dobozba zéart részecske, a de Broglie-hulldm, egy hosszu lancmolekula
szinképe, a Bohr-modell, de sz6 volt Bose-Einstein-kondenzatumrdl és hideg ato-
nak, de sajnos a feladatsor hosszi terjedelme miatt az utolsé részkérdésekre tobb
csapattagnak mar nem maradt ideje. A feladatokat és a megolddsokat terjedel-
miik miatt nem kozoljiik, azok megtekintheték az idei verseny hivatalos honlapjan
(https://www.ipho2021.1t/).
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A kisérleti forduléban 6sszesen 20 pontot, az elméletiben 30 pontot lehetett
elérni. Az idei didkolimpidn az éremhatdrok (melyek mindig a teljes mezény tel-
jesitményéhez igazodnak) a kovetkez& mddon alakultak: 9,15 ponttdl dicséretet,
14,50 ponttdl bronzérmet, 23,45 pont folott eziistérmet, 33,32 ponttdl pedig arany-
érmet kaptak az eredményesen szereplé didkok. A magyar versenyzok eredménye
a kovetkezo:

Kovéacs Baldzs Csaba: aranyérem (33,40 pont);

Bokor Endre: ezistérem (30,80 pont);

Bonifert Balazs: eziistérem (25,50 pont);

Varga Vazsony: bronzérem (21,30 pont);

Té6th Abel Levente: bronzérem (20,20 pont).

Gratuldlunk a csapatnak a szép eredményekhez. Szeretnénk koszonetet mon-
dani a didkok kozépiskolai tandrainak, valamint sok sikert és hasonléan tehetséges
tanitvanyokat kivanunk nekik a tovabbiakban. Koszonet az 6t magyarorszagi olim-
piai el6készitd szakkor vezetdinek a sok éven ativeld, kitarté munkajukért. Kiilon
koszonet illeti tovabba Sarkadi Tamdst, Széchenyi Gabort, Tasnddi Tamdst és Van-
ko Pétert a csapat felkészitésében nyijtott segitségért. Végiil kdszonettel tartozunk
az anyagi tamogatasért az Emberi Er6forrasok Minisztériuméanak.

Vanké Péter 1995 6ta szakkorvezetdje és csapatvezetdje a Nemzetkozi Fizi-
kai Didkolimpiara utazé magyar csapatnak. Sajnalatunkra idén gy dontott, hogy
a didkolimpiaval kapcsolatos szervezési és oktatdsi feladatokat a fiatalabb kollégé-
inak atadva a hattérbe vonul. Bizunk benne, hogy tobb évtizedes tapasztalatara,
segitségére még idérél-idore szamithatunk, és koszonjiik az egyiitt toltott években
kifejtett dldozatos munkéjat.

A kovetkez6, 2022. évi didkolimpiat Fehéroroszorszag rendezi meg. A versenyre
valé felkésziilést a négy vidéki és a budapesti szakkor segiti:

Budapest: Vigh Mdté (BME Fizikai Intézet, Budapest, 1111 Budafoki ut 8.),
Miskolc: Zdmborszky Ferenc (Foldes Ferenc Gimnézium, 3525 Miskole, Hsok

tere 7.),

Pécs: Pdlfalvi Ldszlé (Pécsi Tudoményegyetem, Fizikai Intézet, Ifjisdg ut-
ja 6.),

Szeged: Sarlds Ferenc és Csdnyi Sdndor (Szegedi Tudoményegyetem, Dém
tér 9.),

Székesfehérvar: Orosz Tamds (Obudai Egyetem Alba Regia Miiszaki Kar,
Székesfehérvér, Budai it 45.).

A szakkorokkel kapcesolatos tovabbi tudnivaldk, elérhetéségek, aktualitdasok és
a felkésziilést segité anyagok a fizika didkolimpiai szakkorok hivatalos honlapjan
olvashatéak: http://ipho.elte.hu. A fenti szakkorokon kiviil els6sorban 6néallé
munkaval, a KoMal. elméleti és mérési feladatainak rendszeres megoldasaval és
a hazai fizikaversenyeken val6 rendszeres részvétellel lehet késziilni a jové évi fizikai
didkolimpiara.

Eredményes felkésziilést kivanunk!

Szasz Krisztian és Vigh Maté, csapatvezetok
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Tehetséggondozas
Meérési szakkor a BME Fizikai Intézetében

A fizika irdnt érdekl6do, tehetséges kozépiskolas didkok szamara a BME Fizikai
Intézet gyakorlati foglalkozasokat tart. A foglalkozasokon lehetéséget biztositunk
arra, hogy a tanulék méréparokban fizikai kisérleteket és méréseket végezhesse-
nek. A foglalkozdsokra oktébertdl kezdédéen kéthetente, kedden 15.00-t61 18.00-
ig keriil sor, 6sszesen nyolc alkalommal. Informacio, jelentkezési cim és hataridé:
http://ipho.elte.hu/ (Szakkorok/mérési szakkor meniipont).

Els6sorban a kozépiskola utolsé két évfolyamara jardk jelentkezését varjuk, de
kell§ felkésziiltséggel 10.-esek is részt vehetnek a foglalkozasokon. A jelentkezdk irja-
nak péar sort magukrél, ismertessék a fizika tanulmanyaik soran elért eredményeiket
és tovabbtanulasi elképzeléseiket.

A foglalkozasok ingyenesek! Minden jelentkezot e-mail-ben értesitiink (aki nem
kap vélaszt, kiildje el még egyszer a jelentkezését).

A Kunfalvi Rezs6 Olimpiai Valogatoverseny
1. elméleti forduléjanak feladatai*

2021. mércius 22. 15:00-18:30

1. feladat. Egy m( 0Ossztomegl tirhajé a Fold felszinéhez kozeli, kor alaku
parkolépalyéan mozog az elsé kozmikus sebességgel megegyez6 v sebességgel. Egy-
szer csak bekapesolja hajtémiivét, amelybdl dllandé v nagysdgi (relativ) sebesség-
gel aramlik ki a hajtéanyag. A hajtéanyag tomeghozamat és a kilovellés irdnyat
ugy véltoztatja, hogy mindvégig a kezdeti (parkolépalydhoz tartozd) sebességével
haladva egyenes vonalban, egyenletesen mozogjon. Mekkorara csokken az tirhajé
tomege, amig igen messzire keriil a Foldtol?

2. feladat. Hoszigetelt, fiiggoleges tengelyti, henger alaku tar- - <
talyban termikus egyensulyban 1évo kétatomos idedlis gazt egy ne-
héz, hoszigetelt dugattyi zar el gy, hogy a gaz a tartaly térfoga-
tanak felét foglalja el. A dugattyura egy silyt helyeziink ugy, hogy
éppen csak érintkezzen vele, majd a silyt elengedjiik. Miutén a rend- *
szer eléri az ij sztatikus egyensulyi dllapotat, a gdz nyomdsa 25%-kal .
megnovekszik. Ezutan a silyt hirtelen eltavolitjuk, melynek hatdsa-
ra egy id6 utan 1j sztatikus egyensilyi helyzet alakul ki.

Hény ilyen ciklus utdn hagyja el a dugattyu a tartalyt a suly el-
téavolitdsat kovetden? A surlédas a dugattyt és a tartaly fala kozott
elhanyagolhaté, a rendszer vakuumban van.

* A mésodik probléma orosz versenyfeladat, a tobbi feladatot Vigh Maté dllitotta 6ssze.
A feladatok megoldasit a KoMalL jové havi szdmaban kozoljiik.
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3. feladat.” Egy R sugari, vékony, +Q toltéssel egyenletesen toltott szigeteld
gyuri vizszintes sikban helyezkedik el.

a) Hatdrozzuk meg és dbrdzoljuk a gylrd fiiggdleges szimmetriatengelyén
az elektromos térerésséget a gyiirii kozéppontjatol mért z tdvolsag fiiggvényében!

b) Mekkora és milyen irdnyu a térerdsség a gyfirii sikjaban, a kdzéppontjétol
r tavolsagra, ahol r < R?

¢) A rogzitett gylirii &tmérdje mentén (pl. egy kifeszitett horgdszzsinéron) egy
+q toltésti, m tomegl pontszeri test mozoghat surlédasmentesen. A pontszeri
testet egyensilyi helyzetébdl kicsit kitéritjitk. Mekkora a bekovetkezd kis rezgések
periodusideje?

4. feladat. Két, ¢ hosszisigi, Ry és Ry sugaru, vékony fali szupraveze-
t6 csobol agyut készitiink tgy, hogy a cséveket koaxidlisan egymésba helyezziik
(R2 < Ry, Ry < (). A rendszer a stlytalansdg allapotdban taldlhaté. A kiilsé csé
rogzitett, a belso, m tomegl cs6 pedig szabadon mozoghat a kézos szimmetriaten-
gely mentén. Kezdetben mindkét csoben I erdsségii aram folyik a paldst mentén
korbe, a csovek kozéppontja pedig egybeesik. Ebbdl a helyzetbol a belsé csovet
a tengely mentén kicsit kitéritjiik. Mekkora sebességre gyorsul fel ez a bels6é cs6
(,]6vedék”), mialatt elég messzire tdvolodik a kiils§ cs6tél (,,agyitol”)?

Az iitk6zés hatasfokanak és iitkozési
szamanak Osszefiiggése

Mint az a kozépiskolai tananyagbdl ismert, ha egy mq tomegi, v; sebességli és
egy mo tomegli, vy sebességli (pontszerti) test tokéletesen rugalmatlanul iitkozik,
akkor (az impulzusmegmaraddsbdl kovetkezéen) egyiitt mozognak tovabb

mi1v1 + Moz
(1) L
mi + Mo

sebességgel. (vg a két test tomegkozéppontjdnak sebessége, ami az iitkdzés sordn
nem véltozik meg.) Mondhatjuk, hogy a testek iitkozés utdni u; és us sebessége
egyforma nagysagu:

(2) up = uz = v,
vagy ugy is fogalmazhatunk, hogy
(2*) U — Uy = 0.

(Feltételezziik, hogy a testek iitkozés elétti és iitkozés utani sebessége egy egyenesbe
esik.)

TEz a feladat utélag szerencsés vélasztdsnak bizonyult, mert az idei Nemzetkozi Fizikai
Didkolimpia 2. elméleti feladatanak egyik része lényegében megegyezett vele.

366 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/6



GF 2021.9.6 — 19:46 — 367. oldal — 47. lap KoMalL, 2021. szeptember EF

Ha ugyanezen testek tokéletesen rugalmasan {itkoznek, akkor az impulzus
mellett a mozgasi energia is megmarad, igy titkdzés utan

(m1 — ma)v1 + 2mavs

3 up = 209 — v =

(3) 1 0 1 1+

és

(4) U = 2U0 — Vg = 27711”01 + (m2 _ ml)UQ

mi + mo

sebességgel mozognak tovabb. (Itt vy ismét a tomegkozéppont sebességét jeloli,
amit (1) alapjédn szamitunk ki.) Lathatjuk, hogy fenndll:

(5) Up — U2 = Vg — V1.

E kétféle specialis, ,,szélsGséges” eset kozott 1éteznek ,atmeneti” itkozésfajtak
is, amelyekben a két test iitkozés utdni sebességkiilonbsége épp a fenti két eset
(0 és az titkozés el6tti sebességkiilonbség) kozé esik. Ezeket jellemezziik az iitkozési
szammal:

Uy —u
(6) =12

V2 — U1

Lathato, hogy a tokéletesen rugalmatlan titkozésre k értéke 0, a tokéletesen rugal-
masra pedig k = 1. A koztes értékeket szokds szazalékban is kifejezni, pl. a ,,30%-
ban rugalmas” {itkozés 0,3-es {itkozési szamot jelent.

Azonban vigyazzunk, mert a szdzalékban kifejezett iitk6zési szdm azt a téves
képet sugallhatja, hogy a kezdeti 6sszes mozgasi energia 30%-a maradt meg az iit-
kozés soran. Valéban, a tokéletesen (,100%-ban”) rugalmas iitk6zés soran (k =1
érték mellett) a kezdeti 6sszes mozgdsi energia 100%-a megmarad, azonban a toké-
letesen rugalmatlan iitk6zés sordn (k = 0 érték mellett, vagyis ,,0%-ban rugalmas”
iitkozésnél) a megmaradé mozgdsi energia nem feltétleniil 0%. A koztes esetnek
megfelelo iitkozési szamok és az energia megmaradé hanyada kézott sem ilyen egy-
szerli az Osszefliggés.

Tekintsiik eloszor a tokéletesen rugalmatlan {itkozés soran fellépo energiaval-
tozdst (-veszteséget):
1

1 1
AFE = §(m1 + mg)vg — imlvf — §m2u§.

Felhasznélva (1)-et, algebrai dtalakitdsok utdn ez adédik:

1 mimso

(7) AFE = (’Ul — U2)2.

_5 mi + mo

Tanulsagos képlet: mint afféle mozgési energia, ,egykettedszer tomegszer sebes-
ségnégyzet” alaki. A ,tomeg” az {itkozd testek tomegei harmonikus kozepének fele,
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a ,sebesség” pedig a testek relativ, egymdashoz képesti sebessége (vagy a kiils6 viszo-
nyitasi rendszerb6l nézve a testek sebességkiilonbsége). Az iitkozés utdn megmaradt
energia ardnya a kezdetihez képest

Eytan o %(ml + mg)US

=7 3 1 2
Eeastt  5mivf + 5mav3

ami (1) behelyettesitése és algebrai dtalakitdsok utan igy is felirhato:

Eu an 2
(8) tan _ (myvy + mavs)

Ease  (m1 4 ma)(mivf +movd)

Jol lathatd, ha a két test szembdl iitkozik azonos impulzussal (miv; = —meovs),
akkor ez az ardny 0, de méas esetben nem az, jéllehet az iitkozés tokéletesen rugal-
matlan.

Ertelmezziik dltaldnosan az {itkézés hatésfokat mint az fitkdzés uténi (megma-
radt, ,hasznos”) és az iitkozés elétti (meglévd dsszes, , befektetett”) mozgdsi energia
hanyadosat:

1 2,1 2
(9 = 2T et

1 24 1 2°
5M1V] + 5Mav;

Minden {itk6zésre érvényes az impulzusmegmaradas térvénye:
(10) mi1vU1 + MoV2 = MU + MoUs.

Ez (6)-tal egyenletrendszert alkot, amelyet (pl. behelyettesités mddszerrel) végig-
szamolva tanulsagos eredmények adodnak az iitkozés utani sebességekre:

miv1 —+ movUo —+ kmg(’Ug — Ul)

11 =

(11) Uy ——

és

(12) o — miv1 + »X%) —+ kml(vl — ’UQ)
2 — .

my + mo
(k = O-ra visszakapjuk (2)-t, k = 1-re pedig a (3) és (4) Osszefiiggéseket.)
A (11) és (12) kifejezéseket beirva (9)-be, egy komoly odafigyelést és tagok
ligyes csoportositdsat igényld szamolas utan kapjuk:
k2myma(vy — 1)2)2 + (myv1 + m202)2
(m1 + mg)(m1v} + mov3)

(13) n=

Lathat6, hogy k = 0 esetén visszakapjuk a (8) sszefiiggést, és k = 1 esetén pedig
n=1

Erdekességképpen kiszamitottuk és grafikusan is abrazoltuk az m; =2 kg,
vy =2 %, mo =3 kg, vg =1 % esetben az up, us és n fiiggését k-tél (1. dbra).
Az egyes fiiggvények (a sebességek mértékegységét elhagyva):

7 — 3k 7+ 2k » 6k2 + 49
Uy = U = =
1= 75 2775 K 55
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Vizsgaljuk meg, hogyan lehet kisérletileg egyszertien meghatarozni egy titkozés
hatasfokat és litkozési szamat egy specialis esetben. Ha hy magassdgbol leejtiink egy
kicsiny labdét, az (ha a kozegellenéllds hatdsa elhanyagolhatd) vy = /2gh; sebes-
séggel ér talajt (iitkozik a Folddel), és onnan visszapattanva az induldsi (iitkozés
utdni) u; sebessége és a legnagyobb emelkedésének ho magassiga kozott szintén
fenndll: uy = /2ghs . Mivel az iitkozésben a Fold mo tomege ,végtelen nagynak”
tekinthetd, és a sebessége vo = ug = 0, ezért (11)-b8l (mao-vel valé egyszeriisités
utdn) u; = —kvy kovetkezik. (A negativ eldjel az ellentétes irdnyi mozgdsra utal,
ezt a tovabbiakban elhagyjuk.) Lgy

Uy [2ghs [ha
14 = —= = — .=
( ) K V1 29h1 h1 ’

vagyis a visszapattanasi és az elejtési magassag hanyadosanak négyzetgyoke az it-
kozési szédm. A hatdsfokot (9)-b6l kaphatjuk meg (a Fold mozgési energidja az {it-
kozés el6tt és utan is nulla):

u2 hg
15 = 1 ="2(=k?
(15) 1= =g 1)

vagyis a hatédsfok a visszapattandsi és az elejtési magassidg hdnyadosa. (Ebben
a specialis esetben, a Foldrél visszapattandsnal a hatdsfok éppen az iitkozési szam
négyzete, de ez dltaldban nem igaz.)

Kérdés, milyen mq, vy, mo és vy paraméterek esetén teljesiilhet, hogy n = k.
(Természetesen a trividlis eseteket, amikor mindketté 0 vagy 1, nem vessziik szd-
mitdsba.)

Keressiik tehat az nn = k egyenlet gyokeit. A (13) képletben vezessiik be a ko-
vetkezé jeloléseket (mindegyikiik nemnegativ):

a=myme(vy — v2)2; b= (mi + mg)(mlvf + mgvg); ¢ = (myv1 + m202)2,
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és jegyezziikk meg, hogy a+ c¢=1>b (hiszen épp emiatt lesz k = l-re n =1). Igy
az egyenlet a kovetkezo alakot olti:

k2
ak” +c¢ =k,
b
atrendezve:

ak? —bk+c=0, vagyis ak®—(a+c)k+c=0.

Ennek gyokei a megolddképlet szerint:

k: a+ct/(a+c)?2—4dac a+c*t(a—c)
12 = = .
’ 2a

2a

Az egyik gyok: ky =1, ezt a trividlis megoldast mar eddig is ismertiik. A masik
gyok: ky = g Ez utébbi csak akkor lehet hatdsfok, ha kisebb 1-nél (és csak akkor 0,
ha ¢ =0, ezt a (8) utdni megjegyzésben mar tisztdztuk).

A £ <1, vagyis ¢ < a feltétel akkor teljesiil, ha
(mlvl + m2U2)2 < mlmg(vl — ’02)2.

Zarojelfelbontds, rendezés, szorzatta alakitas utan kapjuk: n =k teljesiilésének
(sziikséges és elégséges) feltétele (a trividlis k = 0 és k = 1 eseteken kiviil) az, hogy:

(16) 4dmimavive < (mlvf — mgvg)(mg —mq),
és ekkor

o ) o (= man)®
myma(vy — vg)”

Egy konkrét példaval: m; = 1 kg, v1 = 2 %, mo = 3 kg, vg = —2 % adatok mellett
a sebességek mértékegységét most is elhagyva) az egyes fiiggvények:
bességek mérték 6gét t is elh fliggvények

C3k%+1

u; = —3k — 1, uy =k —1 és n 1

A fiiggvények grafikonjat a 2. dbra mutatja.

Mindkét abrén berajzoltuk az n = k egyenest is. A 2. abrdnak megfelel$ para-
méterek mellett (16) teljesiil, az 1. dbrdhoz tartozé adatoknél pedig nem, igy az elsé
esetben nincs, a masodikban pedig van trivialistol kiilonb6z6 megoldasa az n = k
egyenletnek.

Megjegyzés. A (16) feltételt igy is megkaphatjuk, hogy megvizsgdljuk a (13)-ban
kapott n(k) fiiggvény meredekségét az 7 = 1 helyen. Ha ez nagyobb, mint 1, akkor a pa-
rabolafv a végig 1 meredekségli n = k egyenest a [0; 1] intervallumban metszi masodszor,
tehat van maésik, nem trividlis n = k eset. Ha ez a meredekség kisebb 1-nél, akkor a gorbék
m4ésik metszéspontja valahol az ]1; 00| intervallumban van, de ennek nincs fizikai tartal-
ma. Lehet a keresett meredekség éppen 1, ekkor az egyenes itt érinti a parabolat, ekkor
sem addédik mésik n = k eset.
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2. dbra

A vizsgélandé meredekség a (13) fiiggvény k = 1 helyen vett derivaltértéke:

g( ) _ 2m1m2(v1 — v2)2
dk (ml + mg)(mlv% + mgvg) ’

A fizikailag értelmezhet6 méasodik megoldas 1étezésének feltétele:

2m1m2 (Ul — 1}2)2

(m1 + mz)(mw% + mzvg) ’

és ez egyenértékii (16)-tal.

Siposs Andras
ELTE Apéczai Csere Janos Gyakorlé Gimnazium (Budapest)

Fizika feladatok megoldasa

P. 5303. Egy puska 500 m/s sebességii livedéke fiba csapddik, és ott 5 cm-es
tton lefékez6dik. A lovedék tomir, 4 cm hosszi, 7800 kg/m? siiriiségi fémhengernek
tekinthetd, amelynek fékezédése iddben egyenletes.

a) Becsiiljiik meg, hogy legfeljebb mekkora mechanikai fesziiltség alakul ki a l6-
vedék lefékezddése sordn!

b) Becsiiljiik meg, hogy mekkora elektromos fesziiltség jon létre a lovedék eleje
és vége kozott az elektronok tehetetlensége miatt!

(5 pont) Holics Laszlé feladata nyomén
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Megoldas. a) A 16vedék haladdsi irdnydra mer6leges keresztmetszetének
nagysaga legyen A. A mechanikai fesziiltség a lovedékre kifejtett erd és a rd mer6-
leges keresztmetszet hanyadosaként kaphato meg.

Az id6ben egyenletes fékez6dés sordn a lassuldst okozo erd dllandé. (Feltételez-
ziik, hogy a lovedékre csak a homlokfeliileténél hat fékezéerd.) Az eré nagysdgat
az F' = ma mozgédsegyenlet adja meg, ahol az £ hosszisdgu henger témege

m = (Ao,
a lassulast pedig a v kezdGsebesség és a megalldsig megtett s it hatarozza meg:

2
a v v m
s = —t2, t=—, ahonnan a=—=25-10° —.

2 a 2s 82

A mechanikai fesziltség ezek szerint

F olv?

1 9 = 780 MPa.

b) A fémben szabadon mozgé elektronok ugyanakkora lassuldssal mozognak,
mint a lovedék egésze. Az elektronokat nem a fa lassitja (hiszen azzal nem is érint-
keznek), hanem a fémhengerben kialakuld elektromos erétér okozza a sebességiik
megvaltozasit. Az litkozés kezdetekor a 16vedék elejénél bizonyos mennyiségii (ne-
gativ) elektron halmozoédik fel, a 16vedék hatulja pedig pozitiv toltésiivé valik. Ezek
a toltések olyan erdsségii homogén elektromos mez6t hoznak létre, melyre e = mga
teljesiil, ahol e az elemi toltés, mg pedig az elektron tomege. A térerdsség tehat

moa

E=2
(&

7

ami az ¢ hosszi lovedék eleje és vége kozott

moal  (9,1-107% kg) - (2,5 -106 S%) 0,04 m

U=tEd=— 16-10-°C

=57-1077V

nagysagu elektromos fesziiltséget jelent.

Bogndr Andrds Kdroly (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)
dolgozata alapjan

Megjegyzések. 1. A 16vedék mentén a fesziiltség értéke valtozik, mert a fékezett tomeg
valtozik. Legnagyobb az elejéhez kozel, ott az egész 16vedéket fékezd erével kell szdmolni,
de a vége felé haladva ez folyamatosan nulldra csokken.

2. A megoldés sordn feltételeztiik, hogy a 16vedék minden része ugyanolyan iitem-
ben fékezddik le, vagyis a lovedék merev testnek tekinthet6. A valésdgban ez nem &ll
fenn: pl. a folyamat kezdetekor csak a 16vedék elejének sebessége csokken, a hatsd része
egy ideig még vialtozatlan sebességgel mozog tovdbb. A két tartomdnyt egy (a fémbeli
hangsebességgel terjedd) l6késhullam valasztja el egymadstol.
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3. A kiszdmitott mechanikai fesziiltség nagysaga csak durva becslésnek tekinthetd.
A becsiilt érték az acél folyashataraval azonos nagysdgrendii, tehat a tényleges folyamatndl
a lovedék maradandé alakvéltozast szenvedhet.

43 dolgozat érkezett. Helyes 26 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos
(1-3 pont) 13, nem versenyszerii 2 dolgozat.

P. 5319. Vizszintes sikon elcsusztatunk eqy m tomegi, ¢ hosszusagu, vékony,
homogén pdlcdt. Eqy pillanatban o pdlca egyik végének sebességuektora vi, a masi-
ké vy. Mekkora ebben a pillanatban

a) a pdlca lendilete;
b) a témegkizéppontra vonatkozd perdiilete;
¢) a teljes mozgdsi energidja?

(5 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

Megoldéas. A péalca mozgasa két részbdl ,tehetd 6ssze”: egyrészt a palca min-
den pontja halad a tomegkozéppont (TKP) vrkp sebességével, mikozben a palca
egésze forog a TKP koriil valamekkora w szogsebességgel.

Viélasszunk egy olyan koordinata-rend-
szert, amelynek y tengelye (a kérdéses pil-
lanatban) éppen pérhuzamos a pdlcdval,
az x tengely pedig merdleges a pélcara.
A palca egyik vége v, a masik vy sebesség-
gel mozog (14sd az dbrat).

A pélca minden pontjanak y irdnyud se-
bessége ugyanakkora, hiszen a pédlcat merev
(nytjthatatlan) testnek tekintjiik. Igy tehat

U1y = V2y = UTKPy-

frjuk fel a palca végpontjainak z irdnyu
sebességét! A haladdsi (mds néven transzld-
cids) mozgdsbdl adédéan mindkét végpont
vrkps Sebességgel mozog x irdnyban, és
emellett forognak is a tomegkozéppont ko-
riil, attdl £/2 tdvolsdgban w szogsebességgel. V2

2y K_

A forgés az egyik végpont x irdnyd sebességét noveli, a masikét csokkenti a TKP
sebességéhez képest:

14

/ .
V1p = UTKPas + wi, illetve Voy = UTKPax — w§

a) Vizsgdljuk meg elészor, mekkordk a v; + vo vektor komponensei. Mivel
U1z + Vop = 20TKPz, valamint V1y + V2y = 2UTKPy,

ezért fennall, hogy
v1 + v2 = 2vTKP,
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tehat a palca kérdezett lendiilete (impulzusvektora):
m
I = mvrgp = 5(171 + va).

b) Ezutdn vizsgdljuk meg a vy és vy vektorok kiilénbségét, annak komponenseit
a valasztott koordinata-rendszerben:

14 14
Vig — V2 = | UTKPz + w§ — | vrkPr — w§ = £w7

valamint

Viy — U2y = 0.

Mivel a sebességkiilonbség-vektornak nincs y irdnyt komponense, a nagysaga:
|lv1 — va| = |14 — V2| = l|w].

A palca szogsebességének nagysaga tehat

és igy a perdiiletének nagysaga:

1 |’l)1 — ’Ug| 1
N =0|w| = —ml2——"= = —mljv; — vsl.
wh=ggmt =7 P Ha
(Felhaszndltuk, hogy egy m tomegii, ¢ hosszusagu, vékony palcianak a tomegkozép-
pontjara vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka %mﬂ.)
¢) A péalca mozgdsi energidja a haladdsi mozgashoz és a forgémozgdshoz kap-
csolodé energidk Gsszege:

1 1,
E = imv%KP + §@|w| ,

azaz

2 2
lm\v1+vg| +1 1 £2|’l)1—’02|

E: _ . —
2 1 2 12" 2

m
= ﬂ(3|’01 + 'UQ‘Q + |’01 — ’Ug|2).

Toronyi Andrds (Budapest, Baar-Madas Ref. Gimn., 11. évf.)

27 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 11, hidnyos
(1-3 pont) 6, hibas 2 dolgozat.
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Eo6tvos-verseny

Az idei E6tvos-versenyt

2021. oktober 15-én

pénteken délutan 15P-t61 20"-ig rendezi meg az Eotvis Lorand Fizikai Tarsulat.

A versenyen azok a didkok vehetnek részt, akik vagy kozépiskolai tanuldk,
vagy a verseny évében fejezték be kozépiskolai tanulményaikat. Nemcsak magyar
allampolgarsagu versenyzok indulhatnak, hanem Magyarorszagon tanulé kiilfoldi
diakok, valamint kiilfoldon tanulé, de magyarul ért6 diakok is.

A megoldédsokat magyar nyelven kell elkésziteni, a rendelkezésre 4ll6 idé 300
perc. Minden frott vagy nyomtatott segédeszkoz haszndlhatd, de hagyoményos (nem
programozhatd) zsebszdmoldgépen kiviil minden elektronikus eszkoz hasznédlata
tilos.

El6zetesen jelentkezni nem kell, elegendd egy személyazonossdg igazolasara
szolgdlé okménnyal (személyi igazolvény, didkigazolvany vagy utlevél) megjelenni
a verseny valamelyik helyszinén.

A helyszinek és a versennyel kapcsolatos minden tovabbi informacié megtaldl-
hato a verseny honlapjan:

http://eik.bme.hu/"vanko/fizika/eotvos.htm.

Versenybizottsag

Dr. Radnai Gyula
(1939-2021)

Radnai tanar ur hatalmas életmiivet hagyott maga utan. Tankonyvirdi tevé-
kenysége (a ,,Dér-Radnai-So6s” és egyéb feladatgytijtemények, a Négyjegy fiige-
vénytdbldzat stb.) és a tandrképzésben betoltott szerepe mellett taldn a fizikatorté-
net egyik legnagyobb magyar tudésaként emlékeznek ra sokan. Szamunkra Radnai
tandr ur tehetséggondozasban végzett tevékenysége a legemlékezetesebb. Evtize-
deken &t volt az Eo6tvos-verseny bizottsaganak elnoke, emellett kivals feladatkitii-
70, valamint a KoMalL fizika szerkesztébizottsdganak a vezetdje. Mind koziil talan
a KoMalL volt a legnagyobb sziviigye, amit a fizika szerkesztGbizottsag elnokeként
t6bb, mint 30 éven keresztiil rendithetetleniil szolgélt. A sors gy adta, hogy sokdig
dolgozhattunk egyiitt. Radnai tanar urtol néhany kordbbi, még harminc évnél is
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régebbi, szép feladatanak felidézésével bucsuzunk. Lehetséges, hogy ezekkel a prob-
lémakkal a mostani versenyzok komalozoé sziilei is taldlkoztak . ..

A fizika szerkesztGbizottsag tagjai

Valogatas Radnai Gyula
egy emberoltovel ezel6tt kitlizott feladataibol*

1 1T L 1426. (1977. marcius) Az dbrdn vazolt konden-
zatorrendszerben mindegyik kondenzator kapacité-
_”%”%”%”— sa 1 puF. Az A pontra 1076 C toltést visziink és
a B pontot foldeljiik. Mennyi lesz a kondenzatorrend-

—| I%l I%l I%l I— szer energiaja?
W2z

T T T
B

1656. (1980. szeptember) Egy emelédaru jatékmodellje legfeljebb 20 kis be-
tongerendat képes felemelni anélkiil, hogy kotele elszakadna. A valédi daru és a va-
16di betongerendak valamennyi linedris mérete 25-sz6r nagyobb a modelléinél, de
az anyagok fizikai allandéi ugyanazok. Hany igazi gerendat képes felemelni egy ilyen
modell alapjan megépitett daru?

2291. (1988. februar) Pingponglabda pattog lefelé egy 1épcsén tigy, hogy min-
den lépcs6fokra egyszer pattan ra. A 1épcséfokok magassaga 12 cm. A visszapatta-
nésok soran a labda sebességének vizszintes Gsszetevéje nem valtozik, a fiiggdleges
Osszetevd nagysdga azonban kétharmaddara csokken. A levegé ellenélldsanak fékezd
hatasatol, valamint a labda forgasatol eltekinthetiink.

Mennyi id6 telik el két iitkozés kozott?

2313. (1988. méjus) A felkelé Nap fényét a Duna budai oldaldn a domboldalra
épiilt haz négyzet alaku, sikiiveg ablaktablai visszatiikrozik. Az egyik ablakiivegrél
a szomszédos haz falara, a masik ablakrol egy, a pesti parton allé épiilet falara ve-
rédik vissza a fény. Milyen alakiiak lesznek a falakon a fényfoltok? (Az ablaktablak
élhossza 0,5 m, a szomszéd hdz tdvolsdga 10 m, a Duna szélessége 300 m.)

2424. (1989. oktéber) N molekuldbdl alld, egyensilyi allapotban levd idedlis
gaz van egy V térfogatu tartalyban. Mekkora a valészinilisége annak, hogy a tar-
tdlynak egy V* térfogati része iires? Mekkora ez a valdszinliség, ha V* = %, és
N> 17

*A feladatok megolddsat a KoMaL archivumédban (http://db.komal.hu/KomalHU/)
taldlhatjuk meg.
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2456. (1990. februdr) Egy iires, nyitott kon- a) b)

zervdobozt I I | |

a) széjaval lefelé,

b) szajaval felfelé

helyeziink a viz felszinére. Melyik esetben meriil mélyebbre, és miért? Mi torténik,
ha a vizre helyezés utdn a homérséklet lassan emelkedik?

2553. (1991. madrcius) Egyenletes keresztmetszetil, fiiggSleges
helyzetli, U alaki csO egyik vége zart, a mdsik, hosszabb szara nyi-
tott. A cs6ben higany van az dbrdn lathato helyzetben.

Mekkora a bezart levegboszlop hossza, ha melegités kozben azt
tapasztaljuk, hogy a bezart levegd nyomaésa egyenesen ardnyos a tér-
fogatdval. A kiils§ légnyomds 76 cm magas higanyoszlop nyomasdval
egyenld.

Fizikabdl kittzott feladatok

M. 406. Készitsiink otthon egy enyhe emelkedésii, valtoztathaté meredekségii
lejtot. Allitsuk be a lejt6t valamilyen o hajlasszogbe. Helyezziink ra egy hengeres
ceruzat, amelynek a lejtovel érintkez6 alkotdja bizonyos (B szoget zar be a lejtén
hizhaté vizszintessel. Vizsgaljuk meg, hogy rogzitett o esetén mely [ szogeknél
indul el a lejtén a ceruza

a) csak csuszva,

b) tisztén gordiilve!

Deritsiik fel és abrazoljuk ezeket a csiszési és gordiilési tartoményokat egy
(a, B8) koordinata-rendszerben!

(6 pont) Radnai Gyula (1939-2021) feladata

G. 749. A United Airlines 425-6s jarata ép-
pen akkor haladt el a Nap el6tt, amikor Andrew
McCarthy, az ismert amerikai asztrofotds a mellé-
kelt képet készitette. Becsiiljiik meg, hogy milyen
messze volt a repiil6gép a fotds fényképezbgépétol!

(4 pont)
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G. 750. A 35 kg tomegli Jancsi rédll egy testsily-
mérlegre, a kezébe fog egy 0,5 N sulyu rugds er6mérot,
majd arra rdakaszt egy iiresen 15 N sulyd kétkari mér-
leget. A mérlegen egy k& van kiegyensiulyozva egyiittesen
2 kg 40 dkg tomegli mérosulyokkal.

Mit mutat a testsulymérleg és a rugds erémér6?

(3 pont)

G. 751. A siktiikor altal képz6do kép ugyanakkora, mint a targy. Ha koze-
lebb megytiink a tiikorhoz, akkor mégis nagyobbnak latjuk magunkat, mert megnd
a latoszogiink. A hatunkat gy tudjuk siktiikorrel megnézni, ha két siktiikrot hasz-
nalunk, melyek kozelitéleg egymassal szemben, parhuzamosan helyezkednek el.

A két tiikor kozé hova kell allnunk, hogy maximélis 1atészogben lassuk a ha-
tunkat?

(4 pont)

G. 752. Februar kozepén sikeresen landolt a Marson az egy tonnas Perseve-
rance nevii marsjard, ami egy minihelikoptert is vitt magaval. Mennyi a marsjaré
stulya a Marson? Vajon hogyan prébalhattdak ki a minihelikoptert a Foldon? Te-
gyiink javaslatot!

(4 pont)

P. 5337. Parhuzamos palydkon dllando sebességgel kozlekedik két tehervonat.
Ellentétes iranyban haladva 20 s alatt, azonos iranyban haladva pedig 60 s alatt
haladnak el egymés mellett. Egy 600 m hosszi hidon az egyik szerelvény 40 s alatt,
a masik 100 s alatt halad &t.

Hatarozzuk meg a szerelvények hosszat és sebességét!

(4 pont) Kozli: Székely Gydrgy, Budapest
10 mm o P. 5338. A bal oldali dbrdn lathaté médon

egy dominopart helyeziink el egy harmadikon.

a) Hatdrozzuk meg = lehetséges értékeit,
hogy a domindk egyenstiilyban legyenek.

b) Ezt kévetden tovabbi dominépdrokat he-
ip kL lyeziink el a jobb oldali dbrdnak megfeleléen.
Legfeljebb hany dominét helyezhetiink el a leg-
alsora, hogy az egyensilyi allapot fennmarad-
jon?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs
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P. 5339. Vizszintes, surlédasmentes feliileten egy
L = 0,6 m hosszisagu, elhanyolhaté tomegi, vékony rud fek-
szik. A rud végpontjaihoz elhanyagolhaté tomegi, feszes fo-
nalakkal m = 0,2 kg és M = 0,8 kg tomegli testeket rogzitet-
tiink. A fonalak merdlegesek a rudra. Egy adott pillanatban
a rud kozéppontjara a vizszintes feliilettel parhuzamos, a rud-
ra merdleges, F' = 8 N nagysdgu erot fejtiink ki.

a) Hatarozzuk meg a kezddpillanatban a rid kozéppont-
janak gyorsulasét!

b) A rid melyik pontjara kellene kifejteni ezt az F' er6t, hogy a testek gyorsu-
ldsa azonos legyen? Mekkora erék ébrednek ekkor a fonalakban?

(4 pont) Kozli: Kotek Ldszlo, Pécs

P. 5340. A foldonkiviili civilizacidk utan kutatok egyik nagy radiétéavesove
egy tavoli égitest iranyabol az dbrdn lathaté furcsa, valtozo frekvencidju jeleket
észlelte. A jelek 45 percen keresztiil folyamatosan érkeztek, utana 45 perc sziinet
kovetkezett, majd ismét 45 percnyi jel stb. Az észlelt jel frekvencidjanak kozépértéke
fo = 1,5 GHz, és a véltozé frekvencia fy koriill A f = 40 kHz értékkel ingadozott.

fo+Af

fo

Jo-Af

Az észlelt rddidhullamokat egy exobolygd koriil keringd exomiihold allandé
frekvencigju jeleként értelmezték a kutatok. Feltételezték, hogy a Fold és az exo-
bolygd kozotti egyenes szakasz az exomiihold pélydjanak sikjaban fekszik, és igy
meg tudtdk hatarozni a bolygd témegét, sugarat és az atlagsiirtiségét. Milyen érté-
keket kaptak?

(5 pont) A Kvant nyoman

P. 5341. Tehervonat szallit egy ¢ hosszu, d széles és h magas téglatest alaku
konténert, amely félig van toltve p stirtiségli folyadékkal. Mekkora erével nyomna
a folyadék a konténer alaplapjat és oldallapjait, ha a vonat képes lenne vizszintes
palyan hosszu ideig dllandé ag gyorsuldssal haladni? (A konténer leghosszabb éle
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parhuzamos a sinekkel, és a folyadék még akkor sem folyna ki a tartalybdl, ha
az feliil nyitott lenne.)

Adatok: £ =10m, h = d = 3 m, o = 1000 kg/mg7 ap =1 m/sz.
(5 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

P. 5342. Fiiggileges helyzetben rogzitett, feliil zart henger
m tomegl dugattyujan egy M tomegi test fiigg. A hengerben 1é-
v6, kezdetben V térfogatu levegével @@ hét kozliink. Kiviil a 1ég-
po  kori nyomds po.

a) Mennyivel véltozik meg a géz belsé energidja?

m
i b) Mennyi munkét végez a géaz? Ez a munka milyen energia-
M valtozasokkal jar egytitt?

(A henger fala és a dugattyd hészigeteld.)
(4 pont) Tichy Géza (1945-2021) feladata

P. 5343. Van egy 100 ohmos, 2%-o0s (2% relativ pontossigi), egy 200 ohmos,
5%-os és egy 300 ohmos, 10%-o0s ellendlldsunk. Ezeket elészor sorosan, majd parhu-
zamosan kapcsoljuk. Mekkordk és hany szédzalékosak lesznek az eredo ellenédllasok
ebben a két esetben?

(3 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

P. 5344. Egyenl6 szard haromszog keresztmet-
szetll prizma toroszoge 40°, anyaganak torésmutato-
ja 1,6. Mekkora « beesési szoggel érkezik a fénysugar A
az egyik oldallaphoz, ha ez a fénysugdr a prizmé-
ban az alappal parhuzamosan halad tovabb? Mek- » -
kora n torésmutatdja van annak az tivegnek, amibol
késziilt hasdbot a prizma masik oldaldhoz illesztve n

a torési szog az dbra szerint « /2?7

(4 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvéros

P. 5345. Vékony cs6bdl két R su-
gari negyedkort készitiink, majd egy-
egy r sugaru, « szoggel ,hidnyos” fél-
korivet csatlakoztatunk hozzdjuk, végiil
az egész elrendezést az dbrdan lathatd
modon egy fiiggdleges siklaphoz erésit-
jiik. Az A pontbdl kezd&sebesség nélkiil
beejtiink egy kis goly6t a csébe. A go-
ly6 az AB és a BC koriven végigesuszik,
a C és a D pont kozott szabadon esik (ferde hajitds szerint mozog), majd a DB
és BE koriven csuszik tovdbb.(A surlédést és a légellendlldst figyelmen kiviil hagy-
hatjuk.)
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a) Mekkora az « szog, ha % = g?
b) Vizsgaljuk meg, hogy kiilénbozd % aranyokndl mekkora « szog (vagy szogek)

esetében valdsulhat meg a leirt mozgas!

(6 pont) Romdniai versenyfeladat nyomdn

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. oktéber 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 71. No. 6. September 2021)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 351): K. 694. How many
seven-digit positive integers are there in which each digit is either 1 or 2 greater than the
preceding digit? (Example: as in 1234678.) K. 695. A point P is selected on side BC' of
a square sheet of paper ABCD. The sheet is folded along the line AP so that point B
should lie equidistant from vertices C' and D. The new position of point B is denoted
by B’. Determine the measure of angle CB’D. K. 696. In the left front pocket of my
jeans I have twice as much money as in the right front pocket, and one third as much as in
the right back pocket. I moved 30 forints (HUF, Hungarian currency) from the right front
pocket to the left front pocket, and also moved 180 forints from the right back pocket to
the left front pocket. Now I have 3 times as much money in the left front pocket as the
amount remaining in the right front pocket. How much money did I have initially in each
pocket? K. 697. Some of the faces of a cube are coloured red, and then the cube is cut
into small cubes of equal size. 45 of the small cubes have no painted faces. How many
faces of the original cube were coloured? K. 698. Dorothy thought of an integer that is
at least 3 and at most 25. Ann named a one-digit even number z, and asked Dorothy
whether her number is a perfect square, whether it is prime, and whether it is a multiple
of x. Dorothy said if she gave the answer to each of these questions, Ann would be able
to figure out what number she had in mind. What is Dorothy’s number?

New exercises for practice — competition C (see page 351): Exercises up
to grade 10: K/C. 697. See the text at Exercises K. K/C. 698. See the text at
Exercises K. Exercises for everyone' C. 1679. Prove that the value of the expression

—5t3z—a1t - t+30 2022 is between 0 and 1. C. 1680. One side of a quadrilateral
is 5 c¢cm long, and the measures of the angles lying on it are 90° and 60°. Given that
the quadrilateral has both an inscribed circle and a circumscribed circle, find a method
to construct the quadrilateral. Write down the steps of the construction. (Elementary
steps of construction, like bisecting an angle or reflecting about a line do not need to be
described in detail.) (Proposed by N. Zagyva, Baja) C. 1681. Let a, b, ¢ denote nonzero
al—a? 03— b2+c3+c

real numbers that add up to 0. Prove that = 3c + 2. Exercises
upwards of grade 11: C. 1682. The vertices of a unit cube are A, B,C,D,E, F,G, H
as shown in the figure. The tetrahedra ABDE and GCFH are cut off the cube. Find the
volume and surface area of the remaining solid. (Proposed by N. Zagyva, Baja) C. 1683.
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Ann and Bo are playing the following game on squared sheets of paper. Each player marks
a 10 x 10 square on her own sheet of squared paper. In this large square, they colour seven
1 x 1 lattice squares blue, and another 14 lattice squares red. The players cannot see each
other’s coloured squares. The game starts by Ann naming a pair of numbers (7, j) where
1< 4,5 < 10 are positive integers. (For example, (5,2) means the lattice square at the
intersection of row 5 and column 2 of the 10 x 10 square.) If the pair (i,j) determines
a coloured field on Bo’s sheet of paper then Bo will answer “hit”, otherwise she will say
“no hit”. Then the game continues by switching roles: Bo names a pair of numbers and
Ann answers. What is the probability that in the third round of the game Ann will hit
a blue square and Bo will hit a red square provided that in the first two rounds neither
Ann nor Bo had any hits?

New exercises — competition B (see page 353): B. 5182. The number 612? =
374544 ends in two digits of 4 in base 10 notation. What is the maximum number of
digits of 4 at the end of a perfect square? (& points) (Based on the idea of I. Blahota)
B. 5183. Side AB of a triangle ABC has unit length, /BAC = 60°, ZACB = 100° and
the midpoint of side BC'is F'. D is a point on side AB such that DB = F'B. Find the exact
value of Tapca + 2TrBDA, Wwhere Tapca denotes the area of triangle ABC. (T means
the area of the triangle of the triangle named in the index.) (4 points) (Proposed by
S. Kiss, Nyiregyhdza) B. 5184. Cornelia marked four non-concyclic points in the plane.
Then she drew all the circles that pass equidistant from the four points. What is the
maximum possible number of circles she may have drawn? (The distance between point P
and a circle k centred at O is defined as follows: let M denote the point where the ray
starting at O and passing through P intersects the circle k. Then the distance is the
length of line segment PM.) (5 points) B. 5185. Find the real solutions of the equation
V4 =22 + Va2 =3 =1. (4 points) (Proposed by M. Szalai, Szeged) B. 5186. Al and
Bill are playing the following game. They agree on a fixed number n > 3, and then Al
thinks of a number from the set {1,2,...,n}. Now Bill can guess the number. He will only
get yes or no answers. If the answer is yes, the game terminates. If the answer is no, Al
will change the number: either increases or reduces it by 1, but the number must remain
positive (it is allowed to go beyond n though). Then Bill can guess again, trying to hit the
new number. The procedure is repeated until finally Bill gets the number. Prove that Bill
has a strategy to end the game with at most (3n — 5) guesses. (6 points) (Proposed by
J. Szoldatics, Budapest) B. 5187. A subset of the set S = {1,2,...,n} is called primitive,
if it does not contain two elements such that one is a divisor of the other. Show that if it
is not possible to add a further element of S to a particular primitive set A C S and keep
it primitive, then either A = {1} or the size of A is greater than or equal to the number of
primes up to n. (6 points) (Proposed by Cs. Sdndor, Budapest) B. 5188. Prove that the
height of a circumscribed trapezium cannot be greater than the geometric mean of the
bases. (& points) (Proposed by L. Németh, Fonyéd) B. 5189. The base edge of a right
pyramid with a regular triangular base is a. Let r be the radius of the inscribed sphere,
and let R be the radius of the escribed sphere touching the base. Prove that a® = 12rR.
(6 points) (Proposed by L. Ldszld, Budapest)

New problems — competition A (see page 355): A. 803. Let m(n) denote the
number of primes less than or equal to n. A subset of S ={1,2,...,n} is called primitive
if there are no two elements in it with one of them dividing the other. Prove that forn > 5
and 1 <k < @ the number of primitive subsets of S with k + 1 elements is greater or
equal to the number of primitive subsets of S with k elements. (Proposed by Cs. Sandor,
Budapest) A. 804. There is a city with n citizens. The city wants to buy sceptervirus
tests with which it is possible to analyze the samples of several people at the same time.
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The result of a test can be the following: e Virus positive: there is at least one currently
infected person among the people whose samples were analyzed, and none of them were
healed from an earlier infection. ¢ Antibody positive: there is at least one person who was
healed from an earlier infection among the people whose samples were analyzed, and non
of them are infected now. e Neutral: either all of the people whose samples were analyzed
are not infected, or there is at least one currently infected person and one person who was
healed from an earlier infection. (Viruses and antibodies in samples completely neutralize
each other.) What is the smallest number of tests to buy if we would like to know if the
sceptervirus is present now or it has been present earlier? (The samples are taken from the
people at the same time. The people are either infected now, have been infected earlier,
or haven’t contacted the virus yet.) (Submitted by Csongor Beke, Cambridge) A. 805. In
acute triangle ABC the feet of the altitudes are A;, By and C; (with the usual notations
on sides BC, C'A and AB, respectively). The circumcircles of triangles AB1C1 and BCy A1
intersect the circumcircle of triangle ABC' at points P # A and Q # B, respectively. Prove
that lines AQ, BP and the Euler line of triangle ABC' are either concurrent or parallel
to each other. (Submitted by Géza Kds, Budapest)

Problems in Physics
(see page 377)

M. 406. At home make an inclined plane of small and variable angle of inclination.
Fix the slope at a certain angle of inclination of a. Place a cylinder-shaped pencil on the
slope such that the symmetry axis of the pencil makes an angle of 8 with a horizontal line
lying in the plane of the slope. Investigate, at a certain fixed angle of «, at which angle
of B will the pencil begin to move along the plane such that it a) slides down, but does
not roll at all; b) rolls down without slipping? Investigate the rolling and slipping regions,
and plot them in a coordinate system of («, ).

G. 749. A flight operated by the United Airlines, UA425 passed right in front of
the Sun when Andrew McCarthy, a well-known American astrophotographer, took the
attached picture. Estimate the distance between the plane and the photographer’s camera!
G. 750. Jack, whose mass is 35 kg, stands on a bathroom scale. He holds a spring balance,
which weighs 0.5 N, in his hand, and he hangs a traditional balance to the spring balance.
The weight of the empty traditional balance is 15 N. In one plate of the traditional balance
there is a stone, which is balanced by weights whose total mass is 2 kg and 20 dag. What
is the reading on the bathroom scale? G. 751. The image formed by a plane mirror has
the same size as the object. However, if we go closer to the mirror we observe ourselves
bigger, because the angle of view gets greater. We can see our back by means of two
plane mirrors, which are placed approximately opposite and parallel to each other. Where
should we stand in between the two mirrors in order to get the greatest angle of view
of our back? G. 752. The one-ton Mars rover called Perseverance landed successfully on
Mars in the middle of February this year. The rover also carried a helicopter drone. What
is the weight of the rover on Mars? How could they put the helicopter drone to test on
the Earth? Make a suggestion.

P. 5337. Two freight trains are travelling along two parallel railways at a uniform
speed. They pass each other in 20 seconds if they move towards each other, while it takes
60 s to pass if they move into the same direction. It takes 40 s for one of the trains
and 100 s for the other one to cross a 600-m long bridge. Determine the speeds and the
lengths of the trains. P. 5338. A pair of dominoes are placed to a third domino as it is
shown in the left figure. a) Determine the possible values of z such that the dominoes are
in stable equilibrium. b) Then several more domino pairs are placed to the dominoes as
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shown in the right figure. At most how many dominoes can be placed on the domino at
the bottom in order that the system remain in equilibrium? P. 5339. There is a thin rod
of length L = 0.6 m and of negligible mass on a horizontal frictionless surface. Objects
of masses m = 0.2 kg and M = 0.8 kg are attached to the ends of the rod by means of
tight threads of negligible mass. The threads are perpendicular to the rod. At a certain
moment a force of I' = 8 N is exerted on the centre of the rod; the force is parallel to the
surface and perpendicular to the rod. a) Determine the acceleration of the centre of the
rod at the initial moment. b) At what point of the rod should the force be exerted in order
that the two objects have the same acceleration? What are the tensions in the threads
in this case? P. 5340. One of the great radio telescopes of researchers who search for
extraterrestrial life, detected some strange variable-frequency signs, shown in the figure,
coming from a distant celestial body. The signs were detected continuously for 45 minutes,
and then there was a 45-minute break, then again there were signs for 45 minutes and
so on. The middle value of the frequency of the detected signs was fo = 1.5 GHz, and the
frequency was changing with an amplitude of Af = 40 kHz, about the middle value fo.
The detected radio waves were interpreted by the researchers as signals from an exo-
satellite orbiting an exoplanet. It was assumed that the ray joining the Earth and the
exoplanet lies in the plane of the orbit of the exo-satellite, and thus the planet mass,
radius, and average density could be determined. What values did they get? P. 5341.
A freight train carries a cuboid-shaped container of length ¢, width d and height h. The
container is halfway filled with some liquid of density ¢. What force would the liquid exert
on the base and each of the side faces of the container, if the train was able to move at
a constant acceleration of ag for a long time? (The longer edge of the container is parallel
to the rails, and the liquid would not flow out of the container even if it was open at its
top.) Data: £ =10 m, h =d =3 m, o = 1000 kg/m®, ap = 1 m/s>. P. 5342. An object
of mass M is hanging of the piston of a vertical fixed cylinder. The cylinder is closed at
its top and the mass of the piston is m. Q amount of heat is added to the air inside the
cylinder, whose initial volume is V. The external atmospheric pressure is po. a) By what
amount does the internal energy of the gas change? b) How much work is done by the gas?
What other energy changes can be related to this work? (The wall of the cylinder and the
piston are made of some thermally insulating material.) P. 5343. We have three resistors,
with resistances 100 ohms, 200 ohms and 300 ohms. The relative uncertainty values of
their resistances are 2%, 5% and 10%, respectively. The resistors are connected in series
first and then in parallel. What is the equivalent resistance of each connection, and what
is the relative uncertainty of each equivalent resistance? P. 5344. The cross section of
a prism is an isosceles triangle with a 40° vertex angle, the refractive index of the material
of the prism is 1.6. At what angle of incidence o does a light ray reach one of the (slant)
faces of the prism, if this ray travels parallel to the base of the triangle inside the prism?
To the other slant face of the prism a piece of glass of refractive index n is placed. What
is the value of n if the angle of refraction of the previously described light ray emerging
from the prism is /27 P. 5345. Two quarter circles of radius R are formed from two
thin tubes and then two incomplete semi-circle shaped tubes are attached to them. The
radius of the semicircles is 7 and the central angle of the missing part is . Then the whole
arrangement is attached to a vertical surface as shown in the figure. Then a small marble
is dropped, at zero initial speed into the tube at point A. The marble slides along the
circular arcs of AB and BC, then it falls freely between points C and D (oblique projectile
motion). Then the marble slides along the circular arcs of DB and BE. (Friction and air

drag can be neglected everywhere.) a) What is the measure of the angle «, if % = g?

b) Investigate at different B atios at which value (or values) of « is it possible for the
marble to execute the above described motion.
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