2021.4.6 — 20:22 — 193. oldal — 1. lap

KoMalL, 2021. 4prilis

KOZEPISKOLAI MATEMATIKAI ES FIZIKAI LAPOK
INFORMATIKA ROVATTAL BOVITVE

ALAPITOTTA: ARANY DANIEL 1894-ben

71. évfolyam 4. szdm

Budapest, 2021. aprilis

Megjelenik évente 9 szamban, janudrt6l majusig és szeptembertél decemberig havonta 64 oldalon. ARA: 950 Ft

TARTALOMJEGYZEK

Lovész Laszl6 az Abel-dij idei egyik kitiintetettje .

Bizonyitsunk sokféleképpen — egy érettségi feladat
tovabbgondoldsa. ...

Varga Péter: Gyakorlé feladatsor emelt szintti ma-
tematika érettségire. ...l

Csdnyi Tibor: Megoldésvazlatok a 2021/3. szdm
emelt szintli matematika gyakorls feladat-
SOTANOZ. ..o

Matematika feladatok megolddsa (5100., 5112.,
BLA0.) oo

A C pontversenyben kitiizétt gyakorlatok (1665-
T671.) oo

A B pontversenyben kitlizott feladatok (5166
BLT3.) e

Az A pontversenyben Kitiizott nehezebb feladatok
(T97-799.) ettt

Informatikdbdl kitlizott feladatok (535-537., 53.,
152.) oo

KoMaL-tervek 2021-re...........coovviiinninnn

Fizika gyakorlatok megolddsa (725., 726., 730.) ...

Fizika feladatok megolddsa (5252., 5262., 5267.,
5270., 5274., 5282., 5286., 5289., 5291., 5301.) ...

Fizikabdl kitilizott feladatok (404., 741-744.,
5315-5325.) cuviie e

Felhivés kérd6iv kitoltésére . ............ooooiin.
Problems in Mathematics........................

Problems in Physics...................oo

194

195

205

209

219

223

224

226

227

232

233

235

249

253

Fészerkeszts: RATKO EVA

Fizikus szerkeszt8: GNADIG PETER
Miiszaki szerkeszté: MIKLOS ILDIKO
Borité: BURGHARDT ZSUZSA

Kiadja: MATFUND ALAPITVANY
Alapitvanyi képvisel: OLAH VERA

Felelss kiadé: KATONA GYULA

Nyomda: OOK-PRESS Kft.

Felel8s vezets: SZATHMARY ATTILA
INDEX: 25 450 ISSN 1215-9247

A matematika bizottsig vezetGje:
HERMANN PETER

Tagjai: BIRO BALINT, GYENES ZOLTAN,
HUJTER BALINT, KAROLYI GERGELY, KISS
GEZA, KOS GEZA KOS RITA, LORANT
LASzLO, OKORDI PETERNE, PACH PETER
PAL, VIGH VIKTOR

A fizika bizottsig vezetGje:

RADNAI GYULA

Tagjai: BARANYAI KLARA, HOLICS LASZLO,
HONYEK GYULA, OLOSZ BALAZS, SIMON
LASZLO, SZASZ KRISZTIAN, SZECHENYI
GABOR, VIGH MATE, VLADAR KAROLY,
WOYNAROVICH FERENC

Az informatika bizottsag vezetdje:
SCHMIEDER LASZLO
Tagjai: BUSA MATE, FARKAS CSABA, FODOR
ZSOLT, LASZLO NIKOLETT, LOCZI LAJOS,
SIEGLER GABOR, SZENTE PETER, TOTH
TAMAS
Forditék: GROF ANDREA, TASNADI ANIKO
Szerkesztdségi titkar: TRASY GYORGYNE
A szerkesztéség cime: 1117 Budapest,
Pazmény Péter sétdny 1/C IIL. emelet 3.405.
Telefon: 372-2850
A lap megrendelhetd az Interneten:
www.komal.hu/megrendelolap/reszletek.h.shtml.
Eléfizetési dij egy évre: 8100 Ft
Kéziratokat nem 6rziink meg és nem kiildiink
vissza. Minden jog a K6MalL tulajdonosaié.
E-mail: szerk@komal.hu
Internet: http://www.komal.hu
This journal can be ordered from
the Editorial office:
Pazmény Péter sétdny 1/C III. emelet 3.405.
1117-Budapest, Hungary
telephone: +36 (1) 372-2850
or on the Postal address
H-1518 Budapest 112, P.O.B. 32, Hungary,
or on the Internet:
www.komal.hu/megrendelolap/reszletek.e.shtml.
A Lapban megjelend hirdetések tartalmaért
feleldsséget nem véllalunk.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/4

193



ﬁ} 2021.4.6 — 20:22 — 194. oldal — 2. lap KoMalL, 2021. aprilis Gf

Lovasz Laszl6é az Abel-dij idei
egyik kitiintetettje

Marcius szamunkra egyik legfontosabb eseménye az Abel-
dij idei kihirdetése volt: eziton is gratuldlunk Lovasz Laszlonak.
Loviasz Laszlé matematikai palyaja is igy indult, hogy mar alta-
lanos iskoldasként rendszeresen megoldotta a KoMalL feladatait.
A mellékelt fénykép a KoMal arcképcsarnokdban talalhaté réla
az 1962-63-as tanévbdl.

Tobb interju is késziilt vele a dij elnyerése alkalmabdl, mi
a Telex cikkére* szeretnénk felhivni a figyelmet.

A beszélgetésben, ami egyben kulturtorténeti utazas is, kideriil, hogyan kap-
csolodik a diszkrét matematika és az elméleti szamitégép-tudomény és hogy az al-
goritmusok hasznélata miként hozott egy 1j gondolkodasmddot a matematika vi-
lagaba. Megtudhatjuk, miként vélekedett a véletlenszam-generatorokrél Neumann
Janos és Erdds Pdl, illetve hogyan kapcsolédik az LLL (Lovédsz Lokélis Lemma)
ahhoz a t(ihoz, (ami elveszett) a szénakazalban.

A cikk természetesen kitér Lovédsz Lészl6 MTA elnoki éveire és a Barabdsi-
Albert Laszloval kozos részvételére a DYNASNET projektben (a European Rese-
arch Council legrangosabb tudoméanyos pélyazatdanak nyertes programja, a Rényi
Alfréd Matematikai Intézet és a CEU hattér tamogatdsdval). Megtudhatjuk azt
is, miért nem kezdett kutatasokat a matematikus a pandémia lefolyasaval kap-
csolatban. Az interji harmadik harmadédban a digitdlis oktatdsrdl, a matematika
oktatdsdrdl és a tehetséggondozasrol olvashatjuk az akadémikus gondolatait. Arra
a kérdésre, hogy ,,mi az oka annak, hogy a sok nemzet koziil a magyarok ennyire jo
matekosok?” utalva Lax Péter és Szemerédi Endre Abel-dijara, Lovasz az erés ha-
gyomannyal rendelkezé kiillonbozé tehetséggondozo iskolakat emliti, tobbek kozott
a KoMal-t.

Lovész Laszlo szamos feladatot javasolt a KéMal-ba az évtizedek soran, ezek
koziil egyet most felelevenitiink.

F. 3281. Egy szelet csokolddét tobb 1épésben osztunk részekre. Minden 1épés-
ben a mar meglev) részek koziil a legnagyobb tomegiit (ha tébb ilyen van, azok
egyikét) osztjuk tovdbb gy, hogy a kapott 4j darabok egyike se legyen nagyobb
tomegil, mint a most tovabb osztott rész fele. Igazoljuk, hogy a k-adik 1épés utan
kapott részek mindegyike kisebb, mint az eredeti csokolddé tomegének a 2/(k + 1)-
edrésze.

KéMalL, 1999. aprilis

A SzerkesztGség

*https://telex.hu/tudomany/2021/03/17/lovasz-laszlo-avi-wigderson-abel-
dij
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Bizonyitsunk sokféleképpen —
egy érettségi feladat tovabbgondolasa

1. El6zmények

A 2020. oktéberi matematika érettségi emelt
szintll irésbeli vizsga 9.b) feladata a kovetkezd
volt!:

9.b) Jelolje a 4 egység oldali ABC' szabé-
lyos haromszog BC' oldalanak B-hez kozelebbi
negyedel6pontjat P, a C' A oldal C-hez kozelebbi
negyedelépontjat @), az AB oldal A-hoz kozelebbi
negyedel&pontjit pedig R. Jelolje tovabbd AP és
BQ szakaszok metszéspontjat X, BQ és CR sza-
kaszok metszéspontjat Y, végil CR és AP sza-
kaszok metszéspontjat Z (1. dbra).

1. dbra

Hatédrozza meg az XY Z héromszog teriiletét!

A hivatalos javitasi itmutatéban a feladatra négy megoldés taldlhat6. Ebben
a cikkben néhény észrevétel mellett tovabbi megoldési és altalanositasi lehetésége-
ket sorolunk fel.

2. A hivatalos megoldasok
Roviden 4ttekintjiik a javitdsi itmutatéban szereplé megoldésokat.?
El6zetesen megallapithatjuk, hogy a harmadrendi forgasszimmetria miatt:
—az ABP, BCQ, C AR haromszogek egybevagok;
—az ABX, BCY, CAZ haromszogek egybevagdk;
—az ARZ, BPX és CQY hédromszogek egybevagok;
—az XY Z haromszog szabalyos.

I. megoldas. A ZX szakasz hosszat szamitjuk ki, ebb6l az XY Z haromszog
teriilete mar szamolhatd.

Az ABP héaromszogben ismert harom adat, igy meghatarozhatjuk pl. a koszi-
nusztétellel az AP szakasz hosszat és a BAP< = « szoget. Ekkor az AZ R hirom-
szogben ismeriink hdrom adatot (ARZ< = APB< = 120° — a), {gy pl. a szinusz-

"https://www.oktatas.hu/bin/content/dload/erettsegi/feladatok_20200sz_
emelt/e_mat_20okt_f1l.pdf

’https://www.oktatas.hu/bin/content/dload/erettsegi/feladatok_20200sz_
emelt/e_mat_20okt_ut.pdf
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tétellel AZ és ZR kiszémolhat6. Es mivel XP = ZR,igy ZX = AP - AZ —ZR

(2. dbra).
Az XY Z szabalyos hdromszog teriilete pedig t = \/TgZX 2. (A szdmadatokkal
t = 2,13.)
(@
X
A B
2. abra 3. dbra

II. megoldas. Kiszamitjuk az ABX hédromszog teriiletét, majd az ABC
hiromszog teriiletébdl kivonjuk ennek a 3-szorosat.

Mint az 1. megolddsban, kiszamitjuk AP-t és az « szoget. Ekkor az ABX
hdromszogben is hdrom adat ismert (ABX < = 60° — ), igy meghatdrozhaté az AX
oldal, és az ABX hdromszog teriiletét megkapjuk a trigonometrikus teriiletképlet
alkalmazdsdval (3. dbra).

II1. megoldds. A ZX szakasz hosszat szamitjuk ki, mint az I. megolddsban,
de most trigonometria alkalmazéasa nélkiil.

A P pont AB-re es6 merdleges ve-

L tiiletét jeloljiik V-vel (4. dbra). Rendre

1 meghatarozhatjuk PV és VB hosszat

60 (a PVB félszabdlyos” héromszog befo-

A v B 86i), majd AV-t (AV = AB -V B), végiil

AP-t (az AV P derékszogli hdromszoghdl
Pitagorasz tételével).

Az ABP és a BX P haromszogek hasonldk, mert két szogiik egyenlé (PBX < =

= PAB< = o, lisd a 2. dbrdt). A megfelel6 oldalak arény4bol egyrészt 22 = 28

innen X P szdmolhatd; mésrészt XB = 4X P (= AZ).
ZX = AP — XB — X P, vagyis megkaptuk a szabélyos haromszog egy oldalat.

4. dbra

IV. megoldas. A ZX szakasz hosszat szamitjuk ki, er6sebb trigonometriai
eszk6z0k segitségével.

Az ABP hiromszdgben szinusztétellel — (Sina innen az addiciés té-

__sinae 1
sin(120°—a) ~ 47
telek segitségével kiszamitjuk a-t. Az ABX haromszogben ismert harom adat, igy
az oldalakat meghatdrozhatjuk a szinusztétellel, példaul

sina_ BX sin(60° —a) AX

sin120° 4 Tsmi1z20° | 4
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alapjan. Ezutan az XY Z hdromszog oldala mar addédik:

ZX =AX - AZ = AX — BX.

3. Egy tovabbi megoldas

Ez a megoldés a fejlesztés soran sokdig szerepelt
az utmutatéban, de végiil nem keriilt be. G

V. megoldas. A III. megoldds moddositasaval
a keresett teriiletet ,kiszitaljuk”.

Az XY Z haromszog teriiletét megkaphatjuk gy
is, hogy az ABC haromszog teriiletébol levonjuk
az ABP haromszog teriiletének 3-szorosat, majd hoz- X
zdadjuk az ARZ haromszog teriiletének 3-szorosat
(ugyanis az eléz6 levondsndl az ARZ haromszog terii-
letét 6-szor vontuk le, holott csak 3-szor kellett volna, 5. dbra
5. dbra).

A szokésos médon jarunk el: az ABP haromszogben a teriiletet kiszdmithat-
juk a trigonometrikus teriiletképlettel, majd meghatdrozhatjuk AP és a értékét.
Az ARZ haromszogben pedig ismerjiik a szogeket és az AR oldalt, igy a teriilete
mér szamolhato.

4. Altalanositas

Az egyik altalanositdsi lehetéség, ha tetszoleges, %—nél kisebb r = AR : AB
arannyal dolgozunk. (A kitlizétt feladatban r = % volt.)

Jelolje az ABC haromszog oldalainak hosszat a, ekkor tehat AR = BP =
=CQ =ar.

Az ABP haromszogben a koszinusztételbl AP = av1l—r+712.

Az ABP és a BXP haromszogek hasonléségabdl (III. megoldds) &= = LB

PB PA>
innen
2.2 2
xp=_2" —a. " :
av1l—r4r? V1—r41r2
valamint
XP
BX =AZ=""—4. !

r Vi—r+r2
2

ZX=AP-AZ - XP=ay1—-rt+r2— 2L 9
Vi—r+r2 V1—r+r2

‘ (s c _ . _1-2r ST
atalakitasok utan ZX = a i addédik.

Az XY Z haromszog teriilete:

@ 5 (1—2r)2

T = .
xXyz 4a 1—r41r2
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Megjegyzések:
— Megkaptuk az egyes szakaszok hosszdnak ardnyét: AZ : ZX : XP=r:(1—2r):r%
— s megkaptuk az XY Z és ABC hdromszogek teriiletének ardnyat is:

Txyz _ (1=2r)?
Tapc 1—r+r2"

—Aza=4ésr= %1 helyettesitésekkel megkapjuk a III. megoldasban szerepl6 pontos
értékeket:?

16v/3 Txvyz 4
T = — AZ :ZX . XP=4:8:1 = —.
Y2 T oL e T 13
kﬁ — Erdekességképpen abrazolhatjuk a k : 10;0,5[ — R;
-t

_ Txyz _ (1=2r)°
k(r) = Tapc ~ 1—r4r?

0 \ Néhéany érdekes fiiggvényérték:

p(L)_ 108 (1Y _ 100
20/ 127’ 12/ 133’

05 \ LY_ 64 (1Y _9 (L) _1L
k<10>_91’ k(5>_21’ k<3>_7’

fiiggvényt (6. dbra).

\ k(———) = !
N 2n+1) 3n2+3n+1

0 0.1 0.3 05 1

6. dbra

5. Tovabbi megoldasok teriiletaranyok segitségével

Ezekben a megolddsokban azt hasznaljuk fel, hogy az azonos magassagu ha-
romszogek teriilete ardnyos az alapjukkal.

VI. megoldas (r = zll) Mivel ]B;—g = % =3, 1gy
Tppz 1 . Tarc 1, Tarpz 1
= —, illetve =— és =—.
Tcpz 3 Terc 3 Terz 3

Ez az arany a teriiletek kiilonbségére is megmarad, igy

Tapc —Tapz  Tazc 1

Tsre —Terz  Tpzc 3

is teljesiil.

3Minden megoldéds részletes kidolgozdsa olvashaté honlapunkon a teljes cikkben
(az &brak szdmozdsa a teljes cikket koveti). Megprébalhatjuk az 6ndllé kidolgozasukat.
https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml
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Huzzuk be a BZ szakaszt, és jelolje
a 7. dbra szerinti részharomszogek teriiletét
x, Yy, z, az ABC haromszog teriiletét T'. Ek-
kor az abran szereplé masik két haromszog
teriilete 3y és 3z. A fenti Gsszefiiggések alap-
jan felirhat6 az alabbi egyenletrendszer:

T 1
1 ==z
(1) =3
3
(2) x+3y:ZT.

(1)-b8l y = :%x’ ezt (2)-be frva x = 1—33T.
A forgdsszimmetria miatt kapjuk (II. megoldas), hogy

Txyy =T — 3¢ = %T.

Megjegyzések:
— Nem kellett kiszamolnunk z értékét, de Tarc =z + = = %—bc’il z =

— A kapott eredmény természetesen dsszhangban van az altalanositas

(1 —2r)?

T =—
XYZ =1 e

formuldjdval, r = % esetén.
- Eszrevehetjﬁk, hogy nem hasznéltuk fel, hogy az ABC haromszog oldalai egyenldk,

vagyis eredményiink tetszOleges haromszogre igaz.

Masodik altalanositas. Ha tetszéleges T teriiletti haromszogben behuzzuk
az oldalakat megfeleld mdédon negyedel6 szakaszokat (tovédbbiakban: osztdszaka-
szok), akkor a keletkezett XY Z hdromszog teriiletére

4
Txyz = T?)T

A tovabbi megoldédsok az altaldnos ABC' hiromszogre vonatkoznak.

VII. megoldas (harmadik &ltaldnositds). A hagyomdnyos médon legyen az
ABC héaromszog oldalainak hossza rendre a, b, ¢, ekkor AR = rc és BP = ra.

Prébéljuk meg a VI. megoldas alapjan kidolgozni a bizonyitast.

6. Tovabbi megoldasok hasonlésag alkalmazasaval

Ezekben a megolddsokban parhuzamost hiizunk valamelyik egyenessel, és egy
kijelolt hasonlésagi centrummal kapott hasonlé haromszogek oldalainak ardnyéara
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vonatkozé egyenléségeket irunk fel. (A parhuzamos egyeneseken egyenld valtdszo-
gek vagy egydllasu szogek keletkeznek.) Tobbféle lehetéségiink is van: a parhuza-
most huzhatjuk valamelyik csicsbdl, osztoszakasz talppontjabdl vagy az osztdsza-
kaszok metszéspontjdbdl; és amivel parhuzamost hiizunk, az lehet az ABC' hérom-
sz0g valamelyik oldala vagy osztdszakasza. (Es természetesen ezeket a modszereket
vegyesen is alkalmazhatjuk.)

VIII. megoldas. Parhuzamost hizunk a B cstcson 4t az AC oldallal, ennek
az AP és CR egyenesekkel val6 metszéspontjat jelolje D és E (9. dbra). A kénnyebb
leirds kedvéért vezessiik még be az AZ =wu, ZP = v, PD = w jelolést is.

A DPB é APC héromszogek hasonldk, ezért -~ = -~ és DB = 2.

w
utv ~ 1-r r
A BRE és ARC haromszogek hasonldk, ezért BE = @

Végiil aDZE és AZClis hasonlé hdromszogek, innen

v—i—w_DB—l—BE_ r +1—r
u AC T 1—1r ro

Ha az u, v, w-re kapott két 6sszefiiggésbol kikiiszoboljiik w-t, akkor megkapjuk
2
T (u+v), a masodikbol w = u% -,

a jobb oldalak egyenléségébdl pedig, némi dtalakitds utdn, + = W adodik.

az 5 aranyt. Az els6 egyenletbSl w =

R (I—-r)c

9. dbra 10. dbra

Ugyanigy meghatarozhatjuk a % osztasaranyt is. Ha a CZ, ZR, RE szaka-

szokat rendre d, e, f jeloli, akkor a keletkezett hasonlé haromszogekbdl
f 1—r , f+e r 1—r
_ és _

e+d r d _1—r+ ro

vagyis az el6z6 megoldas % ardnyahoz képest r és (1 — r) szerepet cserél. Az egyen-
letrendszerbdl kapjuk, hogy Cgl =1r

™
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Ha az AP és C'R szakaszok osztdsardnya mar ismert, akkor a megoldds tobbfé-

leképpen is befejezhets. Az

AX cz

osztoszakaszok szimmetrikus szerepe miatt XP = 7R’

innen megkaphatjuk a korabbrél ismert AZ : ZX : XP =1 : (1—2r) : r? ardnyokat
(a levezetést az olvasdra bizzuk), és ez a masik két osztészakasz esetén is fenndll.
Ekkor példdul rendre felirhatjuk a kovetkezd haromszogek teriiletét (10. dbra):

Trep = %TABC ! I “Tapos;
Trpy = %TRCB = 17”2__27;—:_7112 = I TTABC;
Tzpy = %TRBY =71 _12_742_:7“2 ' 1702__27;—:_7;2 . ITTABc; végiil

A tovabbi megoldasokat tehédt visszavezethetjiik két osztdészakasz osztés-
aranyanak meghatarozasara.

IX. megoldas. Parhuzamost hizunk a P ponton 4t az AC oldallal, en-
nek az AB és CR egyenesekkel vald metszéspontjat jelolje D és E (11. dbra).
A konnyebb leiras kedvéért vezessiik még be az AZ =u, ZP =v,CZ =d, ZR = e,
RE = f jeloléseket.

Prébéljuk meg 6nalléan befejezni.

11. dbra
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X. megoldas. Pdarhuzamost hizunk a P ponton 4t a C'R szakasszal, ennek
az AB egyenessel valé metszéspontjat jelolje D (12. dbra). A hagyomdanyos jel6lé-
sekkel AZ =u, ZP =v,CZ =d, ZR = e, és legyen PD = g.

Az el6z6 két megoldashoz hasonldéan, a mellékelt abra segitségével prébéljuk

meg bizonyitani a feladat allitdsat.

XI. megoldas. Egy tovabbi, hasonlé gondolatmeneten alapulé megoldas ol-
vashaté a cikkben.

7. Tovabbi megoldasok

Néhany olyan megoldasi moédszer kovetkezik, amiket a tanuldk ritkabban al-
kalmaznak.

XII. megoldas (szabadvektorok).
Dolgozhatunk szabadvektorokkal is. Le-

gyen E =X, 1@ =y, ésu, v, d, e jelen-
tése a szokdsos (14. dbra). Kétféleképpen

is felirhatjuk az /ﬁ vektort.
Egyrészt AP = x +r(y — x), igy

i Ly u
A :u+vA :quv(x—f—r(y—x)):
A rec R (I=r)e B w

=X 1—7r)+
14. dbra u—l—v( )ty

7.
U+ v
Masrészt xﬁ =rx, ]@ =y —TX, R? = HLd(y —rX), és igy

e dr e
AZ=rxt+—(y—rx)=x 4y_°
Tx+e—|—d(y rx) Xe—f—dere—l—d
Az
. U (1= + u N dr n e
u+v yu—|—v T Te+d ye—|—d

vektoregyenlet helyettesithetd két skalaregyenlettel:

u dr u e

(1-r)= és

U+ v e+d u—|—vT e+d

A két egyenlet hdnyadosabdl lr;r = %, innen ¢ = %, azaz megkaptuk az egyik

e
jOl ismert Gsszefiiggést.

Vegyiik az els6 egyenlet reciprokat:

(1+v) 1 _1+e
u/ 1—r ¢ dr’

az elébb kapott Osszefiiggés miatt
(1 n v) 1 1 n r
w/ 1—r r 1—7
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(1-r)?

Innen pedig % = ~———, mint kordbban mar lattuk.

A megoldds innen mér (a kordbbiakhoz hasonlé médon) befejezhetd.

Megjegyzés. Kicsit elegdnsabb (egyszertibb) lett volnaav = 1—wu és e = 1 —d jelolések
alkalmazasa; ekkor u, v és d, e a megfeleld szakaszok hosszanak aranyat jelentik.

A XIII. és a XIV. megoldas egyardant helyvektorokkal dolgozik, az utébbi
stulyozott pontrendszer sulypontjanak tulajdonsagait hasznalja fel. A megoldasok
a honlapon olvashatok.

XV. megoldas. Menelaosz tételét
alkalmazzuk: Tekintsiink egy ABC ha-
romszoget, és egy egyenest, ami a harom-
szog BC', C'A, illetve AB oldalegyenesét
rendre az Ay, B, illetve C1 pontban met-
szi. Ekkor az alabbi, eldjeles szakaszok
aranyaira:

AOl BA1 CBl

: : =1
CiB AC BA

, A rc R (1-r)c B
Irjuk fel a tételt a BC'R haromszogre és

az AP egyenesre (16. dbra). 16. dbra

A tétel szerint ekkor (figyelmen kiviil hagyva a szakaszok elGjelét)

RA BP Cz = r CZ_, ZR _ r?
AB PC ZR _ "1—-r ZrR 7 ¥ o Ti1_,

Majd irjuk fel a tételt a C AR haromszogre és a BQ) egyenesre. A tétel szerint
ekkor

CQ AB RY T 1 RY 1 aza YC T
= 787 —— = .
’ YR (1-r)?

QA BR' YC 1-r 1—-r YC

Innen CY : YZ : ZR =1 : (1 —2r) : r? konnyen adédik.

8. Eszrevételek, altalanositas tetszdleges haromszogre és aranyokra

XVI. (Altaldnosités.) Kordbban lattuk, hogy a ?ﬁ;g ardny kiszdmitdsahoz

elegendé az AP és C' R szakaszok osztasaranyat meghatdrozni. ]*/]szrevehetjﬁk7 hogy
az AR = rc és BP = ra osszefiiggéseket felhasznalé osszes kordbbi megolddsunk
elvégezhet6 az AR = rc és BP = pa aradnyokkal is. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy

Txvz
Tapc

tetszoleges 0 < 7,p,q < 0,5 vélasztas esetén is meghatarozhatjuk a
(17. dbra).
A feladat tehdt tetsz6leges haromszogre, (majdnem) tetszbleges r, p, ¢ paramé-

terekkel is megoldhaté. (Ez az Gn. Routh-tétel: https://en.wikipedia.org/wiki/
Routh’27s_theorem.)

aranyt
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A rc R (I—=r)c B
17. dbra

XVII. Az alapfeladatban (szabélyos haromszog, adott r) ABC és XY Z sza-
béalyos haromszogek voltak, tehdt hasonldk is. Felmeriil a kérdés, hogy tetszdleges
haromszogben, adott r esetén 6roklodik-e a hasonlésag. Ellenorizziik, hogy ha az
ABC haromszog derékszogil, de nem egyenl6 szari, akkor az XY Z haromszog nem
derékszogli, igy nem lehet hasonlé az ABC héromszoghoz. A felmeriil6 kérdésre a
honlapon 1év6 cikkben olvashatd a részletes vélasz.

9. Zaras

A feladatlapokat és a javitdsi-értékelési titmutatokat Osszedllité tételkészitd
bizottsdgnak — tobb szempontot figyelembe véve — mérlegelnie kell, hogy egy-egy
feladatnak héany kiilonb6z6 megoldédsa keriiljon be az dtmutatéba. A javitdsi tt-
mutaténak t6bb célja is van, és ezek koziil csak az egyik a dolgozatok minél egy-
szerlibb, pontosabb és egységesebb kijavitasdnak elGsegitése. Az adott vizsgaido-
szakban vizsgazok is elssorban az utmutatobdl tdjékozddnak a lehetséges helyes
megoldasokrdl, de ezen til az utmutaténak szolgalnia kell a késobbi évfolyamok
eredményes felkésziilését is.

E célokbdl kovetkezik, hogy mindenképpen szerepeljenek azok a megoldéasok,
melyek vérhatéan sok dolgozatban fognak megjelenni. Sokszor szerepelnek olyan
megoldasok is, melyek csak kevés dolgozatban fordulnak el6, de valamilyen szem-
pontbdl figyelemre méltdéak, példaul kiillondsen egyszeriiek vagy elegansak, , szépek”.
Ugyanakkor nem szerencsés, ha az utmutatd tul terjengls lesz a megolddsok nagy
szama miatt, el kell keriilni ezek 6ncélu szaporitdsat. A kozolt megoldédsok ezért
legyenek valéban lényegesen kiilonbozoek. Az V. megoldds sokdig benne volt a ter-
vezett itmutatéban, végiil — tekintettel az utolsé emlitett szempontra — mégis ki-
keriilt bel6le, hiszen alapelveit tekintve sokban hasonlit a ITI. megoldésra, igy kevés
djat mond, 6todikként talan tilzas lett volna szerepeltetni.

Végiil még egy érdekesség: ez a feladat tulajdonképpen a 2017. méjusi emelt
szint{ feladatsor 8/b. feladata? ,ikerfeladatanak” is tekinthetd. Ott a szabdlyos ha-
romszog szogeit, itt az oldalait osztottuk egyenl6 részekre. Mindkét feladatra sok,

‘https://www.oktatas.hu/bin/content/dload/erettsegi/feladatok_2017tavasz_
emelt/e_mat_17maj_f1.pdf
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valtozatos megoldas készithetd, melyek a geometria szamos szépségét felvonultat-
jak. A javitdsi utmutatoba ezek koziil akkor is csak néhany keriilhetett bele, ezért
aztan az a feladat is a KéMalL-ban élt tovabb®.

A matematika érettségi tételkészitd bizottsag

Gyakorlé feladatsor
emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. Egy hdromszog csicsai a derékszogli koordindta-rendszerben A(—1;4),
B(7;-2) és C(5;8).

a) frjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely dtmegy a C' ponton és
a hdromszoget két egyenld teriiletii részre osztja. (4 pont)

b) Szémitsuk ki, hogy az y tengely melyik pontjdbdl lathaté derékszégben
az AB szakasz. (6 pont)

2. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az aldbbi egyenletet:

2¢%—11z+14
[Pttt —

|x — (6 pont)

b) Oldjuk meg az 1-nél nagyobb egész szdmok halmazan az aldbbi egyenletet:

7(’;)2(";2) (7 pont)

3. Egy céllovoldében az dbrdn lathaté mddon felfiiggesz-
tettek hat kiilonb6z6 szini lufit. Azt a szabdlyt vezették be,
hogy csak arra a lufira szabad 16ni, amelyik a két felfiiggesztés a
barmelyikében éppen legalul van.

a) Hany kiilonboz6 sorrendben 18hetd le a fenti szabdly

szerint a hat lufi? (5 pont)
Ebben a céllovoldében egy nyolcfGs tarsasag szdérakozott, a
ahol az els6 6t személy 3, 1, 5, 2 és 3 lufit talalt el.

b) Hény lufit taldlt el a maradék hdrom személy kiilon-

kiilon, ha a tarsasag taldlatainak atlaga 3, medidnja 2,5 lett? e e
(5 pont)
Nagyszamu megfigyelés alapjan megallapitottak, hogy 0,4 annak a valdszinii-
sége, hogy egy céllove elsére eltaldlja a kiszemelt lufit.

¢) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a céllové 6 16vésbdl legalabb 5 lufit
eltalal? (4 pont)

Shttp://db.komal .hu/KomalHU/showpdf . phtml?tabla=Cikk&id=201959
(KéMalL, 2017. november)
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4. Egy mértani sorozat els6 harom tagja ebben a sorrendben sin «, sin 2o és
2 cos? o. Ennek a sorozatnak nem tagja a nulla és hdnyadosa negativ szém.

a) Széamitsuk ki a sorozat mésodik tagjanak pontos értékét. (6 pont)

Az {a,} sorozatot a kovetkezSképpen adtuk meg:

3n — 2, ha n péros,

0,1-(=1,1)", ha n paratlan.

Ap =

b) Szamitsuk ki a sorozat els§ 101 tagjénak oOsszegét. Az eredményt egész
szdmra kerekitve adjuk meg. (8 pont)

II. rész

5. Az a és b pozitiv szdmok szdmtani kozepe 4, mértani (geometriai) kozepe 2.

a) Szdmitsuk ki a két szdm négyzetes kozepének pontos értékét. (5 pont)

Az x tengely, az x =p, az x = q és az y = x—12 egyenletli gorbe &ltal hatarolt

sikidom teriilete megegyezik az x tengely, az v = q,az x =r ésaz y = x—12 egyenletli
gorbe altal hatarolt sikidom tertiletével, ahol p,q,7 > 0és p < q <.

b) Igazoljuk, hogy a ¢ szdm a p és r szamok harmonikus kozepe. (5 pont)

Az ABC haromszog A csicsandl 1év6 bels6 szogének nagysaga 70°, B cst-
csanal 1évo belsé szogének nagysaga pedig 35°. Jelolje D a BC oldal C-n tuli
meghosszabbitdsanak azt a pontjdt, amelyre a DAC< = 35°.

¢) Igazoljuk, hogy az AD szakasz hossza a BD és CD szakaszok hosszénak
mértani (geometriai) kozepe. (6 pont)

6. Egy n pontu egyszeru graf minden pontjanak 15 a fokszama. Komplemen-
ter (kiegészits) grafjanak 18 éle van. (A G graf komplementere az a graf, amelynek
pontjai megegyeznek G pontjaival, és amelyben két pont pontosan akkor van 6ssze-
kotve éllel, ha G-ben nincs 6sszekotve.)

a) Hany ponti ez a graf? (6 pont)

Egy 18 pontu teljes graf éleit a piros, fehér és zold szinekkel szineztiik ki igy,
hogy a fehér élek szama kétszerese a piros élek szamanak, és a harom kiilonboz6
szinli él szaméanak a szorzata a legnagyobb.

b) Hény zold éle van az igy kiszinezett grafnak? (6 pont)

Internetes ismeretségi halézatokban, mint példaul a Facebook vagy a LinkedIn,
két személy kozott akkor jon létre a kapcsolat, ha azt mindkét fél visszaigazolta.
Ilyen médon barmely két személy kozott vagy egyaltalan nincs kapcsolat, vagy
pontosan egy kapcsolat létezik.

Egy 18 f6bdl 4ll6 mintaban 16 résztvevonek 2, a tobbi 2 résztvevonek pedig
1 egymads kozotti kapesolata van. Azt is tudjuk tovabbé, hogy jelenleg barmely két
személy kozott l1étezik kozvetlen vagy kozvetett kapcsolat, azaz az ismeretségeket
kovetve barmelyik résztvevotdl barmelyik mésikig el tudunk jutni a hélézaton beliil.
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¢) Mutassuk meg, hogy a mar létez8 kapcsolatok koziil barmelyiket megsziin-
tetve a hélézat szétesik, azaz biztosan lesz legaldbb két olyan személy, akik kozott
sem kozvetlen, sem kozvetett kapcsolat nem marad. (4 pont)

7. Az 1. dbrdn lathaté kézfertétlenitét tartalmazéd flakon azon részét modellez-
tiikk a 2. dbrdn, ameddig megtoltik fertétlenitészerrel. Ez a toltési rész ugy keletke-
zett, hogy az ABC'D négyzet alapu egyenes hasabbdl a megadott médon levagtunk
egy testet. Az igy keletkezett flakon belsé méretei: AB = 6,5 cm, AF = 13,5 cm,
EF =4 cmés BG =10 cm. (A flakonban 1év8 adagolé pumpa édltal elfoglalt térrészt
nem vessziik figyelembe.)

a) Szémitsuk ki a toltési rész tér- H I
fogatat. A valaszt egész ml-re kerekitve
adjuk meg. (5 pont)

A fertStlenitd 96% hatéanyagot
tartalmaz, azaz 96%-os toménységii.
Egy felhasznalé elhasznalja a flakon-
ban 16v6 mennyiség 1%-4at, majd az el-
hasznalt mennyiség helyére ugyanannyi
vizet ont. (Feltételezziik, hogy a ha-
téanyag és a viz egyenletesen kevere-
dik.) Tudjuk, hogy a fert&tlenitészer B
még 50%-o0s téménységben is elfogad-
haté hatésfokkal véd.

b) Legfeljebb hényszor lehet a fenti miiveletet megismételni, ha azt szeretnénk,
hogy a fertétlenitészer tovabbra is elfogadhatéan hatasos legyen? (5 pont)

Az alabbi tdblazat egy vallalkozasban dolgozok koreloszldsat mutatja, valamint
az adott korcsoportra vonatkozd tinetmentesen fertézé tulajdonsdg el6forduldsi
valészinliségét a jarvany egy adott szakaszaban.

1. dbra 2. dabra

Korcsoport 20-30 éves | 31-40 éves | 41-50 éves | 51-65 éves
Dolgozdék szama 20 40 30 10
Tiinetmentesen 0,4 0,3 0,2 0,1
fert6z6 valészintliség

¢) Mennyi a valészinlisége annak, hogy ha taldlkozunk két dolgozéval, akkor
lesz koztiik legalabb egy fertéz6? A vélaszt egy tizedesjegyre kerekitve adjuk meg.
(6 pont)

8. Egy tarsasjatékban a jatékosok kiilonb6zo méreti kockdakbdl | tornyot” épi-
tenek (lasd 3. dbra). A legalsé kocka éle 16 cm, a rarakott kockdké 8 cm és 4 cm.
Az épitést tovabb folytatva minden Gjonnan felrakott kocka élhossza a kozvetleniil
elétte felrakott kocka élhosszénak a fele.

a) Mekkora lenne a keletkez6 ,torony” felszine, ha az épitést végtelen sokdig
lehetne folytatni? (A felszinhez a legalsé szint alaplapjdnak teriiletét is vegyiik
figyelembe.) (6 pont)
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3. abra 4. dabra

Egy masik jatékban egyforma méretii gomboket rakunk az abran lathaté atlat-
sz6 milanyag tartéba. A tarté legaljan, annak oldalaival parhuzamosan, 5 sorban
soronként 8 gomb érintkezik egymdssal, a vizszintes talajjal és a szélsék a tar-
téval is. Az igy elhelyezett gombok kozotti ,,gddrokbe” tjabb gomboket tesziink,
ezaltal egy tjabb szint jon létre. Ezt az eljarast folytatva tjabb és ujabb szintek
keletkeznek, majd kialakul egy hdztet alaku ,prizma” (1&sd 4. dbra). Tekintsiik
az igy keletkezett legfels6 szintet elsonek, és lefelé haladva sorrendben a tébbit
masodik, harmadik, ..., és n. szintnek. Ekkor megfigyelhetd, hogy az n. szinten
n? + 3n darab gémb lesz.

b) Szamitsuk ki, hogy hdnyadik szinten fejezédik be az eljaras, ha a ,prizma”
épitését képzeletben lefelé csak addig folytatjuk, amig a legalsé szinten legalabb

2021 darab gomb lesz. (4 pont)
c) Igazoljuk, hogy ha az n. szinten pontosan n? + 3n darab gomb van, akkor
az m szint{l prizmdban sszesen w gbémb van. (6 pont)

9. Nyari sziinetben a 4 éves Peti és
a 10 éves Kati nem jart 6vodaba, illetve is-
kolédba. Napkozben sokféle jatékot jatszot-
tak, de a legnépszertibb a céltablara do-
balas volt. A céltabla el6tt bizonyos tavol-
sdgra egy csikot ragasztottak a padlora, ez-
zel jelolve meg azt a helyet, ahonnan dobni
lehet. Napkozben, ha a csaldd barmelyik
tagja arra jar, véletlenszertien dob a tab-
lara egy ,dobonyillal”. A céltablajukon
mind a négy korgylri szélessége a kozépen
elhelyezkedo kis kor sugardval egyezik meg,
és azonos nagysagu teriiletet ugyanakkora
valdszintiséggel talalnak el. Ha valaki elta-

208 Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/4



ﬁ} 2021.4.6 — 20:22 — 209. oldal — 17. lap KoMalL, 2021. 4prilis QF

14l egy korgytriit vagy a bels6 kort, akkor annyi pontot szerez, amekkora szam van
arra a részre irva. Ha valaki a korvonalat talalja el, akkor a nagyobb pontszdm jar
neki.
a) Mennyi a szerzett pontszdmok varhaté értéke, ha nagyon sok dobdst haj-
tanak végre? (5 pont)
Kati lemasolta a céltabla koncentrikus koreit egy papirra. Hatféle szinezdje

volt. A kozépso kis korlapot és a négy korgytriit ugy szinezte ki, hogy a kis korlap
és a kiilso korgytliri azonos szint, de barmelyik két szomszédos rész kiilonb6zo szinii

lett.
b) Hatdrozzuk meg a kiilénb6z8 szinezések szamét, ha egy szinezéshez legalabb
3 szint hasznélt. (7 pont)
Az évodédban a 29 ballagé gyerek mind- 200 cm
egyike kapott egy 10 cm sugard korlapot,
amire bucstajandékként tetszOleges rajzot 55 cm

készithettek. Az dvodapedagégusok gy rak-
tak ki az alkotdsokat egy 200 cm széles és
55 cm magas parafalemezre, hogy barmelyik két korlap még részben sem fedte
egymast, és egyetlen korlap se nytlt til az alabbi lemezen.

¢) Adjuk meg a korlapok egy ilyen lehetséges elhelyezését. (4 pont)

Varga Péter
Budapest

Megoldasvazlatok a 2021/3. szam emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg az aldbbi egyenlitlenségeket a valds szimok halmazdn.

22 —1+6
1<
a) e p— (6 pont)
b) logg 5(—x? + 62 — 8) < 2+ log 5 3. (6 pont)

Megoldas. a) A tort nevezdje nem lehet zérus, emiatt x # 2 és x £ —3. Kozos
nevezore hozzuk és nullara rendezziik az egyenlétlenséget:
23 — 2% — 62

<0.
2 4+x—6

Szorzatta alakitjuk a bal oldalt:

x(z - 3)(x + 2)
(x —2)(x + 3)
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A hanyados értéke pontosan akkor nulla, ha a szdmldldja 0. A hanyados értéke
pontosan akkor negativ, ha a tényezdk kozott nincs 0, és paratlan sok tényezdje
negativ, vagyis ¢ < —3 vagy —2 < x < 0 vagy 2 < x < 3.
b) A logaritmus értelmezése alapjan —z2 + 62 — 8 > 0, amely akkor teljesiil, ha
2 <z < 4. Az egyenlétlenség jobb oldalat atalakitjuk a logaritmus definicigjanak
segitségével:
log035(—x2 + 62 — 8) < logg 50,25 + log 5 3.

A logaritmus azonossagat felhasznalva Gsszevonjuk a jobb oldalon 4ll6 kifejezést:
logy 5(—a” + 62 — 8) < log 5 0,75.

A 0,5 alapi logaritmus fiiggvény szigori monoton csokkenését figyelembe véve, a re-
lacios jel megforditasaval elhagyjuk a logaritmusokat, igy a kovetkezdé masodfoku
egyenlGtlenséghez jutunk:

—2? 4+ 62 — 8 > 0,75.

A miésodfoku egyenlétlenség megolddsa 2,5 < = < 3,5, amely megfelel a kikotésnek.

2. A 688, 1204 és a 2021 szamok ugyanannak a természetes szdmokbdl alld,
1-nél nagyobdb differencidji a, szimtani sorozatnak a tagjas.

a) Hatdrozzuk meg az a, sorozat differencidjdt. (4 pont)
b) Mennyi az a,, sorozat négyjegyt tagjainak dsszege? (6 pont)

¢) Igazoljuk, hogy a 688, 1204 és a 2021 szdmok nem lehetnek ebben a sorrend-
ben egy mértani sorozat egymadst kovetd tagjai. (3 pont)

Megoldas. a) Mivel a sorozat tagjainak kiilonbsége a differencia tébbszorose,
ezért az 1204 — 688 = 516 és a 2021 — 1204 = 817 1-nél nagyobb kozos osztodit
keressiik. Az 516 = 22-3-43 és a 817 = 19-43. A két szamnak a 43 az egyetlen
1-nél nagyobb ko6z0s osztdja, tehat a sorozat differencidja a 43.

b) A sorozat elsd négyjegyli tagja az 1032, az utolsé a 9976. A sorozatnak
209 négyjegyl tagja van, hiszen 1032 + (n — 1) - 43 = 9976, amelybdl n = 209. Igy
a négyjegyl tagok Osszege:
1032 + 9976

Sapg = — -209 = 1150 336.

¢) A mértani sorozat definiciéja alapjan az egymést kovetd tagok hdnyadosa

allandé. A megadott 3 szdmra ez nem teljesiil, ugyanis % %.

3. Az dcedanon eqy kutatdcsoportnak elromlott a hajdja. Két mentbesapat siet
segitségiikre. A kutatok épp derékszogben latjik a két mentdhajot, amikor az eqyik
az A(4;5) és a mdsik a B(5; —3) pontban ldthatdk a radaron. A koordindtarendszer
egysége a valosagban 1 km.

a) A koordindtarendszer mely pontjiban van a kutatdhajd, ha a hdrom hajé dl-
tal kézrefogott haromszig teriilete a valdsdgban 15 km?, és a kutatécsoport helyének
abszcisszdja 1. (7 pont)
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A radaron véletlenszeriien felbukkan egy tengeralattjard a hajok dltal kézrefogott
hdromszdgon beliil.

b) Mennyi a valdszintdsége, hogy a tengeralattjdrd az abszcissza-tengely alatt
bukkan fel? (6 pont)

Megoldas. a) Mivel a kutatdék a két ment6hajot derékszog alatt latjak, ezért
az AB &tmérdjli Thalész-koron vannak (1. dbra). A kor dtmérdje

4Bl = /(5 4 + (-3~ 5)* = V5,

a kor kozéppontja az AB szakasz K (

felezopontja, igy a kor egyenlete:

(x—g>2+(y—1)2:i5.

A kutatécesoport helyének elsd koordindtdja 1, emiatt a kutaték a Ci(1;3) vagy
C3(1;—1) pontban lehetnek. Az ABC; hiromszog teriilete 13 teriiletegység,
az ABCy haromszog teriilete 15 teriiletegység. Tehdt a kutatéhajé a Co(1;—1)
pontban van.

4)% +
3:1)

1. dbra 2. abra

b) A valészinliséget a BEDCs négyszog és az ACsB hiromszog teriiletének
hdnyadosaként szamoljuk ki (2. dbra). A BEDC, négyszog teriiletét megkapjuk,
ha az AC5 B héaromszog teriiletébél kivonjuk az ADE héromszog teriiletét. A Co A

. ) 3.0 .
egyenes meredeksége 2, ezért az x-tengelyt a D( ) pontban metszi. Az AB egye-

nes meredeksége —8, igy az z-tengelyt az E( 0) pontban metszi. A DFE szakasz

37 3 _ 25
hossza & — 5 = 3. ”e
< 9 115
TBEDC, = 15 — =—.
2 16
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A kérdezett valésziniiség:

115
15 48°

4. Az f(x) = 22 — 1522 + 242 + d harmadfoki fiigguény lokdlis minimumhelye
egyben zérushelye 1is.

a) Hatdrozzuk meg d értékét. (7 pont)

Legyen az f fligguény lokdlis minimumhelye m, maximumhelye n.

b) Mekkora teriiletet zdr kozre az x-tengely, az x =m, az x = n egyenesek és
azy = f(x) egyenletd girbe? (6 pont)

Megoldas. a) Ahol a fiiggvénynek lokdlis szélséértéke van, ott

f(x) = 62% — 302 424 = 0.

A maésodfoku egyenlet megoldédsai x1 =1 és x5 = 4.
A fiiggvény mésodik derivéltja f”(z) = 122 —30. f’(1) =12—-30= — 18 <0,
emiatt x = 1-ben a fiiggvénynek lokalis maximuma van.

F/(4) =48 — 30 = 18 > 0,

emiatt x = 4 a fiiggvény lokalis minimumhelye, egyben zérushelye is. Ebbol kovet-

kezden
f4)=2-43-15-42+24-44+d =0,

amelybol d = 16.

b) Az a) feladat megolddsa alapjin
m=4ésn =1. A fiiggvény az [1;4] inter-
vallumon az z-tengely f6lott helyezkedik
el. A gorbe alatti teriilet:

4
T= /(23:3 — 1522 + 24x + 16) =
1

| 2¢% 1523  24a? Y8l
= =|— — + 16z :?.

4 3 2 .

II. rész

5. A MathCoffie Rt. 6 féle kdvékeveréket gydrt (Arcusa, Binoma, Ciklona,
Dodeka, FExpona és Faktora). Pepi ki szeretné prébdlni mindegyiket, ezért 2 doboz-
zal vett mindegyik fajtabol. A kdvékeverékek 3 kilonbézd drkategoridban kaphatok.
Az Arcusa és a Binoma I. drkategoridaji, a Ciklona és a Dodeka II. drkategoridji,
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az Expona és a Faktora III. drkategoridaba tartozik. A II. kategoridji kavé dra az I.
g’% 111 kategoriaji kavék aranak az dtlaga. A II. és I kategdridk dranak ardnya

35 -dal kisebb, mint a III. és 1. kategdridk drdnak ardnya.

a) Milyen drban vannak az egyes kdvéfajtak, ha Pepi a kdvékért 15480 Ft-ot
fizetett? (8 pont)

Pepi mindegyik tipusiu kdvébdl az egyik dobozt megnyitotta, hogy megkdstolja
a kdavékat, majd visszazdrta, igy kivilrél nem dllapithato meg, hogy melyeket nyitotta
ki. Pepi testvérei Pipi és Pepe szemet vetettek Pepi kdvéjdra, és véletlenszeriien
elvettek a 12 dobozbdl két-két dobozzal.

b) Hdnyféleképp vihettek el két-két kiilonbézd tipusi dobozt, ha szdmdt, hogy
a doboz bontott volt vagy sem? (5 pont)
c) Feltéve, hogy mindkét testvér két kilonbozd tipusi kdvét vitt el, mi a valo-
sziniisége, hogy a 6 bontatlan doboz mindegyike otthon maradt? (8 pont)

Megoldas. a) Legyen az A és B kavé dra x, a C és D kdvé ara y, az E és F
kavé ara pedig z. A feltételek alapjan felirhat6 a kovetkezd egyenletrendszer:

:L'Jrz_

2 _y7
y 10 =z
ac+337957

dx + 4y + 4z = 15480.
Az egyenleteket rendezziik:

r—2y+2=0,
10z + 33y — 332z =0,
z +y+ 2z = 3870.

A harmadik egyenletbdl kivonva az els6 egyenletet 3y = 3870 addédik, amelybél
y = 1290. Ezt visszahelyettesitve az els6 két egyenletbe, majd rendezve azokat:

x + z = 2580,
10z — 33z = —42570.

Ebbdl x = 990 és z = 1590. Tehat az A és B tipusu kavé dra 990 Ft, a C és D dra
1290 Ft és az E és F tipusu kavé ara 1590 Ft.

b) 3 esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy hdny olyan kévétipus van,
amelyet mindketten vélasztottak:

1. eset: Ha nem vélasztottak egyforma kavéfajtat, akkor Pipi 6 kavéfajtabol
valasztott kettot, és abbdl a kett6bol 4-féleképp vihetett haza aszerint, hogy bontot-
takat vitt vagy sem. Pepe pedig 4 kavéfajtabol véalasztott kettét, azokbdl szintén
négyféleképp vihetett haza. Ezek alapjan az els6 esetben (g) -4 - (;1) -4 = 1440-
féleképp valaszthattak.
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2. eset: Ha egy kavéfajtdbdl mindketten vittek, akkor a kozos fajta 6-féle lehet,
és ezt kétféleképp vehették el aszerint, hogy ki valasztotta a bontottat. A maradék
10 kévébol Pipi 5 - 2 = 10-féleképp valaszthatott, Pepe mér csak 4 - 2 = 8-féleképp,
mert nem vélaszthatta ugyanazt a fajtat, mint Pipi. Ez 6-2-10 -8 = 960 lehet&ség.

3. eset: Ha mindketten ugyanazt a kétfajta kdvét valasztottak, akkor a 6
kavéfajtabol eloszor kivalasztottak a két kozoset, majd azokbdl 4-féleképp vehettek
el aszerint, hogy ki melyiket valasztotta. Fz (g) -4 = 60 lehetOség.

Tehat 6sszesen 1440 + 960 4 60 = 2460-féleképp vehetnek el a kavékbol.

¢) Legyen az A esemény az, hogy a hat bontatlan doboz otthon maradt, a B
esemény pedig, hogy mindkét testvér kiilonboz6 tipusut vitt el. Ekkor

() () 90 1
P(AB) = P(4) = (123) . (%20) T 2970~ 33

hiszen ha minden bontatlan doboz otthon maradt, akkor a két testvér biztosan

kiilonbozé fajtdkat vdlasztott, és azokbdl is csak a bontottat. P(B) = % = %,
mert ez a b) feladat valdszintisége.
A fentiek alapjan a kérdéses feltételes valésziniiség:
1
P(AB) 33 3
P(A|B) = =-33 -
(418) P(B) 82 82
99
6. Eqy egyséq oldali szabdlyos kilencszdg csucsai Ay; Ao ... ; Ag. Szerkessziink

félkoroket Ay As; AsAy;. .. Ay Ag; AgAv; AgAs szakaszokra, mint atmérdre a kilenc-
sz6gon beliil.

a) Igazoljuk, hogy a félkoriket érintd kor dtmérdjének hossza

cos 40° — sin 40°

sin 20° (9 pont)

Huzzuk be a szabdlyos kilencszdg dsszes dtlojdat, majd szinezziik pirosra azokat
a szakaszokat (dtldkat, oldalakat), amelyek a csicsok indexeit tekintve kiilonbézd
paritisuakat kétnek dssze, a tobbi szakaszt pedig fessiik kék szindre.

b) Hdnyféle iton lehet eljutni az Ay csicsbdl az Ag csicsba piros szakaszokon
gy, hogy minden cstucsot pontosan egyszer érinthetink? (8 pont)

¢) Mennyi a valdszindsége, hogy ha véletlenszeriien kivdlasztunk a szakaszok
kozil kettét, akkor azok kiilonbozé szintiek? (4 pont)

Megoldas. a) Abrdt készitiink a feladathoz, és hasznaljuk annak jeloléseit.

A keresett érinté kor O kozéppontja egyben a szabdlyos kilencszog kozéppontja
is, sugara legyen r. Az AgAs adtméréju félkor kozéppontja P. A félkér az A0
szakaszt az () pontban metszi. A szabdlyos kilencszog belsé szoge 140°, ezért
A10T<1 = A1 AgP<t=20°. A1 Ag = 1, ezért A1 P = sin20° és AgP = cos20°. Mivel
Ag és Q is az AgAs atmérdji félkorre illeszkedik, ezért PAg = PQ = cos 20°.
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sin 20°

P cos 20°

cos 20°

209

o

Az A;OT héromszogben felirjuk sin 20°-ot a hdromszog oldalainak segitségé-
vel:

1
2 - (r + cos20° + sin 20°)
Ebbél kifejezziik az érint6é kor dtmérdjét, 2r-t:

sin 20° =

1
2r = o 2COS2OO — ZSiHZOO.
sin 20

A jobb oldali kifejezést k6zos nevezére hozzuk, majd alkalmazzuk a kétszeres szogek
szogfiiggvényeire vonatkozd sszefiiggéseket:

o 1-2 sin? 20° — 2sin 20° cos 20° _cos 40° — sin 40°

sin 20° N sin 20°

Ezzel az allitast bizonyitottuk.

2r

b) Az A; csticsbdl csak péros indextl csticsba léphetiink (ez 4 lehetéség), onnan
pdratlanba (ez 3 lehetdség), majd djra pdrosba (ez szintén 3 lehet8ség), és igy
minden cstcson végighaladva az Ag csicsban fejezddik be az it. Ez Gsszesen

4-3-3-2-2-1-1=144
lehetGség.

¢) A kilencszoget egy kilencesticsu grafnak tekinthetjiik, és megadjuk a pi-
ros szakaszokbdl allé részgraf éleinek szamét. Ebben az 6t paratlan indexii cstcs
fokszdmédnak mindegyike 4, a négy péaros indexiié pedig 5. A fokszdmok Osszege
ezek alapjan 5-4 44 -5 = 40, tehat 20 piros él van a grafban. A grafnak tsszesen
(5) =36 éle van, ebbdl kovetkezden 36 — 20 = 16 kék szinfi ¢l van. A klasszikus
valészinliségi modell (hipergeometrikus eloszlds) alapjdn a valésziniiség:

20-16 320
P = = 2 ~0,508.
(36) 630
2
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7. a) Jellemezzik az

B 3ntl —2pn -3
In = —————
sorozatot monotonitds, korldtossdag és konvergencia szempontjabol. (9 pont)

b) Mutassuk meg, hogy minden n pozitiv egész szdmra

4 8 4n 2n+3

§+§+...+37=3 T (7 pont)
Megoldas. a)
32 _2n—5 Il _2n—3 dn+4
Ap41 — Qp = P - 3 = gt >0
minden n pozitiv egész szamra, ezért a sorozat szigorian monoton né.
nh%r&% :nli_>rr;o3éfn _nll%o%_nlllﬂogin —3-0-0=3,

tehdt a sorozat konvergens, és a hatarértéke 3.

A sorozat konvergens, tehdt korldtos. A sorozat monoton névekvé, ezért a leg-
nagyobb alsé korlatja megegyezik a sorozat elsd elemével, tehat inf(a,,) = % A leg-
kisebb felsd korlatja pedig a sorozat hatérértékével egyezik meg, tehdt sup(a,) = 3.

b) A bizonyitast teljes indukciéval végezziik.

n = l-re % =3 % teljestil.
Tegyiik fel, hogy n = k-ra
4 n 8 T 4k 5 2k+3
39 73k 3k
Igazoljuk az ,6roklédést” n = (k + 1)-re, vagyis
4 8 4k A(k+1) 2(k+1)+3
§+§++37k 73]“_1 = *73]“_1

Hasznéljuk fel az indukcios feltételt az egyenlet bal oldalan:

2k + 3 4(k+1)7 2(k+1)+3
3k 3k+1 3 - 3k+1 :

3

Az egyenlet mindkét oldaldbdl kivonva 3-at, majd szorozva a kozos nevezovel azt
kapjuk, hogy —(6k +9) + 4k +4 = —(2k + 5), amelybdl a zdrdjelek felbontédsa és
Osszevonas utan —2k — 5 = —2k — 5.

Az 6roklédést igazoltuk, tehat az allitas igaz.

8. a) Igazoljuk, hogy minden pozitiv valés szdmpdrra ha x2 + 4y? = 12zy, akkor

lgx +lgy

lg(z +2y) —21g2 = 5 (6 pont)

b) Van-e megolddsa az x% + 4y? = 122y egyenletnek a pozitiv egész szdmok
halmazdn? Vilaszunkat indokoljuk. (10 pont)
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Megoldas. a) Alakitsuk at az elérni kivdnt alakot 2-vel valé szorzds utén
a logaritmus azonossagainak alkalmazéasaval:

g (z +2y)° —1g2* =gz +1gy,
Ig (x + 2y)° = lg(162y).

A logaritmusok elhagyhatdk, mert a logaritmus fiiggvény kolcsonosen egyértelmi.

A kapott (x + 2y)2 = 16xy egyenletben a zardjel felbontdsa és rendezés utan
az x? + 4y? = 12zy alakhoz jutunk. Minden atalakitds ekvivalens volt a pozitiv
szamok halmazan, ezért azok visszafelé is elvégezhetdk, igy az allitast igazoltuk.

b) Az egyenlet z-re nézve masodfok, ezért rendezziik O-ra: 2% — 12zy +4y? = 0.
Irjuk fel a masodfoku egyenlet megoldéképletét:

12y 4+ /14492 — 1632
s 2y Y = 6y + 4v/2y.

x1,2

Ha y pozitiv egész szam, akkor z-re irraciondlis szamot kapunk, tehat az egyenletnek
nincs megoldasa a pozitiv egész szdmok halmazan.

9. Egy derékszogii trapéz hegyesszoge 60°-o0s, hosszabbik alapjinak és hosszab-
bik szdrdnak ardnya 2 : 1.

a) Hatdrozzuk meg a trapéz dtldinak ardnydt. (6 pont)
A trapézt megforgatjuk a hosszabbik alapja, majd a hosszabbik szdara koril.

b) Hatdrozzuk meg a kapott testek térfogatinak ardnydt. (10 pont)

Megoldas. a) Abrdt készitiink a feladathoz, D ¢
és hasznaljuk a jeloléseit.

A megoldds soran tobbszor felhasznaljuk, 2
hogy a félszabalyos haromszog szogei 30°, 60°
és 90°, oldalainak aranya 1 : V3 : 2. Mivel az 4t-
16k ardnyat kell meghatdrozni, ezért a hason- 4 4 B
l6sédgot kihasznalva rogzithetjitk a hosszabbik
alap hosszat az egyszertiség kedvéért 4 egységnek. Ekkor a hosszabbik szar hossza
2 egység. Az ABC haromszog félszabalyos, mivel a 60°-os szoget kozrefogd két oldal
aranya 1 : 2. Emiatt az ACB< = 90°, BAC<t = 30° és az AC szakasz hossza 21/3.
A CAD< = 60°, mert a BAC'< pétszoge. Ebbdl kovetkezéen az AC D derékszogii
héromszog szintén egy félszabalyos haromszog, igy az AD oldal hossza /3 és
a CD oldal hossza 3 egység. Ezek utdn a BD atlé hosszét az ABD derékszogii
haromszogben Pitagorasz-tétel alkalmazasaval kiszamoljuk:

BD =/(V3)® +42 = V19.
A fentiek alapjan az atlék aranya

AC  2v3 257

BD 19 19
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b) Abrdt készitiink a feladathoz, és haszndljuk a jeloléseit.

D

Az elsd dbran lathaté a hosszabbik alap koriili forgatdssal nyert test. A test
térfogatdt egy azonos alapkorii henger és kup térfogatdnak Gsszegeként kapjuk meg.
Az alapkér sugara a trapéz AD magassigaval egyenld, tehdt 7, = r, = /3 egység
hossz1, a henger magassaga m;, = C'D = 3, a kip magassiga my = AB—CD =1
egység. A fentiek alapjan az elsé test térfogata

(v3) 71
3

2
m:riﬂmh+rk7;mk=(\/§)2-7r~3+ = 107.

A maésodik dbran lathat6 a hosszabbik szér koriili forgatassal nyert test. A test
térfogatat ugy kapjuk meg, ha egy kip és egy csonkakup térfogatanak Gsszegébdl
kivonjuk egy kisebb kip térfogatdt. A kis kup csticsa egybeesik a nagy kup alap-
korének kozéppontjaval, mivel az AC &tlé merSleges a BC szérra. A nagy kip
sugara megegyezik a csonkakip alapkorének sugardval: m = Resk = AC = 2V/3.
A csonkakip feddkorének sugara megegyezik a kisebbik kip alapkorének sugara-
val. A DCT hédromszog hasonlé az ABC haromszoghoz, mert oldalaik paronként
parhuzamosak. A hasonlésig ardnya

pc_3 . 3v3

AB_4, gy csk — Tkk — 9 .
A nagy kip magassaga my, = C'B = 2, a csonkakup és a kis kiip magassiga meskx =
=myr =1C = 5 A fentiek alapjdn a masodik test térfogata:

2 2
T . TMpk TMesk T TMEk
k n cs 2 2 kk
Vo= = + (Rcsk + ReskTesk + rcsk) - =
3 3 3
8 + 111lr 27n 377
= &7 - = —
8 8 2
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A két test térfogatdnak ardnya:

%] 107 20

[CE T T

Csanyi Tibor
Budapest

Matematika feladatok megoldasa

B. 5100. Mutassuk meg, hogy n szomszédos egész szdm kéziil mindig kivdlaszt-
haté néhany (legaldbb egy), melynek dsszege oszthaté (14 2+ ...+ n)-nel.

(6 pont) Kovdcs Benedek és Vidrkonyi Zsombor 6tletébél
Megoldas.
1
1+2+...+n:%.

n darab egymast kovetd egész szam teljes maradékrendszert alkot modulo n,
az (n+ 1)-gyel osztva pedig egy kivételével (legyen ez a kivétel d) minden ma-
radékot felvesz. Az n darab egymadst kovet egész szam koziil kossiink Ossze kék
szinf éllel két szdmot, ha az Osszegiik oszthaté n-nel, illetve pirossal, ha (n + 1)-

gyel oszthat6 az Osszegiik. fgy egy n csucsu grafot kapunk, amiben minden cstcs
fokszama legfeljebb 2, és minden csicsbdl legfeljebb egy piros és egy kék él in-
dul ki. Tekintsiik a graf osszefiiggé komponenseit. Mivel minden csics legfeljebb
mésodfoku, egy ilyen komponens csak kor, alterndld (véltakozd szinil egyméshoz
csatlakozo élekbdl 4116) 1t, vagy izoldlt pont lehet. Minden szdmbdl kiindul egy pi-
ros és egy kék él, kivéve az n-nel osztva 0 és — paros n esetén — % maradékot add
(A és B), valamint az (n + 1)-gyel osztva 0 és (paratlan n esetén) nTH maradékot

ad6 (C és E), illetve esetleg az n + 1 — d maradékot adé D szdmokbdl.

Tekintsiik az A csucsot tartalmazé komponenst, ami — mivel A-bdl nem indul
kék él — csakis alternalé 1t lehet. Ha ennek az alternalé ttnak a maéasik végpontja
nem a D csucs, akkor ezen alterndld ut csiucsainak megfelelé szamok Gsszege oszt-
haté n(n + 1)/2-vel:

1. Ha a mésik végpont B, akkor n péaros, és A+ B =0+ % (mod n) oszthaté
%—Vel, a tobbi szam a kék élek mentén parokba allithatd, ezért Osszegiik oszthatd
n-nel. Az Ut valamennyi csiucsat a piros élek mentén parokba allitva adédik, hogy
a megfeleld szamok 6sszege oszthatd (n + 1)-gyel. Az egyméashoz relatfv prim % és

2
n + 1 szdmokkal valé oszthatdsaghdl kovetkezik, hogy az dsszeg g - (n+ 1)-gyel is
oszthatd.
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2. Ha a masik végpont C, akkor a kék élek mentén torténd parokba allitasbol
csak az (n-nel oszthaté) A marad ki, a tobbiek &sszege oszthaté n-nel. A piros élek
mentén parokba allitdsbdl csak a C' marad ki, ami viszont oszthaté (n + 1)-gyel,
ezért ekkor az ttba es6 szdmok Osszege még n(n + 1)-gyel is oszthatd.

3. Ha a masik végpont E, akkor a helyzet az el6bbihez hasonld, mindossze E
csupan nTH—Vel oszthatd, amibdl pontosan a kivant allitast kapjuk.

Ha viszont a D csics a masik végpont, akkor C' is csicsa a grafnak, és a C-t
tartalmazé alterndlé Gt komponens masik végpontja — n péarossagatol, illetve pé-
ratlansagatol fiiggden — B vagy E. Ekkor — a fenti esetekhez hasonléan — ez utébbi
alterndlé uthoz tartozd dsszeg lesz n(n + 1)/2 tébbszorose, tehét készen vagyunk.

Nddor Benedek (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)
megoldasa alapjan

23 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 6 versenyzé: Baski Bence, Fiiredi Erik
Benjamin, Kovacs Tamés, Nador Benedek, Németh Marton, Sztranydk Gabriella. 5 pon-
tos 4, 4 pontos 1, 3 pontos 1, 2 pontos 3, 1 pontos 4, 0 pontos 3 dolgozat. Nem szamitjuk
a versenybe a sziiletési datum vagy a sziil6i nyilatkozat hidnya miatt: 1 dolgozat.

B. 5112. Egy kartyapakliban p darab piros és k darab kék kartya van. Hanyfé-
leképpen vdlaszthatunk ki a paklibol kdrtyakat gy, hogy a piros kartydk szdama n-nel
tobb legyen, mint a kék kdrtydk szama?

(4 pont)

I. megoldéas. Elészor a kovetkezd segédtételt igazoljuk: ha a, b és m adott
pozitiv egészek, melyekre a 4+ b > m, akkor

(0 )-C2)

Bizonyitds: Ha egy tarsasigban a né és b férfi van, akkor koziiliik (
féleképpen valaszthatunk ki m {6t — ez éppen a bizonyitandé azonossag jobb oldala.
Masrészt osszeszamlalhatjuk gy is az eseteket, hogy 0 nét és m férfit, vagy 1 nét és

a+b)_

m — 1 férfit, vagy 2 n6t és m — 2 férfit, ..., vagy ¢ n6t és m — ¢ férfit, ..., vagy m nét
és 0 férfit vélasztunk ki. Ezeknek a lehet6ségeknek a szdma nyilvan az azonossag
bal oldala.

A feladatra térve jeloljiik t-vel a kivalasztott kék kartyak szamat, ekkor a ki-
valasztott piros kartyak szama n + t; t értéke 0-t6l k-ig mehet. Ezeket

( p )(k> :( p )( & )—féleképpen
n+t t n+t k—t

valaszthatjuk ki. A feladat kérdésére a valasz ezek Osszege. Hasznaljuk fel a se-
gédtételt a :=p, b:=k, m:=n+k, i := n+t helyettesitéssel. Ekkor a szummabdl
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latszélag kimarad néhdny tag, am azokra a t értékekre (mikor ¢ értéke —n és —1

kozott lenne) (klit) értéke 0. Ezt kapjuk:

tzk;(niJ (k:]it) :ngn (nit) (n+k—k(n+t)) -
n§0<nit)<n+k—k(n+t)>+n§n(nit>(n+k—k(n+t)> B

"g:: <”2‘)”) <”+’f—k(n+t>> B (212)

Csonka Illés (Pécs, Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimn., 9. évf.)

IT. megoldas. Ha n > p, akkor a pakliban nincs elég piros kartya ahhoz, hogy
létezzen megfelel6 kivélasztas, tehat ebben az esetben a valasz 0. fgy a tovabbiak-
ban n < p.

Allitsuk pérba az n + k elemszdmu kartyarészhalmazokat, és a feladat felté-
teleinek megfelelé halmazokat. Minden H részhalmaz egyértelmiien felirhatd, mint
H = H;UH,, ahol Hy, csak kék, H,, csak piros kértydkat tartalmaz. Jellje tovabbd
K akék kdrtydk halmazdt. Legyen f(H) = (K\Hy)U H,. Mivel K\{K\H}} = Hj,
f egy involiicid, vagyis olyan (X,Y") parokba rendezi a részhalmazokat, melyek-
ben f(X)=Y és f(Y)= X. Most megmutatjuk, hogy ha X egy, a feladat fel-
tételeinek megfelels részhalmaz, akkor f(X) elemszdma n+ k. A feladat szerint

| X1 4+ n = |X,|. Tgy (felhasznélva, hogy {K\ X} N X, = 0):
|F(X)| = [(B\Xk) U X, | = [E\Xp| + [ Xp| = |K| = | Xi| + [Xp| = k +n.

Megforditva, ha X elemszdma n + k, vagyis | Xy| + |X,| = n + k, akkor f(X) =
= (K\Xi) UXp, fgy f(X)-ben |f(X)i| =k — | Xx| kék és | f(X),| = |X,| piros kér-
tya van, és | f(X)p| = [Xp| =n+k — |Xi| = n+ | f(X)k|- Vagyis ha X elemszdma
n + k, akkor f(X) megfelel a feladat feltételeinek.

Ebbdl (illetve f kolesonosen egyértelmi voltdbol) kovetkezik, hogy f parokba
rendezi az n + k elemszamd, és a feladatnak megfelelé halmazokat, vagyis az utob-

pt+k

n+k) :
Lovas Mdrton (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 10. évf.)

bibél annyi van, mint az elébbibél, ami (

80 dolgozat érkezett. 4 pontos 26, 3 pontos 8, 2 pontos 11, 1 pontos 8, 0 pontos
24 dolgozat. Nem versenyszeri 2 dolgozat. Nem szamitjuk a versenybe a sziiletési datum
vagy a sziiléi nyilatkozat hidnya miatt: 1 dolgozat.
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B. 5140. Egy szigeten 10 orszdg taldlhato, ezek kozil némelyek szomszédo-
sak egymadssal, mdsok nem. Mindegyik orszdg eqy sajdt valutdt haszndl. Mindegyik
orszagban egyetlen pénzvdlto mikodik, a koévetkezd szabdalyok szerint: aki az adott
orszag valutdjabol 10 darabot befizet, az kap az 0sszes szomszédos orszdg valutdjd-
bol 1-1 darabot. Arisztid és Taszilé fejenként 100-100 egységgel rendelkeznek mind-
eqyik orszdg valutdjabol. Ezutdn mindketten a nekik tetszé sorrendben vdltogatjdk
a pénziket a killonbozo orszdagok pénvdltoiban, amig csak van olyan valutdjuk, amit
tudnak vdltani (tehdt legaldbb 10 darab van beldle). Bizonyitsuk be, hogy a végén
pontosan ugyanannyi bergengdc tallérja lesz Arisztidnek és Taszilonak (a bergengdc
tallér a sziget egyik orszdgdnak valutdja).

(6 pont) Meészdros Gdbor (Budapest) 6tletébdl

Megoldas. Azt latjuk be, hogy mindketten minden egyes orszdgban ugyan-
annyiszor valtottak pénzt — csak a valtasok sorrendje kiilonbozhet. Ebbol kévetke-
zik, hogy a végén mindkettojiikknek ugyanannyi lesz minden valutabol, hiszen egy
orszagban elvégzett tranzakcié ugyanolyan hatdssal van egy szereplé vagyonara,
fiiggetleniil attol, hogy azt mikor végzi el.

(Indirekt bizonyitds.) Tegyiik fel, hogy van olyan orszdg, amelyben Taszil6
tObbszor valtott pénzt, mint Arisztid. Nézziik meg, hogy milyen sorrendben val-
tott Taszilé. Tekintsiik azt a valutat, amibdl leghamarabb valtott tobbet, mint
Arisztid Osszesen abbdl a valutabdl. Legyen ez a valuta a C orszagban, és keressiik
Taszilé els6 olyan véltasat, amikor azzal egyiitt mar tobbszor valtott a C orszag
valutdjabol, mint Arisztid 6sszesen. Ezen valtas el6tti pillanatot nevezziik a kritikus
helyzetnek.

Amikor Arisztid mér nem tud tébbet véltani, a C orszdggal szomszédos orsza-
gokban biztosan legaldbb annyiszor valtott mar, mint Taszilé a kritikus helyzetig.
Mivel

1. Arisztid a C orszdg valutdjat pontosan annyiszor véltotta fel, mint Taszild
a kritikus helyzetig;

2. és a szomszédos orszagokban torténd valtasokbdl Arisztidnak legalabb ugyan-
annyi bevétele volt a C orszag valutdjabdl, mint Taszilonak a kritikus helyzetig;

ezért Arisztidnak a végén legaldbb annyi C-beli valutija van, mint Taszilénak
a kritikus helyzetben. Arisztid (a pénzvéltdsai végén) nem tud tébbet valtani,
Taszilé pedig még biztosan tudott legalabb egyet a C' orszagébdl, ez ellentmondas.

Tehat Arisztid és Taszilé tényleg minden egyes orszagban ugyanannyiszor
valtottak pénzt.

Fiilop Csilla (Szegedi Radndti M. Kisérleti Gimn., 10. évf.)

Egyéb megoldasi kisérletek. Tobb versenyzo probalt a kovetkezé médon
érvelni.

Ha valamelyik orszag pénzébdl 6sszegytilik legalabb 10 darab, akkor azt elobb-
utébb be kell majd valtani. Mivel mindig pontosan ugyanolyan szomszédos valu-
takat kapunk a pénziinkért cserébe, ezért mindegy, hogy mikor valtjuk be. Tehét
tekinthetjiik a kovetkez6 valtdssort:
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1. Valtsunk be 10-szer minden egyes orszdgban, a valtasok utdn az egyes orszagok
valutdjabol lesz: a1, as, ..., a9 darabunk.

2. Ezutan valtsunk be minden i-re az i-edik orszdgban L%J alkalommal. A val-
tasok utdn az egyes orszdgok valutajabdl lesz: af,ab, ..., a},.

3. Ismételjiik az el6z6 1épést, ameddig nem csokken minden valutank darabszama
10 ala.

Az igy gondolkod6 megoldéknak abban igaza van, hogy ezeket a valtasokat
elébb-utébb tényleg el fogjuk tudni végezni. Arra azonban senki nem irt kelléen
meggy6z6 érvet, hogy egy mésféle valtdssorozattal miért nem lehet esetleg elérni,
hogy valamelyik orszagban ennél is tobbszor tudjunk véaltani. Az igy érvel6 dolgo-
zatok altalaban 4 pontot kaptak.

44 dolgozat érkezett. 6 pontos 20 versenyzd: Béan-Szabd Aron, Csonka Illés,
Duchon Marton, Filop Csilla, Hegedlis Daniel, Janosik M&té, Kercsé-Molnar Anita,
Kovacs Tamas, Kokényesi Mark Péter, Mezey Dorottya, Méra Marton Barnabés, Moéricz
Benjdmin, Nador Benedek, Németh Marton, Simon L&szlé Bence, Sztranydk Gabriella,
Terjék Andras Jozsef, Téth Bélint, Torok Agoston7 Varga Boldizsar. 5 pontos 2,
4 pontos 13, 3 pontos 1, 2 pontos 5, 1 pontos 1, 0 pontos 2 dolgozat.

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(1665-1671.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1665. A KOMAL sz6 minden betiije egy-egy tizes szdmrendszerbeli szdm-
jegyet jelol. Hatérozzuk meg a KOMAL 6tjegyti szamot, ha fennéllnak a kovetkezd

egyenlségek:

(1) M+ O+ L=KA,
(2) 0+ L=KK,
(3) K+ O+ M =10,
(4) A-L=42.

C. 1666. Az ABC hegyesszogii hdromszog A pontbdl induld belso szogfelezo-
jének metszéspontja a B-b6l indulé belsé szogfelezbvel, valamint a BC' oldallal K,
illetve D. Az A pontbdl induld bels6 szogfelezé metszéspontja a B-bol induld bels
szogfelezével, valamint a BC oldallal K, illetve D. Az AD szogfelezore a K pont-
ban allitott merdleges az AB oldalt az FE pontban metszi. Az F pontbdl a BC-re
allitott merdleges talppontja F'. Bocsassunk merélegest a D pontbdl az AB egye-
nesre, a meroleges talppontja T'. Bizonyitsuk be, hogy T pont illeszkedik a K EF
haromszog koriilirt korére.
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Feladatok mindenkinek

C. 1667. Legyen

C=(=3)"+ (=37 + (=3 +... 4 (=3)*".

Hatarozzuk meg a B 4+ C — A szdm utols6 szamjegyét.

C. 1668. Az ABCD paralelogramma AB, BC, CD, DA oldalainak felez6-
pontjai rendre E, F', G, H. Az AF és AG egyenesek a BD atlot a K, illetve L
pontban metszik. Mutassuk meg, hogy az EF K és GH L haromszogek teriiletének
Osszege az K L haromszog teriiletével egyenlo.

~ C. 1669. Adott az N = abe tizes szamrendszerbeli hiromjegyti szam. Az M =
= abc nem tizes szamrendszerbeli szam értéke 2N. Hatarozzuk meg az N szamot.

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1670. Legyenek a és b tetszéleges egész szamok, amelyekre 3a — 2b oszthaté
13-mal. Bizonyitsuk be, hogy ekkor 4a + 19b és 38a + 57b is oszthaté 13-mal.

C. 1671. Az ABCD paralelogramma S sikjara merdlegesen az AFE, BF', CG,
DH szakaszokat allitottuk az S sik altal meghatdrozott egyik féltérben. A CGEA
és DHF B négyszogek tertiletét T, illetve ¢ jeloli. Igazoljuk, hogy ha

T AC

t BD’
akkor az F, F', G, H pontok egy sikra illeszkednek.

*

Bekiildési hatarid6: 2021. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A B pontversenyben kittizott feladatok
(5166-5173.)

B. 5166. Vannak-e olyan 3-ndl nagyobb p, r primszamok, amelyekre
2p? + 7r? + 2021 széamjegyeinek Osszege négyzetszam?

(3 pont)
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B. 5167. Adott a sikon két kor ugy, hogy vannak kozos belsé érintéik. Mu-
tassuk meg, hogy e kozos érinték érintési pontjain atmené kor kozéppontja felezi
a két kor kozéppontjait 0sszekotd szakaszt.

(8 pont)  Javasolta: Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 8.C. osztaly
B. 5168. Felirjuk 1-t6l 100-ig az egész szamokat egy-egy cédulara. A szaz da-

rab cédula koziil kivalasztunk 16 darabot. Taldlhaté-e biztosan négy olyan cédula
a kivalasztottak kozott, hogy koziiliik kettén-ketton allo szdmok Gsszege megegye-

zik?
(6 pont)
B. 5169. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valds szdmok halmazan:
V2r + 11+ 3z +4= Vo +9+ iz +6.
(5 pont) Javasolta: Szalai Mdté (Szeged)

B. 5170. Az « és 8 hegyesszogekre sin® a + sin? 3 = sin (a + 3). Bizonyitsuk
be, hogy ekkor o + 8 = 90°.

(4 pont)

B. 5171. Az OLMN és OABC tetraéderek tigy helyezkednek el, hogy az A, B
és C pontok rendre az OL, OM és ON félegyenesek pontjai. Az LM N haromszog
beirt korének kozéppontja egybeesik az ABC hiaromszog silypontjaval. Mutassuk
meg, hogy az OLM N tetraéder térfogata legalabb akkora, mint az OABC tetra-
éderé. Mi a feltétele annak, hogy a két tetraéder térfogata egyenl6 legyen?

(5 pont) (Angol olimpiai vdlogatéverseny feladata, 1980)

B. 5172. Hat szabalyos dobdkockat egy dobdpoharral egyszerre elguritunk.
A nem 6-ost mutatd kockakat visszatessziik a pohdarba, és ujra guritunk. Ha még
mindig van olyan kocka, ami nem 6-os, akkor ezeket ismét a poharba tessziik,
és harmadszor is guritunk. Ezt addig ismételjiik, amig minden kocka hatost nem
mutat. Mennyi annak a valésziniisége, hogy pontosan hatszor guritunk?

(6 pont)

B. 5173. Az ABC hegyesszoglii haromszog magassagpontja H, koriilirt koré-
nek kozéppontja O. Legyen D és E az AB, illetve AC szakasz bels6 pontja. Az ADFE
haromszég magassagpontja és koriilirt korének kozéppontja H', illetve O’. Mutas-

suk meg, hogy a HH' és OO’ egyenesek akkor és csak akkor parhuzamosak, ha
BD =CE.

(6 pont) Javasolta: Bdn-Szabé Aron (Budapest)

*

Bekiildési hatarid6: 2021. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(797-799.)

A. 797. Egy iires halmazt nem tartalmazé H halmazrendszer szdvevényes,
hogy ha minden A és B H-beli diszjunkt halmazpérra létezik b € B, hogy A U {b}
is H-ban van vagy létezik a € A, hogy B U {a} is H-ban van.

Tegyiik fel, hogy n egyelemii halmaz, {1},{2},...,{n}, mind a szévevényes
H halmazrendszerben van. Mutassuk meg, hogy ha n > k(k+1)/2, akkor van
H-ban egy legaldbb k + 1 elemii halmaz, és ez minden k-ra éles, azaz ha
n = k(k+1)/2, akkor még lehet minden H-beli halmaz legfeljebb k elemii.

A. 798. Legyen 0 < p <1 adott. Kezdetben van n darab pénzérménk, me-
lyeket feldobva mindegyik eredménye p eséllyel fej, 1 — p eséllyel irds (a dobdsok
eredménye egymdstdl fiiggetlen). Egy korben feldobjuk a pénzérméket, és kivessziik
azokat, melyeknél az eredmény fej. Ezt addig ismételjiik, amig az Gsszes érme el
nem fogy. Jelolje k, az ehhez sziikséges korck szaménak varhatd értékét. Bizo-
nyitsuk be, hogy létezik olyan ¢ > 0 szdm, mellyel minden n pozitiv egész esetén
teljesiil, hogy

1 1 1 1
cll+24.. . += )<k, <l4c|l+=4+...4=).
2 n 2 n

A. 799. Egy adott A; As By By négyszogre a P pontot fenomendlisnak nevez-
ziik, ha az A1 Ay és BBy szakaszok ugyanakkora szogben latszanak a P pontbdl
(azaz a PAj Ay és PB; By — akdr degenerélt — haromszogek P-nél 16v6 (irdnyitatlan)
belsd szogei megegyeznek).

A sikon meg van jelolve harom nem egy egyenesen fekvd pont, Ay, A és Bj.
Bizonyitando, hogy létezik egy korlap, melynek tetszéleges Bo pontjara A As B Bo
egy konvex négyszog, melyhez egy derékszogli vonalzd segitségével szerkeszthetd
hét kiillonboz6 fenomendlis pont.

Egy derékszogli vonalzéval a kivetkez6 két szerkesztési 1épés megengedett:
1) ha adva van két pont, akkor megszerkeszthet a rajtuk dtmené egyenes;

1) ha adva van egy pont és egy egyenes, akkor megszerkesztheté a pontbdl
az egyenesre allitott merdleges.

Javasolta: Bdn-Szabé Aron (Budapest)

*

Bekiildési hatarid6: 2021. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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Informatikabdl kittizott feladatok

I. 535. Lorinc nagyon kedveli a pozitiv egész szamokat. Most kitaldlt egy po-
zitiv egészekbdl allé6 novekvo szamsorozatot, amit szamlancnak nevezett el. A lanc
egy tetszblegesen valasztott pozitiv egésszel kezdddik, ez a lanc els6é szama. Min-
den tovabbi szamot az 6t megel6z6 szambol készitiink. A lanc tetszéleges n-edik
szamara igaz, hogy 6 és a rakovetkezd szam legnagyobb kozos osztdja az m-edik
primszam. Ha tobb ilyen szam is van, akkor a lancba azok koziil a legkisebbet
tessziik bele. Ha nincs megfelel6 szam, akkor a lanc megszakad.

Loérinc kiszamolt néhany lancot kiillonbozé szamokkal indulva, de ugy latta,
hogy a ldncok nagyon rovidek, csak legfoljebb négy hosszu lancot talalt. Ilyen volt
példaul a 160, 162, 165, 170. Szerette volna tudni, hogy melyek azok a legfoljebb
haromjegyti szamok, amelyeket els6 szamnak valasztva a lanc legalabb 6t hosszu.

Készitsiink programot, amely megadja Lorinc kérdésére a valaszt, tehat a leg-
alabb 6t hosszi, 1000-nél kisebb egésszel indulé lancokat.

A standard kimenet minden sordban egy-egy olyan ldnc szerepeljen, amelyek
a leghosszabbak a kétjegyi szammal kezd6dé lancok kozott.

Bekiildend6 egy tomoritett 1535.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

I. 536 (E). Az autéversenyzés a technikai sportok kézé tartozik. Van olyan
aga, ahol nem lehet minden auté a versenypéalyan, kevés az el6zési lehet6ség, ezért
egyenként inditjék a versenyzoket. Ebben az esetben az utolért versenyzének utat
kell adnia a mogotte érkezé gyorsabbnak.

Egy ilyen autéverseny adatai allnak rendelkezésre az autoforras.txt tabula-
torral tagolt, UTF-8 kédolast alloméanyban.

A versenyen 36-an indultak, réluk a kovetkez adatokat tudjuk (az adatok
inditdsi sorrendben vannak): az auték azonositdja, a rajtolds és a célba érkezés
idépontja masodperc pontossaggal.

Tablazatkezel6 program segitségével oldjuk meg a kdvetkezd feladatokat.
A megoldds sordn vegyiik figyelembe a kovetkezdket:
o Segédszamitasokat a K oszloptdl jobbra végezhetiink.

o Amennyiben lehetséges, a megoldds sordn képletet, fligguényt, hivatkozdst hasz-
ndljunk, hogy az alapadatok mdédositdsa esetén is a kivdnt eredményeket kapjuk.
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1. Toltsiik be az autoforras.txt szovegfdjlt a tablazatkezelObe az Al-es cellatdl
kezd6dGen. Munkankat 1536 néven mentsiik el a tdblazatkezeld alapértelme-
zett formatumaban.

2. Hozzuk 1étre a munkalapon a minta szerinti celldkban a hidnyz6 szévegeket,
feliratokat, amelyek a tovabbi munk&t segitik.

3. A D oszlop celldiban szamitsuk ki az auték versenyidejét. Ha a versenyz6 nem
ment végig a palyan, mert példaul miszaki hibdja volt, vagy a versenybirdk
kizartak, akkor a nem fejezte be felirat jelenjen meg.

4. Az 15-6s cellaban frassuk ki, hogy hény versenyz6 nem fejezte be a versenyt.

5. Az E oszlop celldiban adjuk meg, hogy a versenyzdk a célba érkezéskor, az addig
beérkezettek eredmények ismeretében, hanyadik helyen alltak. A versenyt nem
befejez0k mindannyian az utolsé sorszamot kapjak.

6. Az I2-es celldban adjuk meg, hogy hany versenyz6 kaphatta azt az informaciét
a csapatatdl a sajat célba érkezésekor, hogy az els6 haromban van.

7. Az F oszlop celldiban hatarozzuk meg, hogy a verseny befejeztével ki hdnyadik
helyezést ért el. Azonos versenyidok esetén (holtverseny) a versenyz6k azonos
helyezésiiek és a kovetkezd helyezési sorszamot nem adjék ki. Példaul harom
azonosan eredménnyel negyedik helyezést elért versenyz6 utan a kovetkezod
versenyz6 a hetedik helyezett.

8. Az 110:J19-es cellakban fiiggvények segitségével adjuk meg a helyezési lista
els6 tiz versenyzojének azonositdjat és helyezését. Azonos helyezésii versenyzék
lehetnek.

9. Az A oszlop cellaiban jelenitsiik meg félkévér bettistilussal azoknak az autdk-
nak az azonositdjat, akiknek az eredmények alapjan biztosan eléznie kellett
a palyan. Alkalmazzunk feltételes forméazédst, hogy méas eredmények esetén is
helyes formézést kapjunk.

10. Az A:F cellatartomanyban az elsé hdrom helyezett sordnak celldiban a cellaki-
toltést az érem szinének megfelelden, feltételes formézéassal adjuk meg: arany
RGB(255,215,0), eziist RGB(192,192,192), bronz RGB(204,153,102).

A B C D E F G H | J
Azonositd Rajt cél Versenyidd Her’ez'es célba Vegso’ Legjobb 3-ban
éréskor helyezés .

1 gondolhatta magat:
2 |YZ984 9:15:30 nem fejezte be 36 36
3 |FD551 9:17:05 10:29:11 1:12:06 2 14
4 |GAS63 9:18:40 10:33:51 Kiesett versenyzdk:
5 1QS195 9:20:08 10:37:23
6 \WY672 9:21:38 10:29:03 IiEa | i
7 |JD329 9:23:12 10:43:00 i
8 EM426 9:24:45 10:41:19 |
9 |YV120 9:26:16 I - - | | Azonositd Helyezés
10 |SQ910 9:27:43 10:45:46 | u 1 wimms

2 | m—
12 |TI314 9:30:52 10:44:49 3 | \—
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11. A munkalap celldiban az igazitdst a mintanak megfeleléen készitsiik el.

Bekiildendd egy tomoritett 1536.zip dllomédnyban a munkafiizet, valamint
egy rovid dokumentacié, amelybdl kideriil az alkalmazott tédblazatkezel6 neve és
verzidszama.

I. 537. A téblazatkezel6k djabb és tGjabb verziéiban egyre tobb gyari fiigg-
vény segiti a felhasznalék munkajat. Némi kreativitassal praktikusan hasznalhat-
juk munkankhoz, feladatainkhoz. Ennek a kreativitdsnak a kiakndzasardl szdl ez
a feladat.

Hozzuk létre a tablazatkezel6ben az 1537 nevili munkafiizetet, annak fiiggvény
névre atnevezett egyetlen munkalapjara a mintan lathaté cellakban sarga hattérrel
szereplo alapadatokat gépeljiik be, és formédzzuk a minta szerint.

A B C D E F ¢

1 6 |

2 2 2

3| 12 8|=MAX(A1:C1)*MAX(A2:C2) {

4 12 8|=C1*DARABTELI(A1:C2;A2) f,

5| }

I 5 Y PNV SRR SR SUSEY DRI HUU Gy AU RPN AU S \o"»\‘-..b~n)‘"'.,.-.“,)

A D oszlopba a D3 cellatdl kezdve lefelé irjunk olyan — fiiggvényeket is tar-
talmazé — képleteket, amelyek eredménye a mintén lathaté 12 érték. A felhasznalt
képletekben és a fiiggvények argumentumaiban csak az A1:C2 tartomany celldi sze-
repelhetnek (nem feltétleniil az dsszes), mas cellahivatkozasok és konstansok nem.
Nem szamit fiiggvényhasznédlatnak, ha az eredmény az adott fiiggvény nélkiil is
ugyanaz az érték, tehat ha egy egész értéket add, fiiggvény nélkiili képlet eredmé-
nyét fliggvénnyel kerekitjiik.

Nézziink meg néhany példat:

Képlet MindGsités
=A1xB1+C1 X | nem j6, nincs benne fiiggvény
=12xMin(A1:C2) X | nem j6, konstans van benne
=Max (A1:C1)*MAX (A2:C2) v | jé
=2xC1 X | nem jo, nincs benne fliggvény és
konstans van benne
=Clxdarabteli(A1:C2;A2) | v/ | jo
=Cl*darabteli(A1:C2;2) X | nem j6, konstans van benne
=Kerekités(C1*C2;B2-A2) | X | nem jé, a C1*C2 eleve 12
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A feladat: Keressiink a D oszlopba minél tobb lényegesen eltérd, a feltételeknek
megfelel6 fliiggvényt. Nem lényegesen eltéréek az aldbbi parok:
Max(A1:C1)*MAX(A2:C2) és Max(A2:C2)*MAX(A1:C1)
Max (A1:C1)*MAX(A2:C2) és Max(B1:C1)*MAX(B2:C2)
Cl*darabteli(A1:C2;A2) és Clxdarabteli(A1:C2;B2)
Az E oszlopban jelenjen meg a D oszlopban megjelend képlet eredménye gy,

mintha a C1 cella értéke 4 lenne. Az F oszlopban jelenjen meg a D oszlop ugyanezen
soraban szereplo képlet szovege.

A D, E és F oszlop nem fiires celldi kapjak meg a mintan a D3 celldban lathaté
formdzést (szegélyezett halvanykék hattert).

Minden, a feltételeknek megfelel6 sorért 0,2 pont kaphatd, de az Gsszes pont-
szam nem haladhatja meg a 10 pontot. A fenti j6 példak felsorolasaért sem jar
pont.

A feladatban nem hasznélhato6 sajat fiiggvény vagy makro.
Bekiildendo egy i537.zip tomoritett mappaban a tdblazatkezel6 munkafiizet

és egy rovid dokumentdacié, amelyben szerepel a megoldashoz alkalmazott tabla-
zatkezel6 neve, verziészama.

I/S. 53. Adott egy N hosszi bitsorozat. Az i-edik bitet B[i]-vel jelsljitk. Min-
den lehetséges 1 < z < y < N-re a bitsorozat z-edik elemétdl az y-adik eleméig
terjed6 részét kiegyensilyozottnak nevezziik, ha ugyanannyi 1-es értéki bitet tar-
talmaz, mint 0-s értékiit (tehdt ha a B[z], Blx + 1], ..., B[y] bitek kozt azonos
szdmu az 1-es és a 0-s értékii).

Adjuk meg, hogy hany olyan x, y paros van, amire kiegyensulyozott részt
kapunk.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza az N szamot, a masodik az N hosszi bitso-
rozatot.

A kimenet egyetlen soraban adjuk meg, hogy hany kiegyensilyozott rész van.

Bemenet (a / jel sortorést jelent) Kimenet
5 /10101 6

A keresett x,y parosok: (1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (1,4), (2,5).
Korldtok: 1 < N < 10°.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté, ha N < 1000.

Bekiildendo egy is53.zip tomoritett allomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrdsprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 152. A LONG teniszbajnoksagra 2N — 1 versenyzé nevezett. Koziiliik kell
kivalasztani a legjobb N jatékost, akik dijat kapnak. A sok nevezére valé tekintettel
nem szeretnének mindenkit egyszerre versenyeztetni, ezért a versenyt tobb napon
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keresztiil bonyolitjak le. A versenyzdk egy vardlistara keriilnek, és hogy melyik nap
és kivel jatszanak meccset, azt a kovetkezdk szerint hatarozzak meg.

Az elsé nap a vardlista elsé6 N versenyzdje versenyez egymédssal egyenes kiesés-
ben, azaz, ha valaki veszit, aznap méar nem jatszhat. Ok megkapjak az 1,2,..., N
sorszamokat. Egy nap tobb korbol all, és egyszerre csak egy meccset jatszanak. Min-
dig az a két jatékos jatssza a kovetkezd meccset, akik még nem jatszottak az adott
korben és a sorszamuk a legkisebb. (Els6 a maésodikkal, harmadik a negyedikkel
stb. ebben a sorrendben.) Minden kér végén, ha valaki partner nélkiil marad, ak-
kor tovabbjut a kovetkez6 korbe. Ezt addig csindljdk, amig mér csak egy versenyzé
marad, 6 lesz a nap gy&ztese.

Egy mérkdzés gyOztese az a versenyzo, aki ,,t6bb triikkkct ismer”. Egyenléség
esetén a mérkozés aznapi sorszama dont. Ha ez paratlan, akkor a kisebb sorszamu
versenyz6 nyer, ha paros, akkor a nagyobb sorszam.

Minden nap végén kiosztjék a dijakat. Elsoként a nap gybztese kap dijat, majd
azok a versenyzdk, akiket a gy&ztes ejtett ki, a kiesés szerinti forditott sorrendben
egy-egy pontot kapnak. (A pontok a napok sordn osszeadddnak.) Ha valaki igy
Osszegyujt két pontot, és még nincs meg az N szamu dijazott, akkor 6 is dijazotta
valik.

Ha még nincs meg az N szamu dijazott, akkor tjabb nap kovetkezik. Ezen
a napon szintén N versenyzé jatszik. Az el6z6 napon dijazottak helyére a dijazés
sorrendjében bekeriilnek a vardlistardl a kovetkezd olyan jatékosok, akik még nem
versenyeztek. Ha példaul a harmas sorszdmu versenyzé nyert, és az el6z6 napon
még a kettes és 6tOs is dijat kapott ebben a sorrendben, akkor a kovetkezo ha-
rom versenyzo a vardlistardl a harmas, kettes és 6tos sorszammal versenyez ezen
a napon.

Bemenet: az els6 sor az N szamot tartalmazza. A mésodik sor 2N — 1 pozitiv
szamot tartalmaz. Az i-edik szdm a varolistan i-edik versenyzé altal ismert tritkkok
szamat adja meg.

Kimenet: a kimenet i-edik sora az i-edik napon dijazottak szdmat, majd a di-
jazott(ak) sorszémat tartalmazza a dijazds sorrendjében.

Példa:

Bemenet Kimenet (a / jel sortorést helyettesit)
5/432412514 11/3452/14

Magyardzat: az elsé nap mérkozései mérkézés sorszama : gybztes — vesztes for-
matumban: 1:1—-2,2:4—-3,3:1—4,4:1—5, gyoztes: 1., pontot kap: 5,4, 2. UJ
jatékos 2 triikkel az 1. sorszdmi helyre. A masodik nap: 1:2—-1,2:4—-3,3:4—2,
4:4—5, gy6ztes: 4., pontot kap: 5,2, 3. Ijj jatékosok 5,1, 4 triikkckkel a 4,5, 2 he-
lyekre. A harmadik nap: 1:2—1,2:4—3,3:4—2,4:4 — 5, gy6ztes: 4., pontot
kap: 5,2, 3. A 3. sorszdmu versenyzé mar nem kap dijat, mert megvan az N dijazott.

Korlatok: 1 < N < 32768, 1 < ismert tritkkck szama < 1024. Idékorldt: 1 mp.

Ertékelés: A pontok 50%-a kaphat6, ha N < 100.
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Bekiildendd egy s152.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

*

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2021. majus 15.

*

. . KoMalL-tervek 2021-re
\ Y 4

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok Informatika rovattal népszeri-
ségét szeretnénk megndvelni mind a tandrok, mind a didkok kérében, ehhez kérjiik
az olvasok segitségét és véleményét.

E E elérhetd anonim kérdéivet mindazok kitolt-
! hetik, akik ismerik, vagy akdr nem isme-
’ ' rik a K6MaL tartalmdt és pontversenyeit,
“ kiilon-kiilon a didkok és nem didkok (szii- — w*

E 16k, tandrok, kutatdk, érdekléddk). Minél E o B

- tobben kiildik vissza a honlapunkon megta- a
kérdéiv didkok lalhaté online tirlapokat, anndl tobbet tud- kérddiv nem

részére nank meg jovobeni olvasdink igényeirol. didkok részére

A honlap f6oldaldrél (www.komal.hu) E - E

A KoMaL matematika, fizika, informatika versenyeihez és Ifjusdagi Ankétjahoz
a MATFUND Alapitvény részére a Nemzeti Tehetség Program a 2020. juilius 1. és
2021. junius 30. kozotti id6szakra tizenotmilli6 forint tdmogatast biztositott (NTP-
TMV-M-20-A-0003). A 2020-as ankét elmaradt, az erre szant 6sszeget dtcsoporto-
sitjuk a KéMaL-archivum bovitésére az eddig feldolgozatlan évekkel. A versenyek
online bekiildéssel jol haladnak, a feladatok kit{izése és a folyéirat is (pdf-ben) min-
den hénapban megjelenik a komal.hu honlapon. A nyomtatott lap megjelentetése
is folyamatos, postan kiildjiik megrendeléinknek. A Kozépiskolai Matematikai és
Fizikai Lapok kiaddsat 2050000 forinttal (NTP-TMV-M-20-A-0003), a 2021. ji-
nius utolsé hetére tervezett K6MaL nyari matematika és fizika tehetséggondozd
tdbor megrendezését 2500000 forinttal tamogatja a Nemzeti Tehetség Program
(NTP—TAB—20—OO42). Nagyon reméljiik, hogy a tdbor a 2019-eshez hasonlé hely-
szinen szinvonalasan megrendezhetd lesz, ha gy latjuk, hogy igen, akkor a majusi
szamunkban kozzétessziik a felhivast.
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Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 725. A Bikkben halado, Miskolcot Egerrel dsszekotd kacskaringos hegyi ut
kb. 50 km hosszu. Egy nydri vasdrnap délelétt mindkét iranyban erds volt a for-
galom. Az dtlagosan 35 km/h sebességit autdk mindkét irdnyban haladva dtlagosan
1 percenként taldlkoztak egy-eqy szembejivd gépkocsival. Becsiiljik meg, hdny (oda-
és visszafelé haladd) autd tartézkodott egyszerre ekkor a teljes ttszakaszon!

(3 pont)

Megoldas. Kovessiink gondolatban egy adott autot! Az a célunk, hogy becs-
lést adjunk: héany auté volt akkor az ttszakaszon, amikor a kivalasztott auténk
éppen elindult az ut egyik végérél. Meg fogjuk szamolni, hogy hény auté jott vele
szembe, de csak azokat, amelyek mar akkor az utszakaszon voltak, amikor az au-

tonk elindult. Percenként taldlkozik egy autéval, és atlagosan 35 km/h sebességgel

megy, ami azt jelenti, hogy 35 1% b % kilométerenként talalkozik egy-egy

autoval.

Ha az utszakasz felét megtette mar, és ezutan taldlkozik egy masik autdval,
akkor a szembe jov6 auté nem volt még rajta a kérdéses titon, amikor a mi auténk
elindult. Ezért csak azokat az autdkat kell Gsszeszamolnunk, amelyekkel az els6
25 kilométeren taldlkozott. Tudjuk, hogy 7/12 kilométerenként taldlkozik egy méasik
autéval, ezért 25/(7/12) = 300/7 autéval taldlkozik dtlagosan. Ezzel csak azokat
az autdkat szamoltuk meg, amelyek a mi auténkkal szemben haladtak. Viszont
tudjuk, hogy ugyanennyi megy vele megegyez6 iranyban. Ezek szerint atlagosan
600/7 = 85,71 autd volt az iton, de mivel tort szdmui auténak nincs értelme, ezért
kerekiteniink kell. Azt mondhatjuk tehét, hogy az adott id6ben kb. 86 autd lehetett
a teljes utszakaszon.

Szanyi Attila (Bonyhad, Petéfi S. Ev. Gimn., Koll. és Alt. Isk., 10. évf.)

54 dolgozat érkezett. Helyes 28 megoldéds. Hidnyos (1-2 pont) 13 , hibds 12, nem
versenyszerd 1 dolgozat.

G. 726. Az abran ldthaté négy belsé fogaskerék
korbejar, a kilsd pedig dll. (A fogaskerekek mozgdsa
a honlapon megtekinthetd.)

a) Hasonlitsuk dssze a fogaskerckek keringési
idejét!

b) Rakjuk a fogaskerekeket a kizéppontjuk sebes-
sége szerint novekvd sorrendbe!

(4 pont)

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/4 233



ﬁ} 2021.4.6 — 20:22 — 234. oldal — 42. lap KoMalL, 2021. aprilis gf

Megoldas. a) Mivel a fogaskerekek a mozgasuk
soran egymashoz képest ugyanolyan helyzetben ma-
radnak, a kozéppontjaik O pont koriili mozgasdnak
szogsebessége (w) megegyezik, vagyis keringési ide-
jiik is ugyanakkora.

b) A fogaskerekek kozéppontjainak keringési
ideje megegyezik, ezért minél nagyobb sugari korpa-
lyan mozognak a kézéppontok, annal nagyobb a se-
bességiik (v; = mw). A fogaskerék-kozéppontok se-
bességének sorrendje tehat

v <vp <vB <Up.
Cynolter Dorottya (Budapest, Veres Palné Gimn., 10. évf.)

46 dolgozat érkezett. Helyes 20 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 7, hidnyos
(1-2 pont) 13, hibds 6 dolgozat.

G. 730. Eqgy kerékpdros versenyen az elsé és a mdsodik helyen dllok dllando
vo = 50 km/h nagysdgi sebességgel haladnak. Az elsének d = 100 m elénye van.
Egy adott pillanatban — mdr a cél kézelében — a harmadik helyen dllé rdkapcsol,
vy = 55 km/h nagysdgi sebességgel megeldzi a mdsodikat, és ezt a sebességet tar-
tani is tudja. Az elézés helyétél milyen messze lehet a cél, ha az elsé helyen allo
versenyzd megnyeri a versenyt?

(4 pont)

Megoldas. Az els6 helyen all6 versenyzének az el6zés helyétol szamitva
100 méterrel, azaz 0,1 kilométerrel révidebb téavot kell megtennie, mint a most
méar mésodik helyen 4ll6 versenyzoének. Legyen az elézés helye x tdvolsdgra a céltol!
Ekkor a mésodiknak z tdvolsdgot kell megtennie 55 km/h sebességgel, az elso-
nek x — 0,1 km tavolsdgot 50 km/h sebességgel. Akkor nyeri az els§ helyen allé
a versenyt, ha az el6tte 1évé tavolsagot rovidebb idé alatt tudja megtenni, mint
a masodik.

Tudjuk, hogy egyenletes mozgasnal az id6 a tavolsag és sebesség hanyadosa,
igy a kovetkezé egyenlOtlenséget irhatjuk fel:

z — 0,1 km T
km km *
50 5~ 95 -

Az 50 km/h és az 55 km/h legkisebb kozds tobbszorosével (550 km/h-val)
megszorozva az egyenlotlenség mindkét oldalat, azt kapjuk, hogy

112 —-11km <10z, vagyis z < 1,1 km = 1100 m.

Az elozés tehat a céltol szamitott 1100 méternél kisebb tavolsagnal térténhe-
tett, ha a gyorsabb kerékparos nem tudta utolérni még a célvonal el6tt az elétte
haladoét.

Szanyi Attila (Bonyhad, Petéfi S. Ev. Gimn. és Koll., 10. évf.)

54 dolgozat érkezett. Helyes 27 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 19, hidnyos
(1 pont) 2, hibds 1, nem versenyszerti 5 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

P. 5252. M tomegi, vékony fald csére fonalat

csévéliink, és a fonalat hizva az dbran ldthato mdodon

a csovet dllando sebességgel guritjuk. A csd tisztdn

(Z gordil a wvizszintes talajon. A csé belsejébe kis mé-

retd, m tomegt testet helyeztiink, ami odabent dllan-

dosult szdghelyzetben csuszik, a surloddsi egyitthato
itt p. Mekkora vizszintes fondlerd szikséges az dllandd sebesség fenntartdisdhoz?

(5 pont) Kozli: Viaddr Kdroly, Kiskunhalas

Megoldas. Legyen az allandésult szoghely-
zetben a kis testtol a cs6 tengelyére bocsatott
merdleges egyenes és a cs6 tengelyével parhuza-
mos fiiggdleges sik dltal bezart szog ¢. Jeldljik
az dbrdn lathaté modon a csé altal a kis testre
kifejtett, sugariranyd nyomder6 nagysagat N-nel,
az érintSirdnyu surlodasi erét pedig S-sel.

F

A kis test sem a sugar, sem az érint6 iranya-
ban nem gyorsul, emiatt

N —mgcosp =0,

illetve

. . S
S —mgsinp =0, vagyis tgy= N =M
Legyen a csé tengelyének allandé sebessége v. Ehhez a fonalat valamekkora
F er6vel és 2v nagysdgu sebességgel kell huznunk. Mivel a cs6 csuszasmentesen
gordiil, a cs6é minden pontja a tengelyéhez képest v sebességgel mozog, azaz a kis
test és a csoO faldnak relativ sebessége az érintkezési pontban v.
A surlédas folytan idOegységenként disszipdlt energia Sv, ezt a huzderd telje-
sitménye fedezi:

Sv=F-2v,
azaz
FZES:@singo:@itg@ _mg__K
2 2 2 J1+tg%o 2 /14 p?

Varga Vdzsony (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

39 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos
(1-3 pont) 16, hibds 1, nem versenyszer(i 1 dolgozat.
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P. 5262. Forma 1-es pilotdk olyan versenyen vesznek részt, ahol nem a legna-
gyobb sebességgel lehet eredményesen szerepelni. Eqy kijelolt, d = 1250 m hosszi-
sagu tdvolsagot dllando sebességgel kell megtenni, majd mindenkinek a = 2 m/s2
lassulassal kell megdllni. Az gydz, aki az induldstdl szamitva a legrévidebd idd alatt
all meg.

a) Mekkora sebességgel kell haladnia az dllandd sebességi szakaszon a gydztes
pildtanak, ha a lehetd legrovidebd idé alatt akar megadllni?

b) Mekkora utat tesz meg ekkor az induldstdl a megdlldsig?

(4 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs

I. megoldas. a) A d = 1250 m hosszisdgi szakaszt alland6 v sebességgel

haladva t; = d/v id8 alatt teszi meg az aut6, majd allandé a = 2 m/s” lassuldssal
to = v/a id6 alatt tud lefékezni. A teljes menetid6

d v
t=—+—.
vooa

Ennek a t(v) kifejezésnek keressiik a minimumat.

Az A szdmtani és a G mértani kozepekre vonatkozé nevezetes G < A egyen-

16tlenség szerint
d v
[ /d v \/E
—_ = > —_. = = _ = 25 s
2 2 v oa a °

vagyis a gybztes id6 legalabb 50 s. Ez a hatédreset akkor valésulhat meg, ha a ko-
zépértékekben egyenlé nagysagu mennyiségek fordulnak eld, vagyis

TV war v=Vda=50 2 =180 kTm
S

Ekkora sebesség mellett t1 = to = \/d/a = 25 s.

b) A verseny nyertesének teljes uthossza:

a d 3

@
2

Schmercz Blanka (Budapest, ELTE Apdczai Csere J. Gyak. Gimn., 10. évf.)
II. megoldas. Az egyenletes mozgds v sebessége és a teljes menetid6 ()

kapcsolata:

d
7+E:t, vagyis vzfv(at)Jrad:O.
v ooa

Ez az egyenlet (adott d, a és ¢ mellett) v-re nézve masodfoki, aminek akkor van
megoldasa, ha a diszkriminansa nemnegativ:

d
(at)2 —4ad > 0, azaz t> 2\/> =50 s.
a
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a) A minimdlis id6t visszahelyettesitve a mésodfoku egyenletbe azt kapjuk,
hogy

v? —20Vad + ad = (v — \/ad)2 =0,
tehdt a gybztes sebessége
v = Vad = 50 o
S
b) Az egyenletes mozgds ideje

1250 m

1=

s m =25s,

S
tehat a fékezés ideje to = 25 s. A fékezés sordn megtett 1t

2

al2:%:625m7

a teljes Ut pedig d 4+ dy = 1875 m.

Megjegyzés. A feladat szovege nem adott informéciét az ,indulds” koriilményeirél.
A megoldas soran feltételeztiik, hogy a d hosszisigu szakasz elejére méar v sebességre
felgyorsulva érkeznek a versenyzok, és ,induldsnak” az idomérés kezdetét tekintjiik.

Fekete Andrds Albert (Pécs, Lebwey Klara Gimn., 12. évf.)

102 dolgozat érkezett. Helyes 69 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 13, hidnyos
(1-2 pont) 10, nem versenyszer( 10 dolgozat.

P. 5267. Pista vizsgdlgatja szemiivegét. A szemiiveg a Nap fényét a lencsétdl
50 cm-re fokuszdilja. Eszreveszz’, hogy a Nap fényét visszaverve két fényesebb pont
(fokuszpont) is taldlhatd, az egyik 17, a mdsik 7 cm-rel a lencse elétt. Mekkora
a lencse anyagdnak torésmutatdja?

(5 pont) Tichy Géza (1945-2021) feladata

Megoldas. Vizsgdljuk azt az esetet, mikor a Nap fénye visszaverédik. Ekkor
két fokuszpont lathaté. Az egyik a lencse Nap feléli oldalardl kozvetleniil visszave-
r6dé fénysugarak taldlkozasi pontja. Mivel ezek a sugarak ténylegesen fékuszaldd-
nak, nyilvan egy homoru feliiletrél verédnek vissza. Tehat a lencsét hatarolé egyik
gombfeliilet kiviilr6l nézve homort, a sugara legyen R;.

A lencse a rajta teljesen athalad6 napsugarakat is fokuszélja, vagyis gyiijté-
lencse. Ez akkor teljesiil, ha a lencsét hatarolé maésik gombfeliilet kiviilr6l nézve
dombort, és a gorbiileti sugara Ry < Rj.

A Nap fel6li oldal masik fokuszpontjdban azok a fénysugarak taldlkoznak, ame-
lyek a homort gémbfeliileten belépnek a lencsébe, a lencsét hatarolé masik gémb-
feliiletrél visszaverddnek, majd ismét athaladnak a lencsén és végiil kilépnek ab-
bél. A nagyobb gorbiileti sugard, homord gémbfeliiletnek (mint homoru titkornek)
a fokusztavolsdga f1 = R1/2, és ez a megadott 7 és 17 cm valamelyike. Konnyen
belathatd, hogy a két érték koziil a nagyobb tartozik ehhez a tiikérhoz, hiszen
a ,hétsd” tiikkor fékusztdvolsdga (Ro < Rp miatt) mér énmagdban kisebb, mint
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az ,els6” tiikoré, és ezt a tavolsagot a gytijtélencsén vald kétszeri athaladas még
jobban csokkenti.

Ezek szerint Ry = 0,34 m, és a masik fokusztavolsag fo = 0,07 m, ami

1 1
Dereas = — = 1473 -
I2 m

dioptridnak felel meg. Tudjuk még, hogy a lencse fékusztavolsaga flencse = 0,5 m,
vagyis a lencse dioptridja:

1 1
chncsc =—=2—.
flencse m

A leképz6 eszkoz egy hdrom részbol (két lencsébdl és egy titkorbél) allé rend-
szerként képzelhet6 el. Az egymds mogé helyezett vékony lencsék dioptridja és
a homoru tiikor dioptridja 6sszeadddik:

2
Dcrcdé = chncse + + chncsc~
Ro

Innen a domboru feliilet gorbiileti sugara kiszamithato:

2
Ry = =0,194 m.
? Dered6 - 2Dlencse

A homori-dombort lencse

1 1
Dlencse = (’I’L - ]-) <R2 - }%1)

dioptriaju, ahonnan a lencse anyaganak keresett torésmutatéja:

Dencse
nzill —+1=1091.
R: ~ Ri

Toronyi Andrds (Budapest, Badar-Madas Ref. Gimn., 11. évf.)

18 dolgozat érkezett. Helyes Bonifert Baldzs és Toronyi Andrds megolddsa. Kicsit
hidnyos (4 pont) 2, hidnyos (2-3 pont) 14 dolgozat.

P. 5270. A radon 222-es izotopjanak felezési ideje 5508 perc. Hdny nap eltel-
tével csokken egytizedére a radon aktivitasa?

(4 pont) Tankényvi feladat nyomdn
Megoldés. A sugdrzé anyag aktivitas ardanyos az el nem bomlott atommagok
szamaval:
Ar) = 2N ),
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(No a kezdeti
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s C1a s 1\t/T
ahol T' = 5508 perc a felezési id6, t az eltelt id6 és N(t) = NO(E)

atommagszam).
Keressiik azt az eltelt ¢ id6t, amelyre

1 . In2 2 N,
A(t) = TOAO’ vagyis 7N(t) == 1o
tehat
1 t/T NO 1 t/(5508 perc) 1
NO o = - azaz — E——
2 10 2 10
Eszerint

t ~1g0,1
5508 perc  1g0.,5

= 3,322,

vagyis a keresett id6:
t = 18297 perc ~ 12,7 nap.

Barta Gergely (Szeged, Radnéti M. Kis. Gimn., 12. évf.)

91 dolgozat érkezett. Helyes 67 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 13, hidnyos
(1-2 pont) 8, hibds 3 dolgozat.

P. 5274. Az dbran ldthatd, 3L hosszusdgu, elhanyagolhato tomegt, merev rid
a bal oldali végétdl L tavolsdgra lévd, rigzitett vizszintes tengely koril surloddsmen-
tesen foroghat a fiiggdleges sikban. A rid végeihez m, illetve 2m tomegii, kis méreti
testeket erdsitink, és a rudat vizszintes helyzetben tartjuk. Egy adott pillanatban

a rudat elengedyiik.
4\ .
! m
! L 2L
® @
m

@ 1
tengely )

a) Mekkora a rid dltal a tengelyre kifejtett erd ridirdnyd dsszetevdje abban
a pillanatban, amikor a rid o szdget zdr be a vizszintes irdnnyal?

b) Hatdrozzuk meg az « szdget abban a pillanatban, amikor a rid dltal a ten-
gelyre kifejtett teljes eré 4mg nagysdgu!
(5 pont)

Megoldas. a) A feladat megolddsa sordn kihaszndljuk, hogy a rud témege
elhanyagolhatéan kicsi, ezért a rudra haté erék és forgatényomatékok ereddje is
zérus. Legyen a rud &ltal a testekre kifejtett eré radirdanyu osszetevéje K és Ko
(1. dbra). (A ridra merdleges irdnyban haté eréket az dbrén nem tiintettiik fel.)

Kozli: Kotek Laszlo, Pécs
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K
\m

2mg

1. dbra

A rendszer tehetetlenségi nyomatéka:
0 =mL? + (2m)(2L)° = 9mL>.
Az energiamegmaradas torvényét felhasznalva kiszamithatjuk a rad « szogii elfor-

duldsdhoz tartozd w szogsebességet:

1
5@&12 +mgLsina — 2mg(2L) sina = 0,

1
3 (9mL?)w? = 3mgLsin a,

ahonnan

2 _ 29 .
w® = —sina.

3L

A dinamika alapegyenlete szerint a ridirdnyd mozgasegyenletek:

2m(2L) w? = Ky — 2mgsina,

vagyis
Ky = gmg sin a,
illetve
mLw? = mgsina — K1,
tehat

1
K, = gmgsin Q.

A r1id 4ltal a tengelyre kifejtett eredd erd ridirdnyt (radidlis) komponensének
nagysaga az elhanyagolhat6 tomegii rud mozgasegyenletébdl adodik:

K1+K2_Frad:07
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vagyis
Fioqa = K1 + K5 = bmgsina.

b) A rid a ridra merdleges irdnyban is fejt ki er6t a testekre, hiszen azok a kor-
palydjuk érintdjének irdnydban (tangencidlisan) is gyorsulnak. Jelsljiik az érint6
irdnyd er6ket Fi-gyel és Fh-vel, a megfelelé gyorsulasokat pedig a;-gyel és as-vel
(2. dbra).

2L Fy

2m

a2

2mg

2. dbra

A rtdra haté eredd forgatényomaték (a rid elhanyagolhatéan kicsi tehetetlen-
ségi nyomatéka miatt) nulla:

F L = F»(2L).
Hatarozzuk meg a rendszer § szoggyorsuldsat!
O = 2mg(2L) cosa — mgL cos a,
9mL?B = 3mgL cos o,

ahonnan

-9
8= 3Lcosa.

A testek tangencidlis gyorsuldsa
1
a1 =LB = ggcosa,

illetve

2
as =2LG3 = ggcosa.
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A dinamika alapegyenletét a ridra merdleges iranyra felirva:

1 4
gmg cosa = F} —mgcosa, vagyis F1 = -mgcosa,
2
(2m)§g cosa = 2mgcos a — Fy, azaz = 3mg cos o

A rud Altal a tengelyre kifejtett ered6 eré tangencialis komponensének nagy-
saga
Fian = F1 4+ F5 = 2mgcosa.

A megadott feltétel szerint

F2

rad

+ F?

tan — 4mg7
16 m%g? = 25 m?g? sin? o + 4 m?g? cos® o,

16 = 25sin*a + 4 (1 —sin® a)

4
« = arcsin \/; = 49,1°.

Somldn Gellért (Pécsi LeSwey Klara Gimn., 11. évf.)

azaz

46 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos
(1-3 pont) 30, hibds 4, nem versenyszer(i 1 dolgozat.

P. 5282. Légpdrnds asztalon mdgneskorong mozog eqy fémlap felett. Az or-
vénydramok hatdsdra a sebességgel ardnyos fékezderd hat a korongra. Egy alumi-
niumlap felett haladva a korong 30 cm ut megtétele utdn dll meg, eqy rézlap felett
ugyanez a tdvolsdg csak 20 cm. Mekkora it megtétele utdn dll meg a mdgneskorong,
ha eldszor eqy 15 cm széles rézlap felett halad el, majd egy aluminiumlap felett foly-
tatja mozgdsdt? (A korong kezddsebessége mindhdrom esetben ugyanakkora.)

(6 pont) Kozli: Gnadig Péter, Vacduka

Megoldas. Legyen a korongra haté er6 nagysiga F', a sebesség és az erd
kozotti ardnyossagi tényez6 C, vagyis

F=C- v
Az er6lokés definicidja szerint a lendiiletvéltozast okozé erd nagysiga

Al

===
At’

ebbdl CvAt = mAwv.

Osszegezziik a kicsiny At idStartamokhoz tartozé sebességvaltozasokat:
c Z vAt =m Z Av.
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A bal oldalon szerepld Gsszeg a megtett tttal, a jobb oldali 6sszeg pedig ezen 1t
soran bekovetkezd teljes sebességvaltozassal egyenlo:

C - s =m(vy — Uyégss)-
Az aluminiumlapndal valamekkora C,y,., a rézlapndl pedig egy Ci¢, aranyos-

sagi tényezdvel hatarozza meg a fékezberé és a sebesség kapcsolatat. A megalldsig
befutott utak ismeretében:

(1) Ca1u.(0,3 m) = muy,
illetve
(2) Créz(0,2 m) = muy.

A harmadik esetben bontsuk két részre a mozgast. A rézlap felett mozgd még-
neskorong sebessége vp-rol valamekkora vig,tes-re csokken, majd az aluminiumlap
felett mozogva = it megtétele utan megéll. Felirhatjuk, hogy

Créz(0,15 m) = m(vo — Vkeates),

valamint

C’alu.:l; = MUkoztes-

A fenti két egyenletet 6sszeadva kapjuk, hogy
(3) Calu.® + Ci,(0,15 m) = muy.

Fejezziik ki az (1) és (2) egyenletbdl az ismeretlen fékezési tényezSket, majd
helyettesitsiik be azokat (3)-ba:

muvg muvg
0,15 m =
03m " T o2m o m=m
tehat
r 0,15 m
0,3m 0,2m’
ahonnan
0,15

z=03m—-03m-

0.2 =0,075 m = 7,5 cm.

Tehat a harmadik mozgas sordan a méagneskorong 15 cm-t halad rézlapon, és
7,5 cm-t aluminiumlapon, igy Gsszesen 22,5 cm 0t megtétele utan all meg.

Fekete Andras Albert (Pécs, Lebwey Klara Gimn., 12. évf.)

31 dolgozat érkezett. Helyes 24 megoldds. Kicsit hidnyos (5 pont) 3, hidnyos
(1-3 pont) 4 dolgozat.
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P. 5286. Egy R sugari, homogén tomegeloszldsi,
@ szoggel ,hidnyos” vékony hengerpaldstot vizszintes
asztalra fektetink az abran ldthaté mddon. A henger-
v paldstot kissé kimozditjuk egyensulyi helyzetébdl, majd
elengedjik. Hatdrozzuk meg a hengerpaldst rezgémoz-
gdsdnak periodusidejét! Feltételezhetjik, hogy surlodds
elegendden nagy, igy a hengerpaldst a rezgdmozgds
kozben nem csuszik meg.

Adatok: R=10,2 m; ¢ = /3.

(5 pont) Kozli: Takdcs Arpdd, Budapesti Berzsenyi D. Gimn.

Megoldas. Legyen a hengerpalast hidanyzo részének tomege m, ekkor a hianyos
hengerpalast tényleges tomege 5m. Els6 1épésben hatarozzuk meg az bm tomegi
test T tomegkozéppontjanak helyét, annak a talajtdl mért r tdvolsdgat (1. dbra).
A hidnyz6 rész tomegkozéppontja (ha ott lenne anyag) a henger tengelyétél

sm<p/2R _ 3R
w/2 0

tavolsidgra van. Ha az m tomegl és az bm tomegi részeket egy teljes hengerré
illesztenénk 0ssze, annak tomegkozéppontja éppen a henger tengelyére, vagyis
az O pontba keriilne:

d:

= R, ahonnan r= =(1—-—

S5mr +m(R+d) 5R—d 3 R
6m ) o ’

S

1. dbra 2. dbra

Hatarozzuk meg ezutan a hidnyos hengerpalasnak a 7' tomegkozépponton at-
mené tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékat. Felhasznédlva a Steiner-
tételt:

00 = Or +5m(R —r)? = 5mR?,
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ahonnan

9
= 21— )
@T 5mR ( 2571_2 >

Vizsgédljuk meg a hidnyos hengerpalast mozgdsanak dinamikai egyenleteit!
Vegyiik fel a test kicsiny « szogl elfordulasakor fellépd ertket, az elmozdulést és
a gyorsulast, valamint a szoggyorsulast a 2. dbrdn lathaté mdédon. Mivel kis sz6-
gekre sina &~ « és cosa &~ 1, a témegkodzéppont vizszintes elmozdulasa:

z=—-Ra+ (R-r)sina~ —ra,

a fiiggbleges elmozdulds pedig a?-tel ardnyos nagysigi, tehat masodrendiien (el-
hanyagolhatéan) kicsi. Ennek megfelelden a tomegkozéppont gyorsuldsanak kom-
ponensei:

7

ay = —1f3 és a, =0,
ahol 8 a test szoggyorsulasa.
A Newton-féle mozgasegyenletek:
Sma, = S, vagyis S = —bmrp,
illetve
0= K — 5myg,
a tomegkozéppont koriili forgds dinamikai egyenlete pedig

OrB=S[R—(R-r)cosal — K(R—r)sina.

Ismét alkalmazva a kis szogek szogfiiggvényeire érvényes kozelito képleteket, vala-
mint S és K fentebb kiszamitott kifejezéseit behelyettesitve kapjuk, hogy

(O7 + 5mr?)f = —5mg(R — r)a.

Ebbél 14thaté, hogy
Smg(R—r) 9
Or +omr2 “ - YD

B =

vagyis az « szog idobeli valtozasa egy w korfrekvencidju harmonikus rezgémozgas.
A mozgds periédusideje (O és r kordbban kiszdmitott értékének behelyettesitése
utdn):

21 (10m — 6)R

T=—=27

~ 2,6 s.
w 39 oS

Somldn Gellért (Pécs, Lewey Klara Gimn., 11. évf.)
19 dolgozat érkezett. Helyes Somlén Gellért, Toronyi Andrés és Téglds Panna meg-

oldésa. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos (1-3 pont) 14 dolgozat.
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P. 5289. Egy transzmisszids, nagy felbontdsu optikai rdcsra, melynek rései
fiiggdlegesen dllnak, pdrhuzamos, monokromatikus fénynyaldbot bocsdtunk. Kisérle-
tiinkben a fénynyaldb merdleges az optikai rdcsra, és a racson valé dthaladds utdn
elsé rendben 30°-kal téril el jobbra is és balra is. Ezutdn a rdcsot a kozépsd rés
mint tengely koril 30°-kal elforgatjuk. Milyen irdanyokban lép ki most fénynyaldb
a rdcsbol?

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

Megoldas. Ha a fénynyaldb merdleges az optikai racsra és a nyalab els6 rend-
ben 30°-o0s szogben tériil el, akkor a racson két szomszédos résen elhajlo fénysugar
utkiilonbsége:

As = dsin 30°,
ahol d a racsallandéd. Legyen a hasznélt fény hulldmhossza A. A nyaldb els6 rendben

tériil el 30°-kal, vagyis ekkor két szomszédos résen elhajlo fénysugar utkiilonbsége
éppen A. Innen kifejezhetjiik a racséllandot:

A
A = dsin30° = d=—7= =2\
- sin 30°
/ A kisérletben a racsot ¢ = 30°-kal elforgat-
Asi 4 Aso juk. Ekkor a fénysugarak mar eleve valamekkora
a‘p utkiilonbséggel érkeznek a racshoz. Két szomszé-
Ve A dos résen elhajlé fénysugar kezdeti utkiilonbsége

legyen Asp. Tegyiik fel, hogy a racsot az éramu-
tato jarasaval egyez6 irdanyba forgattuk el, ekkor
az dbran lathaté elrendezést kapjuk.

Az abra alapjan a kezdeti utkiilonbség:

Asy =dsing = 2Asin30° = A.

A fénysugarak a réseken elhajlanak, ezzel megvialtozik az utkiilonbségiik.
A racsra merdleges egyeneshez képest « szoghben elhajlé szomszédos fénysugarak
récs dltal 1étrehozott ttkiilonbsége legyen Ass. Legyen o > 0, ha a fénysugarak
a rdcson jobbra hajlanak el (az dbra alja felé), és legyen o < 0, ha a fénysuga-
rak a rdcson balra hajlanak el (az dbra teteje felé). A kezdeti irdnyhoz képest
a fénysugarak elhajlasa 5 = ¢ + « nagysagui. (8-ra is ugyanazt az eléjelkonvenciét
alkalmazzuk, amit a-ra.) Ahhoz, hogy a fénysugarak erdsitsék egymadst, az dsszes
utkiilonbségiiknek a hullamhossz egész szamu tobbszorosével kell megegyeznie:

Asy + Asy =nA = Asg =nA—As; = (n— 1)\
A rés altal létrehozott utkiilonbség igy irhaté fel:
Asy =dsina = (n— 1)\
Innen kapjuk, hogy

A A n—1
sma=Mn—-1)-=Mn—-1)——, vagyls sina=-——-.
(n=1)5 = (=15, vagy .
246 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/4



ﬁ} 2021.4.6 — 20:22 — 247. oldal — 55. lap KoMalL, 2021. 4prilis gf

Mivel 0 < o < 90°, ezért a fenti kifejezésnek csak akkor van megolddsa a-ra,
han a0, 1 és 2 értékek valamelyikét veszi fel. Ekkor a megoldédsok:

o= -30°, 0°, 30°;
vagyis az eltériilés a kezdeti irdnyhoz képest:
B=a+¢=0° 30° 60°

Az elhajldsi rendeket gy szdmozzuk, hogy az utkiilonbség nA-val legyen egyenld.
Ennek megfelel6en a fénynyaldb nulladrendben 3 = 0°-kal, els6 rendben jobbra 30°-
kal, masodrendben pedig jobbra 60°-kal tériil el, ha a racsot az éramutaté jarasaval
megegyezd iranyban forgattuk el.

Toronyi Andrds (Budapest, Baiar-Madas Ref. Gimn., 11. évf.)

18 dolgozat érkezett. Helyes 11 megoldés. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos (1 pont)
2, hibéas 1, nem versenyszert 2 dolgozat.

P. 5291. Egy szénmonozid-érzékels berendezés akkor ad riaszté jelzést, ha
a CO-gdz stirisége a levegében eléri a 4 - 10~° kg/m3 értéket.

a) Hdny CO-molekuldt lélegzik be ilyenkor az ember egyetlen 500 cm®-es Iéleg-
zetvétellel?

b) Mekkora eqy CO-molekula dtlagos energidja a tiddében 37 °C-on?
¢) Mekkora a sebessége egy dtlagos energidval rendelkezd CO-molekuldnak?

(4 pont) Egyetemi felvételi feladat nyomdn

Megoldas. a) 500 cm? levegében 1évé CO-molekuldk dssztomege:
k
m = (4 107 %) (5-107* m®) =2-107° kg.
m

Egyetlen CO-molekula tomege:

0,028 kg/mol

= =4,65 - 10720 kg.
6,022 102 (1/mol) &

Mo

Ezek szerint 500 cm? levegében 16vé CO-molekuldk szdma:

N 2-107% kg

=— = =43-10'°
mo 4,65 -10~26 kg ’

b) Egyetlen (f = 5 szabadsdgi foki) CO-molekula dtlagos energidja:

f 5

J
E=2kT==-{138-107%2 =) -310 K=1,07-1072° J.
2 2 ( K) ’

¢) A mozgdsi energia 3 szabadsigi fokdra dtlagosan

3 -
En==-FE=642-10727J
5
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energia jut. Eszerint a molekuldk 4tlagos sebessége (pontosabban fogalmazva a se-
bességnégyzet atlaganak négyzetgyodke):

2.6,42-10721 J m
= : ~ 525 —.
v V \/465-10—26kg 525
Déra Mdrton ( Budapest ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 11. évf.)

84 dolgozat érkezett. Helyes 34 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 26, hidnyos
(1-2 pont) 17, hibds 6, nem versenyszer( 1 dolgozat.

P. 5301. Pontszerd @ toltés elektromos erdterében, téle R tdvolsdgban sza-
badon forgo, p momentumi, pontszert elektromos dipolus van. Mekkora munkdt
kell végezniink, ha a dipdlust a rdgzitett t6ltéstél nagyon messzire (a pégtelenbe”)
tavolitjuk?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

I. megoldas. A dipdlus szabadon foroghat, ezért a mozgas soran a dipélus
Q-val ellentétes elGjeli toltése a lehetd legkozelebb lesz Q-hoz, a vele azonos el6-
jelli pedig a lehetd legtdvolabb. Ez akkor teljesiil, ha a hdrom téltés (Q, —q, ¢
sorrendben) egy egyenesen fekszik.

Mekkora a potencidlis energidja a rendszernek, ha a dipdlus R tavolsagra
van (-t6l? Legyen ¢ a dipdlus azon toltésének nagysdga, amely azonos el6jelit
Q-val, valamint legyen a dipélus két toltésének tévolsaga £. A dipdlus erdssége
(momentuma) p = ¢gf. A dipélust akkor nevezziik pontszertinek, ha az ¢ tavolsag
0-hoz, q pedig el6jelétol fliggben +oo-hez tart. Véges toltéstavolsag esetén

(0@ , 4@ :kqQ( L ):

E =
pot kaz/z R+1/2 R+10/2 R—1/2

p

ql _ .n_ P
kQR2f£2/4’

= —k’ _—
QR2 —02/4

pontszertl dipdlusra (¢ < R) pedig Epor = —k%. Mivel g és @ azonos elGjeliiek,
ezért Q és p is azonos elGjelli. Eszerint a pQ) szorzat biztosan pozitiv, tehat a po-
tencialis energia mindig negativ. A ,végtelenben” ez a kifejezés nulla értéket vesz

fel.
Ahhoz, hogy végtelen messzire vigyiik a dipdlust,
—kQp PQ
W:AEpotZO—( R2 >_k1%2>0

munkat kell végezniink.
Gurzd Jozsef (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
II. megoldas. A szabadon forgé dipdlus gy &ll be, hogy a pozitiv fele Q-1
legtdvolabb, a negativ fele pedig @-hoz a lehet6 legkozelebb legyen. (Feltételez-

tiik, hogy @ > 0. Amennyiben @ < 0, a megoldas ugyanigy érvényes marad, ha
valamennyi t6ltés el8jelét megforditjuk.)
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Mivel az elektrosztatikus erétér konzervativ, barmilyen moédon eltavolithatjuk
a dipdlust a ponttoltéstél, a munkavégzés csak a kezdeti- és a végallapottdl fiigg.
Forgassuk el a dipdlust elészor 90°-kal igy, hogy a momentumaéanak iranya a dipdlust
a ponttoltéssel 6sszekoto egyenesre merdlegessé valjék. Az elforgatas soran W = pFE
munkat kell végezniink, ahol E a ponttoltés térerdssége a dipolus helyén:

(Ezt a képletet ugy lathatjuk be, hogy meggondoljuk, mennyi munkdt kell vé-
gezziink, ha a dipdlus +q toltését elforgatassal az ottani elektromos térerdsséggel
ellentétes irdnydban ¢ tévolsdggal odébb helyezziik.)

Az elforgatott helyzetben a dipdlusra forgatényomaték és az E térerésségre
merdleges irdnyban er6 hat, de az E irdnyd erd nulla, barmekkora is R. (A +q
toltésre az elektromos tér egyforma nagysdgi, de majdnem ellentétes irdnyu erét
fejt ki.) Az elforgatott dipdlust tehdt a rajta dthaladé er6vonal mentén tetszés
szerinti tavolsagra elmozdithatjuk anélkiil, hogy munkat végeznénk. fgy a folyamat
soran végzett teljes munka

_ PR

W - kﬁ.
Varga Vidzsony (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

22 dolgozat érkezett. Helyes 12 megoldds. Kicsit hidnyos (2-3 pont) 2, hibds 3, nem
versenyszerl 5 dolgozat.

Fizikabdl kitilizott feladatok

i / M. 404. Az dbra szerint felfiiggesztett vékony fala

labdét kis kitéréssel lenditsiik ki a fonalak sikjara me-
rélegesen, majd mérjiikk meg a lengésidét (77). Ezutdn
a nyugalomban 1év6 labdat forgassuk el kissé a fliggleges
tengelye koriil, és mérjilk meg a torzids lengésid6t (T»).

m A\Tl A mért értékekbdl szamitsuk ki a % arényt!
(6 pont) Kozli: Németh Ldszlo, Fony6d
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G. 741. Tegyiik fel, hogy a hébortos otleteirdl ismert multimillidrdos, Elon
Musk tgy akarja kozvetleniil meghatarozni a Fold koriil geostacionarius palyan
kering6 miiholdak szamat, hogy ugyanennek a palyanak a kozvetlen kozelébe juttat
egy szamlalé miiholdat, amely nem nyugatrdl keletre, hanem éppen ellenkezéleg,
keletr6l nyugatra halad. Mennyi id6 alatt szamolja meg ez a miihold az Osszes,
a Foldhoz viszonyitva 4llé miitholdat?

(3 pont)

G. 742. Egy egyenes lejto és egy 20 kg tomegli ldda kozotti surlédas olyan
nagy, hogy a ldda magatdl nem csuszik lefelé. Ezt a ladat a lejté aljatdl a tetejéig
3,0 kJ munkaval tudjuk felhizni, mig a liddt a lejté tetejérdl az aljaig 1,0 kJ
munkdval lehet eljuttatni. (A hizderd mindkét esetben parhuzamos a lejtd sikjaval,
a mozgatds pedig lassi.) Mekkora a lejté magassdga?

(3 pont)

G. 743. Egy megpakolt konyhabutor egyik felsé szekré- P 4
nye egy olyan m = 40 kg tomegl téglatest, melynek , mélysége”
a = 40 cm, magassiga b = 75 cm, tomegkozéppontja pedig a geo-
metriai kozépponttal esik egybe. A szekrényt a fallal érintkezd
két felsé csiicsdndl egy-egy tiplis csavarral rogzitik (az dbrdn m b
ezek egymést fedve a P pontban taldlhatdk). A szekrény a fallal
csak az alsé éle mentén érintkezik. Legalabb mekkora hiizoéerot
kell kibirnia a rogzitéseknek kiilon-kiilon, hogy a csavarok ne
szakadjanak ki a falbdl? (A falnél a surlédédst hanyagoljuk el!)

(4 pont)

10 Q 10 Q G. 744. Az dbrdn lathaté dramkor négy egy-
forma, 10 Q-os ellenallasbdl és egy telepbdl all.

a) Mekkora a telep kapocsfesziiltsége, ha a leg-
tobb Joule-hét termeld ellenallds elektromos teljesit-
ménye 360 W?

b) Mekkora a tobbi ellendllds teljesftménye?

10 Q
10 Q

il

(4 pont)

P. 5315. Egy kerékpdros 9 km/h egyenletes sebességgel halad vizszintes tere-
pen, majd 20 mésodperc alatt egyenletesen felgyorsul 18 km /h sebességre. Mekkora
lesz a kerék egy kiilsé pontjanak gyorsuldsa kozvetleniil a gyorsitds befejezése utan?
A kerék atmérdje 72 cm. Mekkora utat tett meg és hdnyat fordult a kerék a gyor-
sitas ideje alatt?

(3 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvaros
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P. 5316. Vizszintes, érdes asztallapon nyugvoé m; t6megi korongnak centrélis,
egyenes iitkozéssel nekicsiszik egy vo = 5 m/s sebességgel érkez6, ma = 1 kg tomegii
maésik korong. A csuszasi surlédés egyiitthatéja az egyes korongokra nézve 1 = 0,1
és o = 0,25.

a) Mekkora a kezdetben nyugvé korong tomege, ha az abszolit rugalmas
iitk6zés utdn egyszerre allnak meg?

b) Milyen tdvol lesznek ekkor egymdst6l?
¢) Az iitkozéstol szamitva mennyi idé milva dllnak meg?

(5 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5317. Egy iskolai bemutatd tavesé tengelye telihold idején pontosan a Hold
kozepe felé irdnyul. Az iskolaudvaron mozditatlanul &ll6 tdves6ben a Hold képe
éppen kitolti a latémezot. Mennyi id6 telik el a telihold feltinése és eltiinése kozott?

(3 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5318. Egyes elképzelések szerint a sotét anyag hipotetikus részecskéi (black-
tonok) gy mozognak az intergalaktikus térben, hogy a sebességiikkel ellentétes
irdnyud erd hat rdjuk. Az er§ nagysdgdanak sebességfiiggését ma még nem ismerjiik,
csak annyit tudunk, hogy két kiilonbozo6 siriiségli térrészben a fékezderék aranya
minden sebességnél ugyanakkora. Bizonyos vy kezdOsebességli blackton-részecskék
egy ritkdbb térrészben 3 fényévnyi ut megtétele utdn allnak meg, a striibb tér-
ben pedig 2 fényévnyi tton fékez6édnek le. Mekkora it megtétele utdn allnak meg
a vy kezdGsebességli blacktonok, ha egy 1,5 fényév vastagsagu, stirtibb réteg utan
a ritkdbb anyageloszlasu térbe jutnak?

(5 pont) Kozli: Gnidig Péter, Vacduka

P. 5319. Vizszintes sikon elcsusztatunk egy m tomegi, ¢ hossztusagu, vékony,
homogén palcat. Egy pillanatban a pélca egyik végének sebességvektora v, a ma-
siké v5. Mekkora ebben a pillanatban

a) a pélca lendiilete;
b) a témegkozéppontra vonatkozé perdiilete;
¢) a teljes mozgési energidja?

(5 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

P. 5320. Fiiggoleges falbdl két azonos magas- | L
sagban bevert szog all ki, melyek tdavolsaga L. A szo- ‘
gekre egy kotelet fektetiink ugy, hogy annak beld-
gasa H. Becsiiljiik meg a kotél teljes hosszat, ha tud-
juk, hogy

a) H< L;

b) L < H.

A sirlédas mindeniitt elhanyagolhato.

(5 pont) Kozli: Berke Martin, Budapest
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P. 5321. Fiiggbleges, alul zart henge-
rekben 1év6, kiillonboz6 tomegl, surlédés-
mentesen mozgd dugattyuk azonos térfo-

e gatd, azonos hémérsékletid hélium-, illetve
i T i T oxigéngazt zarnak el. A gizokat lassan azo-
He (o)} nos hémérsékletre melegitjiik fel. A melegi-

tés soran az oxigén belsOenergia-valtozasa
2,5-szer, a taguldsi munkaja pedig 220 J-lal nagyobb, mint a hélium esetében.

a) Hatérozzuk meg a gdzok kezdeti nyomdsdnak ardnyéat!
b) Mennyit hét kozoltiink a melegités sordn a héliummal, illetve az oxigénnel?
(4 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs

P. 5322. Egy digitalis fényképezdgép téglalap alaki szenzorianak mérete:
23,5 mm x 15,6 mm, és ez a szenzor 6045 x 4003 képpontot képes rogziteni. Oldal-
rél, 20 méter tavolsdgbdl lefényképeziink a géppel egy 40 km/h sebességgel haladé
motorcsénakot.

Mekkoranak valasszuk a 35 mm gyujtotavolsagi objektivvel felszerelt fényké-
pezogép expoziciés idejét, ha nem szeretnénk, hogy a motorcsénak képe ,,bemoz-
duljon” (életlenné valjon)?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gabor, Budapest

2 kQ 2 kQ P. 5323. Az dbrdn lathaté ellendl-
lasrendszer A pontjaban I = 40 mA er6s-

ségii elektromos aram be-, a B cstcsnal

A Lk B kifolyik.

I 1 a) Mekkora elektromos dram folyik
az egyes ellenalldsokon?

1kQ 5 kQ b) Mekkora az elektromos teljesit-
mény az egyes ellenalldsokon?

¢) Mekkora egyetlen ellendllassal lehetne helyettesiteni ezt az ellendllds-
rendszert?

(4 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 5324. Kozép-Afrikdban, egy Kinshasa melletti urdnbéanyédban az egyik mii-
szak altal kibdnydszott kdzet urdnszurokére (U3Og) tartalma 10 tonna volt.

Becsiiljiikk meg, hogy mennyi radium volt a kézetben!

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5325. Egy kamraban hosszi ideje miikodik egy fagyasztdldada. A hémérsék-
let a 14dan beliil —20 °C, a kamraban 25 °C, a kamran kiviil, a lakds tobbi részén
pedig 20 °C van. Mekkora lesz hosszu id6 utdn a kamraban a homérséklet, ha még
egy ugyanilyen fagyasztéladat bekapcsolunk?
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Feltehetjiik, hogy a lakas hémérséklete a kamran kiviil nem valtozik. A hiitola-
dékat tekintsiik idedlis Carnot-gépeknek, amelyek termosztatja Ggy van bedllitva,
hogy beliil fenntartja a —20 °C-os hémérsékletet.

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy

Aprilisi potfeladat.* Egy fiiggdleges fali medence a csap kinyitdsa utan
T id6 mulva telik meg. Ezt a vizmennyiséget a lefolyényilas megnyitasa utan 27" id6
alatt lehet leereszteni. Mennyi id6 alatt telik meg a medence, ha nyitott lefolyényilas
mellett szeretnénk a medencét a csap megnyitasaval feltolteni?

Kozli: Radnait Mdrton, Budapest

%

Bekiildési hatarid6: 2021. majus 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

elérhet6 anonim kérdéivet mindazok kitolt-
hetik, akik ismerik, vagy akar nem isme-
rik a KoMal tartalmat és pontversenyeit,
kiilon-kiilon a didkok és nem didkok (szii-
18k, tandrok, kutatdk, érdekléddk). Minél
tobben kiildik vissza a honlapunkon megta-
kérdéiv didkok lalhaté online tirlapokat, anndl tobbet tud- kérddiv nem

részére nank meg jovébeni olvasdink igényeirdl. didkok részére

A honlap f6oldalardl (www.komal.hu) E o E

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 71. No. 4. April 2021)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition C (see page 223): Exercises up
to grade 10: C. 1665. Each letter of the word KOMAL denotes a digit in decimal
notation. Given the equalities below, determine the value of the five-digit number KOMAL.
(1) M+ O0+L=KA, (2) O+L=KK, (3) K+ O+ M =10, (4) A-L = 42. C. 1666.
In an acute-angled triangle ABC, let K and D, respectively, be the intersections of the
interior angle bisector drawn from point A with the interior angle bisector drawn from B,
and with side BC. The perpendicular drawn to angle bisector AD at point K intersects
side AB at point E. F is the foot of the perpendicular drawn from point E to BC.
T is the foot of the perpendicular drawn from point D to line AB. Prove that T lies
on the circumscribed circle of triangle K EF. Exercises for everyone: C. 1667. Let
A= (DN D+ D7 ()PP B =(22) (227 (<2 o+ (-2

* A pétfeladat megoldédsa bekiildhetd e-mailben a szerk@komal.hu cimre, de nem szamit
bele a pontversenybe.
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and C' = (=3)" 4 (=3)> + (=3)® + - - - + (—=3)*”*!. Determine the last digit of the number
B+ C—A. C. 1668. The midpoints of sides AB, BC, CD, DA of a parallelogram
ABCD are E, F, G, H, respectively. The lines AF and AG intersect diagonal BD at
points K and L, respectively. Show that the sum of the areas of triangles FF K and GHL
equals the area of triangle EK L. C. 1669. Let N be abc a three-digit number in decimal
notation. The value of a number M = abc represented in some non-decimal notation is 2N.
Determine the number N. Exercises upwards of grade 11: C. 1670. Given that a
and b are integers such that 3a — 2b is divisible by 13, prove that 4a + 19b and 38a + 57b
are also divisible by 13. C. 1671. Line segments AE, BF', CG, DH are perpendicular
to the plane S of parallelogram ABCD, in the same half space formed by plane S. T
and t denote the areas of quadrilaterals CGEA and DHF B, respectively. Prove that if
% = %, then the points F, F', G, H are coplanar.

New exercises — competition B (see page 224): B. 5166. Are there prime
numbers p, r greater than 3 such that the sum of the digits of 2p® + 7r2 4+ 2021 should
be a perfect square? (3 points) B. 5167. Consider two circles in the plane that have
common interior tangents. Show that the circle passing through the points of contact of
the internal tangents bisects the line segment connecting the centres of the two original
circles. (3 points) (Proposed by the class 8C of Fazekas Mihdly Primary and Secondary
Grammar School of Budapest) B. 5168. Each of the integers 1 to 100 is written on a piece
of paper. 16 pieces of paper are selected out of the 100 pieces. Is it certain that there will
always be four pieces of paper among the selected ones such that the sum of the numbers
on two of them equals the sum of the numbers on the other two? (6 points) B. 5169. Find
the real solutions of the equation &/2z + 11 + ¥/3x +4 = V= + 9+ 4z + 6. (5 points)
(Proposed by M. Szalai, Szeged) B. 5170. Let o and 8 be acute angles such that
sin? @ + sin® B8 = sin (a 4 B). Prove that a + 8 = 90°. (4 points) B. 5171. Let OLMN
be a tetrahedron, and the vertices A, B and C of another tetrahedron OABC lie on
the rays OL, OM and ON, respectively. The centre of the inscribed circle of triangle
LM N coincides with the centroid of triangle ABC. Show that the volume of tetrahedron
OLMN is greater than or equal to the volume of tetrahedron OABC'. On what condition
will the volumes of the two tetrahedra be equal? (5 points) (From the British qualifying
competition for the olympiad, 1980) B. 5172. Six regular dice are placed in a cup, and
rolled simultaneously. Those dice that do not show a 6 are returned to the cup, and rolled
again. If there are dice that still not show a 6, those dice are rolled a third time. The
procedure is repeated until every dice shows a 6. What is the probability that exactly six
rolls are needed? (6 points) B. 5173. The orthocentre of an acute-angled triangle ABC'is
H, and the centre of the circumscribed circle is O. Let D and E denote interior points on
the line segments AB and AC, respectively. The orthocentre and circumcentre of triangle
ADE are H' and O’, respectively. Show that lines HH' and OO’ are parallel if and only
if BD = CE. (6 points) (Proposed by A. Bdn-Szabd, Budapest)

New problems — competition A (see page 226): A. 797. We call a system of
non-empty sets H entwined, if for every disjoint pair of sets A and B in H there exists
b € B such that AU {b} is in H or there exists a € A such that BU {a} isin H. Let H be
an entwined system of sets containing the following n one-element sets: {1}, {2},...,{n}.
Prove that if n > k(k + 1)/2, then H contains a set with at least k + 1 elements, and this
is sharp for every k, i.e. if n = k(k + 1), it is possible that every set in H have at most
k elements. A. 798. Let 0 < p < 1 be given. Initially we have n coins, all of which has
probability p of landing on heads, and probability 1 — p landing on tails (the results of
the tosses are independent from each other). In each round we toss our coins and remove
those that result in heads. We keep repeating this until all our coins are removed. Let k,,
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denote the expected number of rounds that was needed to get rid of all the coins. Prove
that there exists ¢ > 0 for which the following inequality holds for all positive integers n:
c(l + % + 4 %) <k,<l1 +c(1 + % + -+ %) A. 797. For a given quadrilateral
A1A2B1 By point P is called phenomenal, if line segments A1 A2 and Bi Bz subtend the
same angle at point P (i.e. triangles PA; A and P By B2 which can be also also degenerate
have equal inner angles at point P disregarding orientation). Three non-collinear points,
A1, A2 and Bj are given on the plane. Prove that it is possible to find a disc on the plane
such that for every point Bz on the disc quadrilateral A; A; B1Bs is convex for which it
is possible to construct seven distinct phenomenal points only using a right ruler. With
a right ruler the following two steps are allowed: i) given two points it is possible to draw
the straight line connecting them; i) given a point and a straight line, it is possible to
draw the straight line passing through the given point which is perpendicular to the given
line. (Proposed by A. Bén-Szabé, Budapest)

Problems in Physics
(see page 249)

M. 404. Measure the period (71) of a thin-walled ball, which is suspended as shown
in the figure and is displaced a little perpendicularly to the plane of the threads. Then
turn a bit the initially stationary ball, about its vertical axis and measure the period of

the torsional vibration (7%). From the measured value calculate the ratio of %

G. 741. Suppose that Elon Musk —the multibillionaire known from his whimsical
ideas— wants to determine the number of geosynchronous satellites such that he sends
a counting satellite next to the path of the geosynchronous satellites. This satellite does
not move west to east, but oppositely from east to west. How long does it take for this
satellite to count all the satellites, which seem to be at rest with respect to the Earth?
G. T742. The friction between a 20 kg crate and a straight inclined plane is so big that
the crate does not slide down by itself. This crate can be pulled up whilst 3.0 kJ work
is done and it can be moved down with 1.0 kJ work. (The pulling force is parallel to the
plane of the slope, and the motion of the crate is very slow.) What is the height of the
slope? G. 743. A fully packed wall cabinet has a shape of a cuboid of width a = 40 cm,
height b = 75 cm. The (total) mass of the cabinet is 40 kg, and its centre of mass is at
its geometric centre. The cabinet is mounted to the wall by means of two screws inserted
into wall plugs. The screws are at the two top vertices of the cuboid next to the wall (the
figure shows a side view of the cabinet, point P is the overlapping position of the two
screws). The cabinet touches the wall only along one of its edges at its bottom base. At
least what magnitude of pulling force must the fasteners separately withstand, so that the
screws are not torn out of the wall? (Neglect friction at the wall.) G. 744. The circuit
shown in the figure consists of four alike resistors each of resistance 10 €2 and a battery.
a) What is the terminal voltage of the battery if the power dissipation at the resistor
which dissipates the greatest thermal energy is 360 W? b) What is the dissipated power
at the other resistors?

P. 5315. A cyclist is travelling at a constant speed of 9 km/h on a level road,
and then in 20 seconds he speeds up uniformly to the speed of 18 km/h. What is the
acceleration of a point on the rim of the wheel right after the accelerating period ended?
The diameter of the wheel is 72 cm. How much distance was covered, and how many times
did the wheel turn in the accelerating period of the motion? P. 5316. An ms = 1 kg disc
sliding at a speed of vg =5 m/s collides head on with another disc of mass m1 resting
on the horizontal rough tabletop. The coefficient of kinetic friction between the table and
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the discs of masses m1 and mg are g1 = 0.1 and ps = 0.25, respectively. a) What is the
mass of the initially stationary disc, if after the totally elastic collision the two discs stop
at the same instant? b) How far are they from each other when they stopped? c) After
the collision how much time elapses until the discs stop? P. 5317. The principal axis of
a school telescope is pointing exactly towards the centre of the Moon at full moon. The
image of the Moon in the stationary telescope, which is in the school yard, totally fills
the field of view. How much time elapses between the appearance and the disappearance
of the full moon? P. 5318. According to some ideas, the hypothetical particles of dark
matter (blacktons) move in intergalactic space such that a force opposite to their speed is
exerted on them. It is not known yet, how this force depends on the speed of the particle,
but it is known that the ratio of the restoring forces of two regions in which the density is
different is the same for any speed. Some blackton particles with initial velocity of vy stop
after covering a distance of 3 light years, in some low-density region, whereas they stop in
a distance of 2 light years in some greater-density region. How much distance do blacktons
with initial speed of vy cover if they first travel in the greater-density region of width
1.5 light years, and then they enter into the lower-density region? P. 5319. A uniform-
density thin stick of length ¢ and of mass m is made slide along a horizontal surface. At
a certain moment the velocity of one end of the stick is v1, whilst that of the other end
is v2. At this moment what is the a) linear momentum of the stick; b) angular momentum
of the stick with respect to its centre of mass; c¢) its total kinetic energy? P. 5320. Two
nails at a distance of L are sticking out of a vertical wall at the same height. A piece of
rope is placed to the nails such that it sags to a depth of H. Estimate the length of the
rope if it is known that a) H < L; b) L < H. Friction is negligible everywhere. P. 5321.
Pistons with different masses, which can move frictionlessly, confine samples of oxygen
and helium gas into vertical cylinders sealed at their bottoms. The volume of the gases
is equal and they are at the same temperature. The two samples of gas are heated slowly
to the same temperature. During the heating process the change in the internal energy
of the oxygen gas is 2.5 times greater than that of the helium gas, and its work done
during the expansion is 220 J greater than the work done by the sample of helium gas.
a) Determine the ratio of the pressure of the gases at their initial state. b) How much
heat was absorbed by the oxygen and by the helium during the heating process? P. 5322.
The size of the sensor of a digital camera is 23.5 mm X 15.6 mm, and this sensor can
capture 6045 x 4003 pixels. A side photo of a motorboat travelling at a speed of 40 km/h
at a distance of 20 m is taken with this camera. What should the exposure time of the
camera, which has an objective lens whose focal length is 35 mm, be in order not to gain
a blurred image of the motorboat? P. 5323. A current I = 40 mA flows into a system of
resistors shown in the figure at point A and flows out of it at point B. a) What is the
value of the current flowing through each resistor? b) What is the dissipated power at
each resistor? ¢) What is the resistance of a single resistor with which we could replace
the whole system of resistors? P. 5324. Some rock mined in one shift in a uranium mine
near Kinshasa in Central Africa contained 10 tons of pitchblende (U3Og). Estimate the
amount of radium in the rock. P. 5325. A freezer has been operated in a store room for
a long time. The temperature inside the freezer is —20 °C, the temperature in the store-
room is 25 °C, and everywhere else in the flat the temperature is 20 °C. After a long time
of operation what will the temperature of the store room be if another alike freezer is
placed into the store-room? Assume that —apart from the store room— the temperature
of the flat does not change. Consider the freezers to be ideal Carnot refrigerators, whose
thermostats are adjusted to maintain the inside temperature of —20 °C.
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