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rol, optikéardl, kvantumelméletrol, szinte mindenrdl. Ha valaki egy fizikai probléma-
val fordult hozzd, gyakran azt mondta: ,Kénnyt az okosoknak, azok fejbdl tudjék
a megoldast. En buta vagyok, nekem mindent ki kell szamitanom matematikaval.”

(Gnddig Péter)

Valamikor 6tven évvel ezel6tt Géza befejezett a tablandl egy levezetést, felénk
lépett, égnek emelte mindkét kezét, és lelkesen, atszellemiilt arccal felkidltott: Ugye
latjatok, hogy ez milyen szép!

Es mi lattuk, hogy szép. Ahogy 6§ mondta, ahogy atérezte, ahogy mindenkinek
at akarta adni azt az élményt, azt a szinte gyermeki 6romot, ami eltoltotte egy-egy
jOl sikeriilt Otlet, levezetés, magyardzat utan, azt a lelkesedést, ami a fizika, a vilag
megértése irant dthatotta. Akkor egy pillanatra az 6 szemével lattunk mi is.

Néha, jobb pillanatainkban ma is igy latunk. Matol mar Géza nélkiil, de az &
szemével, az 6 oromével, az 6 lelkesedésével.

(David Gyula)
Sokunknak hidnyozni fog szines egyénisége, nagy tuddsa, embersége.

A Ko6MalL Szerkeszt6sége
és a MATFUND Alapitvany kuratériuma

Ellenallasszalagok

Bevezetés

1967-ben a Varséban megrendezett els6 Nemzetkozi Fizika Didkolimpian
(IPhO) a masodik elméleti feladatban egy végtelen ellenélldslanc eredé ellendllasat
kellett meghatarozni. A probléma az akkori kozépiskolai versenyfeladatok kozott
djszerlinek szamitott. Azdta a hazai versenyeken és a KoMaL hasdbjain is renge-
teg valtozata tint fel a feladatnak, a problémakor standardda valt a versenyzok
korében.

Bevezetésként tekintsiik az 1. dbra bal oldalan lathatd, csupa R ellenédllasbol
allé, végtelen ellendlldsléncot és hatdrozzuk meg az A és B kivezetések kozott
mérhetd R, eredd ellendllast!

1. dbra

Az ilyen tipusi feladatokndl a szokédsos megoldédsi mddszer a kivetkez6. Vegyiik
észre, hogy az ellenalldslanc A és B-hez legkozelebbi fokozatdhoz egy ugyanolyan
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végtelen, R, eredd ellendllasu lanc csatlakozik, mint amilyen az eredeti lanc,
ezért az 1. dbra jobb oldalan lathaté helyettesité képnek megfeleléen a lanc ered6
ellenalldsara a kovetkezo egyenletet tudjuk felirni:

1 1 -
Roo = <R+2R+ROO> ’

R% +2R, . R—-2R*=0

ebbdl az

méasodfoku egyenletre jutunk, amelynek egyetlen pozitiv megoldasa
Ry = (V3 —1)R~0,7321R.

Végtelen ellenallasldncot a valésdgban nem tudunk késziteni. A fizikdban
a ,végtelen” lanc valéjaban ,nagyon hosszut” jelent, azaz olyan hosszd, de vé-
ges ellenallaslancot, amelynek eredd ellenallasa lényegében nem fiigg attél, hogy
pontosan hany fokozatbdl all a lanc. Felmeriil a kérdés, hogy az eredd ellendllas
szempontjabdl milyen hosszu ellenédllaslanc tekinthet6 végtelennek, azaz az ellendl-
laslanc fokozatainak novelésével milyen gyorsan konvergal az eredd ellendllas az R
értékhez?

A véges ellendllaslanc aramerdGsség-viszonyai

A véges ellenallaslancokrol altaldban kevés sz6 esik, érdekességiik azonban nem
marad el a végtelen lancok esetétél. Most is a végtelen ellenallaslancndl bemuta-
tott konkrét példahoz nyulunk, az ettél eltéré konfiguracioju, véges lancok eredd
ellendllasanak meghatarozasanal is a kovetkez6kben bemutatott gondolatmenettel
lehet célt érni.

Tekintsiik a 2. dbrdn lathaté N fokozatu lancot, amely Osszesen 3N — 2 darab
egyforma R ellenallasbdl all!

In,N-1 Invin Inm-1 In—in-2 Ioy
—> — S = —=>
o T .. .
‘1,11\/ ﬂi,bﬂﬂ@ln @Inl ‘1,11
—— L ...
2. abra

Ha a kivezetésekre az dbra szerinti polaritasu fesziiltséget kapcsolunk, a korben
a nyilak altal jelzett irdnyban dram indul meg. Az egyes dgakban folyé aramok
ismeretében meg tudnank mondani a ldnc eredd ellenélldsat, hiszen a kivezetésekre
kapcsolt fesziiltség RIy alakba irhatd, az dramforrason atfolyé aram erdssége pedig
In + InN—1, 1gy az Ohm-térvény szerint

) In
1 Rlanc _
L N In+In N1

A kovetkez6kben ennek meghatarozasat tiizziik ki célul.
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A csomépontokra n > 2 esetén teljesiilnie kell az
(2) Intin=1In+Inn
Kirchhoff-féle els6 térvénynek, az aramhurkokra pedig fenn kell allnia az
(3) RI,+1 —2RIL, 410 —RIL, =0

Kirchhoff-féle mésodik toérvénynek. A (3) egyenletbdl R-rel valé egyszeriisités
utan az
In—i—l,n - (In+1 - In)/2

Osszefiiggést kapjuk, ebbol n — n — 1 véltozocserével az
In,n—l = (In - In—l)/2

kifejezést kapjuk. Az utébbi két egyenletet (2)-be helyettesitve, rendezés utin
az ellenallaslanc fokozataiban foly6 dramok kozott az

(4) In+1 =4I, — I, 1

Osszefiiggésre jutunk (n > 2). Az n =1 sorszdmi dgban folyé dram I; erdsségét
adottnak tekintve, majd a huroktorvényt alkalmazva az Iy = 317 eredményt kapjuk.
Az I és I értékekbdl kiindulva (4) segitségével az n-edik ag dramerdssége is
meghatarozhato, ehhez azonban egy n — 2 egyenletbdl all6 egyenletrendszert kell
megoldani. Ehelyett szeretnénk az I,,-et n fiiggvényében explicit médon kifejezni.

A linedris rekurzié megoldasa

A matematikai sorozatok olyan képzési szabdalyat, melyben a sorozat n-edik
elemét az azt megel6z6 néhany elem linearis fiiggvényeként allitjuk eld, linearis re-
kurziénak nevezziik. Az ilyen szabélyok szerint képzett sorozatok esetén mindig
megtaldlhat6 a sorozat n-edik elemét eléallité explicit képlet. A leghiresebb, rekur-
ziv médon megadott sorozat a Fibonacci-sorozat, melynek elsé két eleme a 0 és 1,
a sorozat kovetkez6 elemei pedig mindig az el6z6 két elem Gsszegeként allnak eld:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,. .. .

Tekintsiik most a (4) rekurziéval megadott sorozatot, melynek elsé két eleme
Iy és I, = 31! THizziik ki célul az I,, = f(n) explicit osszefiiggés megtaldlasat!

A (4) rekurzié az els§ két elem megvélasztdsatol fiiggden sokféle sorozatot
definidlhat. Vajon vélaszthatoé-e gy az els6 két elem, hogy a sorozat elemei mértani
sorozatot alkossanak? Masképpen mondva: létezik-e olyan ¢ valds szam, melyre
az n =1 és n = 2 sorszdmu elemeket 1 és ¢ értékiinek vélasztva a (4) rekurziéval
eléallitott sorozat n = k sorszamu eleme ¢! alakba irhaté? Ennek eldéntéséhez
helyettesitsiik be a ¢"~1 explicit képletet a (4) rekurzids osszefiiggésbe!

qn _ 4qn—1 _ qn—2)

majd a nemtrividlis megoldast keresve, ¢" 2-vel valé egyszerfisités és rendezés
utan a
¢ —49+1=0
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masodfoku egyenletre jutunk. Ennek két megoldésa:
@ =2-V3, 32 =2+V3.

Tehét két olyan mértani sorozat is létezik, amely kielégiti a (4) rekurzids ossze-
fiiggést: az 1,q1,¢3, 4¢3, .. .; valamint az 1, ¢q,q3,q3, . .. sorozat. Vegyiik észre, hogy
ekkor e két mértani sorozat elemeibdl a tetszoleges ¢1 és co valés szamokkal képzett

Unt1 = C1q] + C2q3
sorozat is kielégiti a (4) rekurziét, hiszen:
gl + gy = (40 = ) +ea(4gh T — g5 7?) =
—_——
(p41

e A e

Qp (p—1

Megvalaszthatjuk-e Ugy a c; és co egyititthatokat, hogy az a, sorozat éppen
az aramerdsségeket megadd I, sorozat legyen? Ennek semmi akadélya, csupan
az a1 = I; és as = 31, egyenloségeket kell megkovetelniink:

c1+c =1,
€191 + c2q2 = 31.
Az egyenletrendszert megoldva a

— —1 — 1
i q21.1:\/§ Iy, 02:q1 31-1:\/5—}_

2v/3 q1 — G2 2v/3

eredményeket kapjuk. Ezeket az I,, = clq?fl + czqgfl kifejezésbe helyettesitve mar
el6 tudjuk allitani az egyes agakban foly6é dramok erésségét megado explicit Ossze-
fliggést:

() In:<x/§—1(2_¢§)n_1+\/2§+1

I

Cc1 =
q1 — Q2

2V/3 V3

Behelyettesitéssel meggyézédhetiink arrdl, hogy a (%) formula valéban visszaadja
n = 1,2 esetén az I, 3I; értékeket.

2+ \/3)”‘1> I.

A véges ellendllaslanc eredd ellendllasa

Miutén sikeriilt meghataroznunk a 2. abréan lathaté lancban foly6 aramokat,
az eredd ellendlldst (1) alapjdn mér konnyen kiszémithatjuk. Felhaszndlva a ko-
rabban kapott Iy y—1 = (In —In_1)/2 Osszefiiggést az (1) kifejezés a kovetkezd
alakot olti:

lanc __ 2In
Rline — =N p
3In — In_1
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Behelyettesitve az dramer6sségeket megadd (x) explicit képletet, majd egyszert-

" (E-1)E+v8) + (B+1)E-vE)
2+v3)" —(2-v3)"

Ez tehat a 2. abran lathaté, 3N — 2 egyforma ellenéllasbol 4ll6 véges lanc ered6
ellenalldsa. A kapott eredmény tovabb alakithato:

lanc __ _ 2\/3
Ry = (V- DR 1)R+(7+4\/§)N 1

o0

lanc __
Ry =

itt az els6 tag a végtelen ellenalldslancnél kapott kifejezés, a masodik pedig a véges
korrekciét irja le. Kénnyen ellenérizhetd, hogy N = 1-re visszakapjuk az R ellen-
alldst, N = 2-re pedig a 3R/4 értéket. Nagy N-ekre a korrekcids tag N-nel expo-
nencialisan tlnik el, a konvergencia pedig meglepéen gyors, ahogy az a 3. dbrdn is
lathatd. N = 3 esetén az ered§ ellendllds Roo-t6l vald eltérése kevesebb, mint 2%,
R{™/R
1,2 -
1,0 + ®
08 {R</R o
0,6
0,4 1
0,2 A

0 T T T T T T T

3. abra

N = 4-re pedig 2 ezreléknél is kevesebb. Az ered§ ellendllas szempontjabdl tehat
méar néhany, 4-5 fokozatbdl allé véges lanc is ,nagyon hosszi”-nak szamit.

Vigh Mé4té

Fizika gyakorlat megoldasa

G. 728. Vannak olyan folyadékok, példaul a nyers tej vagy az olivaolajos-
balzsamecetes saldtaontet, melyeket ha allni hagyunk, akkor a folyadék két alko-
toelemére valik szét. Az olaj keril az dntet tetejére, illetve zsiros tejszin lesz a tej
tetején, mikozben a teljes térfogat nem wvdltozik. Ha az ilyen folyadékokat
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