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Matematika feladatok megoldasa

B. 4993. Rajzoljunk az ABC derékszigi hdromszog BC és C'A befogoi fiolé
négyzeteket. A négyzetek C-vel dtellenes csucsai legyenek D és E. Mutassuk meg,
hogy az ABC' hdromszdg koré irt kor atmegy a DE szakasz felezépontjan.

(4 pont)

Megoldéas. Ahol hasznéljuk, ott jeldlje G és H a két négyzet masik csicsét,
P pedig az ED szakasz felezopontjat. Mivel a négyzet atléja és oldala a kozos
cstcsban 45°-ot zarnak be, ezért DCB< = ECH<(= 45°), és igy D, C és E egy
egyenesen vannak. A P pont a nagyobb négyzet belsejében van. Ha a két négyzet
egybevagd (vagyis az ABC haromszog egyenld szdri), akkor P és C' megegyezik,
az allitas nyilvanvalo.

I. megoldas. Legyen
AC=CH=HE=FA=a é BC=CG=GD=DB=b.

Hosszabbitsuk meg a DB, DG, EA és FH szakaszokat, metszéspontjukat jelolje I
és F' az 1. dbra szerint. Az I EF D négyszog négyzet, mivel mind a négy oldalanak
hossza a + b, és két szemben 1évé szoge (az E, illetve D csicsnal 1évs) 90°.

Ekkor az 4tl6k metszéspontja (és egyben felezépontja) P. Ekkor PF = IF/2 =
=FED/2=PE és FA = BF = a, tehit a BPF és az APE héaromszogek két-két
oldalanak hossza megegyezik. Az ezek altal kozbezart szogek nagysdga AEP<{ =
= BF P< = 45°, hiszen a négyzet 4tléi az oldalakkal 45°-0s szget zarnak be. Tehat
a két haromszog egybevagd, és igy BPF< = APE< is teljesiil.

Mivel BPF< = APE< és EPF< =90°, ezért APB< = EPF<— APE<+
+ BPF< = 90° is teljesiil. Tehat a P pont a Thalesz-tétel megforditdsa miatt rajta
van az ABC haromszog koré irhaté korén.

T6th Bdlint (Kaposvéri Tancsics M. Gimn., 9. évf.)

II. megoldas. A P pont egyenld tavol van az egymadssal parhuzamos FEA
és DG egyenestol, tehat rajta van a rdjuk merdleges AG szakasz felezd merélege-
sén. Tehat PG = PA, az APG haromszog egyenld szard. Emiatt PAG< = PGA<
(2. dbra).

Mésrészt az ED &tléra valé szimmetria miatt PGC< = PBC<.

A fentiekbél kovetkezik, hogy PBC< = PGC< = PGA< = PAC«, vagyis
az A és a B pont a C'P szakasznak ugyanazon a latészogkorivén van, tehdt az A,
B, P és C pontok egy korén vannak, és ezt kellett bizonyitani.

Tiszay David (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)
megoldasa alapjan
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1. dbra 2. dbra

II1. megoldas. Az eléz8 megoldasbdl felhasznéljuk, hogy az APG harom-
sz0g egyenld szari és hogy PBC< = PGA< = PAC<, illetve PB = PG. Hasonld
moédon mutathaté meg, hogy a BPH haromszog is egyenlo szard. A fentiekbol ko-
vetkezik, hogy a PAG és a PBH héromszog szarai és alapon fekvo szogeik, vagyis
igy mindharom szogiik megegyezik, tehat a két haromszog egybevagd. S6t, a P pont
koriili forgatassal megkaphat6 egyik a masikbdl. Mivel AG | H B, ezért a forgatas
szoge 90°, ami azt jelenti, hogy a PB szakasz és a PA szakasz is 90°-ot zarnak
be egymassal, tehat a Thalesz-tétel megforditasa miatt a P pont rajta van az AB
szakasz Thalész korén, ami — szintén a Thélesz-tétel megforditasa miatt — az ABC
hdromszog koré irt kore (3. dbra).

Y
E(=yiy)  [A(0;y)
O
C(0:0) B(x;0)
z

P

D(z;—x)

3. dbra 4. abra

IV. megoldas. Helyezziik el a haromszoget a derékszogii koordinatarendszer-
ben a 4. dbra szerint.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/3 155

— P



GF 2021.3.8 — 17:33 — 156. oldal — 28. lap KoMalL, 2021. mércius ?
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Legyen az ABC haromszog koré irhaté korének kozéppontja O. A Thalész-

tétel miatt az O pont az AB oldal felezOpontja, igy koordinatéi O(%; %) A P pont

az ED szakasz felez6pontja, igy koordinatai P ( 75 55

22

2
Az ABC héromszog koré irt korének sugara r = [OC| =/ 7 + yz.

Szamitsuk ki az OP tavolsagot:

on= (523 + (554 - (- (T -5+

Mivel |OP| = |OC|, ezért P rajta van az ABC' héromszog koré irhaté korén.
Laki Anna (Pécs, Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimn. és Koll., 11. évf.)

V. megoldéas. Legyen az ABC haromszog koréirt korének kozzéppontja, és
egyben az origé O. Mivel a Thalesz-tétel megforditdsa miatt C' rajta van az AB
szakasz Thalész korén, ezért az O pont az AB szakasz felez6pontja.

E A Legyen ? = O?, és vesszovel je-
) 16ljiik a vektor —90°-os elforgatottjat.
a
Eszerint P +90°-os elforgatottja — "
o (5. dbra).
i < —a Ekkor igazak a kovetkezok:
B
o AC =72 -,
-
P —
T =0A+AE =3 + AC' =
=4d+7 -4,
BO—7-(-@)=7+7,
D BB _BC'— @ —a,

5. dbra
d-0B+BD=-a-72 -3

Egy szakasz felez6pontjaba mutaté vektor a két végpontba mutatd vektorbdl
kaphato meg:

- d+e —a-d -4+ -3,
= = = —a .
2 2
Tehat P az O-tél | — @'| = || tavolsdgra van, ami épp a kor sugara, azaz a P pont

raéesik a korre.
Horvdth Anikd (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn., 10. évf.)

103 dolgozat érkezett. 4 pontos 73, 3 pontos 18, 2 pontos 2, 1 pontos 4, 0 pontos
6 dolgozat.
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— P

B. 5070. Egy szigeten kétféle ember él. Az igazmonddck mindig igazat monda-
nak, a hazudosok mindig hazudnak. Tiz szigetlako kozott kiosztottuk az 1,2, ...,10
szamokat. Mindenki eqy-eqy kiillonbozd szdmot kapott. Ezutdn mindenkinek feltették
a kovetkezd hdrom kérdést: ,A te szamod pdros?”, ,A te szdmod oszthaté 4-gyel?”,
LA te szamod oszthato 5-tel?”. Az elsé kérdésre harman, a mdsodikra hatan, a har-
madikra pedig ketten vdlaszoltak igennel. Mely szamok vannak hazuddsokndl?

(4 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

Megoldas. Minden szdmhoz hozzarendeljitk azt a személyt, akinél az adott
szam van. fgy most mindegyik szam vagy igazmondd, vagy hazudds.

Nézziik az els6 kérdést. , A te szdmod paros?”. Tegyiik fel, hogy a {2,4,6,8,10}
halmazbdl x {6 igazmondé van. Ekkor ebbdl a halmazbdl pontosan x f6 mondott
igent a kérdésre. A pdratlan szdmok {1, 3,5, 7,9} halmazéban, ha 2’ igazmondd van,
akkor ez az x’ f6 nemmel védlaszolt, de a tobbi 5 — 2’ hazudds igennel, igy Gsszesen
z + 5 — 7 igen valasz érkezett. A feltétel alapjdn 3 = x +5 — 2/, tehdt 2’ = 2 + z.

Vegyiik a masodik kérdést. ,A te szamod oszthaté 4-gyel?”. Tegyiik fel, hogy
a 4-gyel oszthatéak {4,8} halmazdbdl y {6 igazmondé. Ekkor itt y darab igen valasz
érkezett, mig a 4-gyel nem oszthatéak {1,2,3,5,6,7,9,10} halmazdban vy’ igaz-
mondé van, akkor a maradék 8 — ¢’ hazuddstdl ismét igen véalasz érkezett, gy
az igenek szama y + 8 — /. Erre a kérdésre 6sszesen 6 igen vdlasz érkezett, vagyis
6=y+8—1vy, azaz vy =2+ y.

Tekintsiik végiil a harmadik kérdést. ,A te szdmod oszthaté 5-tel?” Ha az 5-tel
oszthatdak {5, 10} halmazaban z £6 igazmondé van, akkor a maradék {1,2,3,4,6,7,
8,9} halmazbdl a 2z’ igazmond6 nemmel vélaszolt, a 8 — 2’ hazudds pedig ismét
igennel. A feltétel szerint az igen vélaszok szdma 2 = z + 8 — 2/, tehdt 2/ = 2 + 6.

Mivel az igazmonddk szama allandé, és
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} = {2,4,6,8,10} U{1,3,5,7,9} =
={4,8}U{1,2,3,5,6,7,9,10} = {5,10} U {1,2,3,4,6,7,8,9},
ezért x + 2’ =y + vy = z + 2/. Beirva kordbbi 6sszefiiggéseinket:
242z =242y =06+ 2z,
majd az egyszerisitések utan:
r=y=2z+2.

Az {5,10} halmazban z darab igazmondé van, igy 0 < z < 2, ugyanigy a {4,8}
halmazban y igazmondé van, tehat 0 < y < 2. E két feltétel alapjan kapjuk, hogy
z=0éy=2a=2.

Az y = 2 miatt a 4 és 8 igazmonddk, viszont az x = 2 miatt a {2,4,6,8,10} to-
vabbi elemei mar hazudésak. Tovabbé a z = 0 miatt 5 és 10 mindketten hazudésak,
viszont az els kérdésnél az {1,3,5,7,9} halmazban 2’ = z 4+ 2 = 4 igazmond6 van.
Ezek koziil az 5 hazudds, tehat a tobbi négy biztosan igazmondé. Osszefoglalva:

Igazmondok: 1,3,4,7,8,9
Hazudédsak: 2, 5,6, 10.
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— P

Ez az eredmény meg is felel a feladat sszes feltételének, mert az els6é kérdésre
hdrman mondanak igent {4,5, 8}, a mdsodikra hatan {2,4,5,6,8,10}, a harmadikra
pedig ketten {2,6}.

Bdn-Szabd Aron (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)
dolgozata alapjan

Osszesen 140 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 116 versenyzd, 3 pontos 13, 2 pontos
9 tanul6 dolgozata. 1 pontot kapott 2 tanuld.

B. 5080. Az ABC' egyenld szdri hdromszig AB alapjdnak felezépontja D, AC
szaranak C-hez kizelebbi harmadolopontja H. A BCH kér a CD egyenest a C és
az X pontban metszi. Mutassuk meg, hogy CX = %r, ahol r az ABC' kér sugara.

(4 pont)

Megoldas. Legyen H' az AC szér mé-
sik harmadolépontja, F' az AC felez6pont-
ja, O pedig az ABC haromszog koriilirt ko-
rének kozéppontja. Legyen az AC B< szér-
sz0g 2o

A CD egyenes az egyenld szard
ABC haromszog szimmeteriatengelye, ezért
ACD< = DCB< = «. A feltétel szerint B,
C, H, X egy koron vannak, igy a keriileti
szogekre vonatkozd tétel alapjan HBX < =
=HCX<=a«a é BCX<=BHX<=oq.
Ezzel megmutattuk, hogy BXH egyen-
16 szard haromszog, HX = X B. Masrészt
CD szimmetriatengely, emiatt AX = BX
is teljesiil. Azt kaptuk, hogy az X pont
az ABH haromszog koriilirt korének kozép-

A

pontja. Az AH szakasz H' felezOpontjaban az AC oldalra dllitott merSleges dtmegy
a koriilirt kor X kozéppontjan. Ugyanezen okbdl az AC szakasz F' felez6pontjdban
az AC-re allitott meroleges atmegy az O ponton. A befejezéshez latjuk, hogy a CFO
és CH'X derékszogli haromszogek « hegyesszoge kozos és FO||H' X, tehat a két
hdromszog hasonlé. A hasonlésdg aranyédra kapjuk, hogy

CX CH' 3AC 4

%7OF7%A073'

A CO szakasz a koriilirt kor r sugara, igy egyszerQi szorzéassal

4
CX = g’r.

Baski Bence (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan
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Megjegyzés. Ha a feladat tobbi adatait és jeloléseit megtartva harmadolas helyett
a H pontot ugy vélasztjuk az AC szdron, hogy HC = X\ - AC, (0 < A < 1), akkor a CX
szakasz hosszéra, lényegében ugyanezekkel a 1épésekkel, CX = (1 4+ \)r adédik.

Osszesen 63 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 57, 3 pontot 3 tanulé. 2 pontos 2,
1 pontos tovabbi 1 versenyz6 dolgozata.

B. 5123. Andi és Bori elosztotta egymds kozott a SET jaték' 81 kdrtyalapjdt;
Andihoz 40, Borihoz 41 lap kerilt. Mindketten megszamoljik, hogy a ndluk lévd
kartydk kozott hany olyan hdrmas van, ami SET-et alkot. Mennyi lehet az igy kapott
darabszdmok sszege?

(6 pont)

I. megoldas. A SET jaték barmely két kartyalapjara igaz, hogy pontosan

1 olyan SET van, amelyben mindkét lap szerepel, tehat egyértelmiien meghata-

rozzak a 3. lapot, amely még tagja ennek a SET-nek. Hiszen akkor alkot SET-et

3 lap, ha négy tulajdonsdg (szdm, forma, szin, tartalom) szempontjabdl vagy mind

azonos, vagy mind kiilonb6zo. Példaul ha adott az ,,1-piros-tomor-ovalis” és a ,,3-

lila-t6mor-hullamos”, akkor tudjuk, hogy a ,,2-z6ld-té6mor-rombusz” a SET 3. tagja.
81

fgy kiszamolhatjuk, hogy a jaték 81 kartyalapja kozott Gsszesen (<32)) = 1080 SET
vanZ, 2

Ezutdn vegyiik azokat a SET-eket, amelyeknek Andihoz és Borihoz keriilt
legaldbb egy tagja. (Ertelemszeriien vagy 2 lap van Andindl és 1 lap Borindl a SET-
bél, vagy forditva.)

Mivel az Andindl 1évé 40 lap koziil mindnek van koézos SET-je a Borinal levo
41 lap mindegyikével, ez 6sszesen 40 - 41 = 1640 SET lenne. De igy mindet kétszer
szamoltuk, mert ha példaul hy, ho és hs lapok egy SET-et alkotnak, és koziiliik hq
és ho Andinal, h3 pedig Borindl van, akkor ezt a SET-et szdmoltuk a {hy, h3} és
{ha, h3} péarokra is.

fgy ha mindketten megszamoljék, hogy a naluk 1évo kartydk kézott hany olyan
harmas van, amely SET-et alkot, az igy kapott darabszamok Osszege:

1080 — 407;41 = 260.

Feczké Nora (Budapest, Budai Ciszterci Szent Imre Gimn., 11. évf.)

II. megoldas. Képzeljiik igy, hogy kezdetben Borindl volt az Gsszes kartya,
majd sorban egyesével adott ezek koziil 40-et Andinak.

Lemma. Amikor az n-edik kdrtyat (1 < n < 40) adja dt Bori Andinak, akkor
azon SET-ek szdma, amelyek mindhdrom lapja ugyanazon kézben wvan, pontosan
(41 — n)-nel esikken (figgetleniil attol, hogy melyik lapot adja Bori Andinak).

"https://www.komal.hu/cikkek/2008-02/SET.h.shtml.
2Az eddig elmondottak bizonyitdssal egyiitt szerepeltek a feladatban is belinkelt
https://www.komal.hu/cikkek/2008-02/SET.h.shtml cikkben is.
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A lemma bizonyitdsdhoz felhasznéljuk a kovetkezd tényt: Ha egy lapot ki-
vesziink a paklibdl, a maradék 80 lap parokba rendezhetd tgy, hogy a kivett lap
éppen egy-egy ilyen parral egyiitt alkot SET-et, mas SET-ben pedig nincsen benne.
(Lésd: https://www.komal.hu/cikkek/2008-02/SET.h.shtml cikk 3. pont.)

A lemma bizonyitasa. Amikor egy kartyat atad Bori Andinak, az ehhez
a kartydhoz tartozé parok koziil néhdny par mar egészen Andindl van (ezekbdl
egy-egy 1j, egy kézben levé SET keletkezik), néhdany pér pedig még egészen Borindl
maradt (ezeknél elveszik egy-egy eddig egy kézben levé SET); mig a tobbi par két
tagja kiilon kézben van, ezek nem befolyasoljak a SET-ek szamanak valtozasat.

Most tekintsiik az n-edik kartya dtadasanak pillanatat és az ehhez a kartyahoz
tartozé parokat. Ha ekkor a,, olyan par van, amely mar teljesen Andinél van, akkor
ezek Osszesen 2a,, helyet foglalnak el Andi kezében. Tehdt n — 1 — 2a,, olyan kértya
van Andi kezében, amelynek a péarja Borindl van. Bori kezében marad 81 —n
lap, ezek koziil tehdt n — 1 — 2a,, darabnak Andindl van a pérja, igy a maradék
(81 —=n) — (n—1—2a,) = 82+ 2a,, — 2n darab kartya osszesen b, = 41 +a, —n
olyan part fog alkotni, amelyek teljesen Borinal maradtak. fgy az egy kézben levo
SET-ek szdma val6ban b, — a,, = (41 + a,, —n) — a,, = 41 — n darabbal csokken. [

fgy, mivel kezdetben mind az 1080 db SET Bori kezében volt, a 40. lap dtadasa
utan az egy kézben levé SET-ek szama:

40 - 41
1080—(4O+39+...—|—1):1080—T:260.

Németh Mdrton (Nagykanizsa, Batthydny L. Gimn., 10. évf.)
megoldasa alapjan

II1. megoldas (vazlat). Nevezziik kdzel egyenld elosztdsnak azokat a kartya-
kiosztasokat, amelyekben egyik lanynal 41, a mésik lanyndl 40 lap van. Ha egy
kozel egyenlo allasnal a 41 lapos jatékos atad egy kartyat a 40 laposnak — ezt ne-
vezzik dtbillentd lépésnek — akkor egy masik kozel egyenl6 kartyakiosztast kapunk.
A harmadik megoldas a kovetkezd két észrevételre épiil:

1. Egy atbillent6 1épés hatdsira nem véltozik az egy kézben levé SET-ek szdma

(ez lényegében az el6z8 megoldds lemméjanak specidlis esete n = 41 esetén).

2. Egy kozel egyenl6 elosztasbdl indulva barmelyik masik kézel egyenlo kiosztasba
el lehet jutni atbillent6 1épések sorozataval.

Ezen két észrevétel belatdasa utan mar elegendé egy altalunk konkrétan kiva-
lasztott kozel egyenlo elosztasban megszamolnunk a SET-ek szamét.

Niddor Benedek (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.) és

Gyérffy Addm Gyorgy (Miskolc, Foldes Ferenc Gimn., 12. évf.)
megoldasanak felhaszndlasaval

74 dolgozat érkezett. 6 pontos 58, 5 pontos 8, 4 pontos 2, 3 pontos 2, 0 pontos
2 dolgozat. Nem versenyszerli: 2 dolgozat.
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