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¢) Kiszamitjuk a vektorok koordindtdit: I?é(—l;—?») és I?B(E);—S); majd
képezziik a két vektor skaldris szorzatét: KO KP = (=1)-94(=3)-(=3)=0.
Ebbdl kovetkezik, hogy a vektorok derékszoget zarnak be egymassal.
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Mihalyi Gyula
Székesfehérvar

C gyakorlatok megoldasa

C. 1627. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ valds szdmokra teljestil, hogy
a+b+c¢>0,ab+bc+ca>0 ésabc >0, akkora>0,b>0 ésc>0.

Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)
Megoldas. Az egyenlGtlenségekben szereplo kifejezések szimmetrikusak, igy

elnevezés szempontjabol felcserélhetok. Tegyiik fel, hogy az a, b, ¢ valds szamokra
teljesiil, hogy

(1) a+b+c>0,
(2) ab +bc+ ca > 0,
(3) abe > 0.

A (3) egyenldtlenségbél kovetkezik, hogy a, b, ¢ egyike sem lehet 0, hiszen ekkor
a szorzat is 0 lenne. Az abe > 0 feltétel két esetben teljesiilhet: ha az a, b, ¢ szamok
mindegyike pozitiv, vagy ha kozottiik két negativ és egy pozitiv szam van.

Ha mindharom szam pozitiv, akkor tekintve, hogy pozitiv szdmok szorzata és
Osszege is pozitiv, az egyenlétlenségek teljesiilnek.

Indirekt tegyiik fel, hogy a, b, ¢ koziil kett6 negativ, egy pozitiv és a fenti
harom egyenlétlenség teljesiil. Tobb mddon is ellentmondésra juthatunk.
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I. megoldas. Mivel a betiik szerepe szimmetrikus, legyen a > 0 és b, ¢ < 0.

Az a+ b+ c > 0 §llitds akkor teljesiil, ha |a| > |b| + |¢|, ebbd] viszont az kivet-
kezik, hogy |a| > [b] és |a|] > |¢|]. Az a > 0 és b, ¢ < 0 feltételek miatt ab < 0,bc > 0
és ca < 0. Ennek alapjan az ab+ bc+ ca > 0 egyenlotlenség akkor teljesiil, ha
|bc| > |ab| + |cal.

Mivel |a| > |¢|, ezért |ab| > |bc|, és |a| > |b] miatt |ac| > |be|. Adjuk Ossze
az |ab| > |bc| és |ac| > |bc| egyenlbtlenségeket, igy kapjuk az |ab| + |ac| > 2|be| kife-
jezést. Csokkentve a jobb oldalt az |ab| + |ac| > |be| egyenl6tlenségre jutunk. Vagyis
ha b,c < 0 és a > 0, akkor ab + bc + ca < 0. Ezzel ellentmondésra jutottunk.

Antal Sdra (Zalaegerszegi Zrinyi M. Gimn., 10. évf.)

II. megoldas. Az ismeretlenek szimmetrikussdga okan feltehetd, hogy a és b
negativ, ¢ pedig pozitiv. Tegyiik fel, hogy a fenti egyenlotlenségek teljesiilnek.

Az ab+bc+ ca > 0 feltételt frjuk b(a+c) + ca > 0 alakba. Lathatd, hogy ac < 0,
hiszen feltevésiink szerint @ < 0 és ¢ > 0. Az (1) feltétel dtrendezhets a + ¢ > (—b)
alakba. Mivel feltevésiink szerint b < 0 és az egyenlGtlenségek teljesiilnek, igy a jobb
oldal pozitiv, s ennek okan a bal oldal is.

Viszont ha a+c¢ >0, b,c <0 és a >0, akkor b(a+c) <0 és ac <0, ezért
b(a + ¢) + ac < 0, ami ellentmond kezdeti feltevésiinknek.

Mivel ellentmondasra jutottunk, igy a, b, ¢ koziil nem lehet egyszerre ketto
negativ. Ha a fenti egyenlotlenségek fenndallnak, a, b, ¢ koz6tt nem lehet sem egy,
sem kettd, sem hirom negativ szam és egyikiik sem lehet 0, igy mindegyik csak
pozitiv lehet.

Farkas Orsolya (Miskolc, Foldes F. Gimn., 11. évf.)

II1. megoldas. A feladat a p(z) = (x — a)(x — b)(x — ¢) valds egyiitthatds po-
linom, a, b, ¢ valés gyokeinek vizsgalatdval is megoldhaté. A szorzasokat elvégezve
lathaté a gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggés:

p(z) = 2% — (a + b+ c)z? + (ab+ be + ca)x — abe.

Tegyiik fel, hogy az a, b, ¢ szamokra megadott egyenlotlenségek teljesiilnek, és
vizsgaljuk meg a p(z) polinom z < 0 helyeken vett helyettesitési értékeit. Ekkor
p(z) =23 — (a+ b+ c)x? + (ab + be + ca)x — abe < 0, hiszen a bal oldal elsé hdrom
tagja nem pozitiv, a konstans tag pedig negativ, igy az a, b, ¢ gyokok valéban csak
pozitivak lehetnek.

Megjegyzés. Az 1. megoldéds kulcsgondolata: ha a, b, ¢ koziil 2 negativ, példaul a
és b, akkor ¢ > —a — b kell legyen, hogy az a + b+ ¢ > 0 egyenl6tlenség teljesiiljon. Ez
a felismerés egy mésik megoldasra is lehetdséget nyit. Fontos megjegyezni, hogy ¢ > —a—b
jobb oldala pozitiv, hiszen feltettiik, hogy a,b < 0. Célszerii erre az a = —A, b= —B
jeloléseket bevezetni, ekkor A, B, c¢ pozitivak. Az ab+ bc+ ca > 0 egyenlStlenség igy
atirhaté6 AB > Ac+ Bc = (A + B)c alakba; ¢ > A + B felhasznaldsaval

AB > (A+ B)* = A® + B® + 2AB,
ebbél pedig 0 > A? + B? + AB > 0 kovetkezik, ami ellentmondés.
Szabo Attila Jozsef, javitd
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254 dolgozat érkezett. 5 pontos 125, 4 pontos 31, 3 pontos 24, 2 pontos 27, 1 pontos
11, 0 pontos 12 dolgozat. Nem versenyszerti: 21 dolgozat. Nem szamitjuk a versenybe
a sziiletési datum vagy a sziil6i nyilatkozat hidnya miatt: 3 dolgozat.

C. 1650. Igazoljuk az aldbbi egyenlétlenséget, ahol a,b,c > 1:

log, ¢+ log, ¢

log,g ¢ < £

Megoldas. Alakitsuk az egyenlStlenséget, felhasznédlva a logaritmus azonos-
sagait:
4log,, ¢ < log, ¢ +log,, c,

1 1 1
4- g + )
log.ab ~log.a log.b

4 1 1
< + .
log.a+log.b ~log.a log.b

Mivel a-16l, b-rél és c-rél tudjuk, hogy mind 1-nél nagyobbak, ezért nem lehet
egyik nevezd se 0, sét mindegyik pozitiv. Legyen = =log.a és y = log.b. Ekkor
az egyenlotlenség igy néz ki:

4 1 1
<

ery\o: y'

Szorozzunk be a pozitiv nevezokkel, majd alakitsuk tovabb az egyenl6tlenséget:
dry < 2 4 22y + y2,
0 < 2? — 2zy + 92,
0< (z—y)°

Ez természetesen igaz, hiszen egy szam négyzete sosem negativ, mindig pozitiv
vagy 0.

Tehat ekvivalens 1épésekkel nyilvanvaléan igaz allitashoz jutottunk, ezért a bi-
zonyitandé allitas is igaz.

Szalanics Tamds (Nyiregyhdza, Szent Imre Kat. Gimn., 11. évf.)

Megjegyzds. Nagyon gyakori volt, hogy a megoldé nem indokolta azt, hogy valamelyik
logaritmikus kifejezéssel osztva vagy szorozva az egyenlGtlenséget, a reldcids jel nem fordul
meg a logaritmikus kifejezés pozitivitdsa miatt.

46 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 17 versenyzd: Albert Akos, Andé Lujza,
Baksay Réka, Biré Adam, Bodrogi Eva, Dobi Dorina Lili, Duska Maté, Egyhézi Hanna,
Fekete Andras Albert, Flédung Aron, Horvéath Antal, HyunBin Yoo, Lénart Réka, Molnar
Réka, Németh Lészlé6 Csaba, Szalanics Tamas, Xu Yiling. 4 pontos 19, 3 pontos 6,
2 pontos 2, 1 pontos 2 dolgozat.
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