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Megoldasvazlatok a 2021/2. szam emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. a) Hdny megolddsa van az egész szamok halmazdn a kovetkezd egyenldtlen-

ségnek?
r—1 1
1-— —. 3 t
’ m ‘ ~ 5021 (3 pont)
b) Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet:
5

log, x+log, x — 2logg x = 3 (3 pont)

¢) Hatdrozzuk meg azokat az x, y és z valds szamokat, amelyekre:
1222 4+ 15y 4+ 422 — 122y — 12yz — 82 4+ 16 = 0. (6 pont)

Megoldas. a) Az abszolit érték jelen beliili kifejezést &talakitva kapjuk:

| 1| > 5a57- ahol o # 0. Ebbol az kivetkezik, hogy |z| < 2021, vagyis —2020 < z <

< 2020, aminek 4040 egész szam felel meg, mivel x = 0-ra nincs értelmezve az ere-
deti kifejezés.

b) Az x csak pozitiv lehet. Attérve 2-es alapt logaritmusra:
1 2 5
logy x + §log2x— glogQJ: =3

amibdl kovetkezik, hogy

1 2 5 .9
logy @ 1—|—§—§ =3 vagyis 610g2x:f

azaz log, x = 2.
fgy x = 4 a megoldés.

¢) Alkalmasan csoportositva, majd kiemeléssel teljes négyzeteket alakitha-
tunk ki:

(1222 — 122y + 3y2) + (12¢% — 12y2 4+ 32%) + (22 — 824+ 16) = 0 «—

3(4a? —day +y?) +3(4y? —dyz + 23 + (22 =82+ 16) =0 —

2

32—y’ +302y— 22+ (z—4)*=0.

A négyzetek Osszege akkor és csakis akkor nulla, ha minden tag nulla, igy 2z = vy,
20 =2z és z =4.

Az egyenlet megoldasa tehdt: z =1,y =2, z = 4.
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2. a) Igazoljuk, hogy logqgs 2021 irraciondlis szdam. (4 pont)

b) Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet a valds szamok halmazdn:
3
oS 22 + €08 £L= 2. (6 pont)

¢) A kovetkezd két dllitdsrdl dontsiik el, hogy igaz vagy hamis. Vilaszunkat

indokoljuk. (4 pont)
1. Van olyan 6 csicsiu nem 6sszefiiggd egyszert graf, amelyiknek minden csicsa
masodfoki.

II. Ha eqy 6 cstcsu dsszefiiggd eqyszert grdafban o fokszamok 1,1,1,3,3,3, akkor
a grafban biztosan van kor.

Megoldas. a) Indirekt bizonyitdssal igazoljuk (reductio ad absurdum):

Tegyiik fel az igazolandé éllitds tagadasdt, vagyis azt, hogy logsgsg 2021 racio-
nalis szam. Ha ez igaz lenne, akkor 1éteznének p és ¢ pozitiv egész szamok tigy, hogy

D
logygo 2021 = 57 ahonnan 2021 = 20209, ami ekvivalens azzal, hogy 20217 = 20207,
ami lehetetlen, mert az egyik szam paratlan, a masik paros.

Ellentmondasra jutottunk, ezzel bizonyitotta valt, hogy logygs, 2021 irraciona-
lis szdm.

b) Mivel a koszinuszfiiggvény értéke legfeljebb 1, a cos 2z + cos %x = 2 egyen-
let csak olyan z értékekre teljesiil, amelyekre egyszerre fennall a cos2x =1 és
a cos gx = 1 egyenl6ség is.

Az elsd egyenletbdl 221 = 2k7, azaz x1 = kn, (k= 0,+1,42,...). A mdsodik

egyenletbél gl'g = 2nm, azaz ro = %mr (n=0,£1,42,...). A gyokok akkor lesznek

egyenléek, ha kr = 1—£n7r, vagyis 3k = 10n. Ha m tetszbleges egész, az utobbi
egyenloség akkor teljesiil, ha k = 10m, n = 3m, és igy az eredeti egyenlet megoldédsa
x=10mzm (m=0,4+1,£2,...).

Megjegyzés. A fiiggvényt abrézolva:

g(x) =2

74D N - 7 \
NI\ [/ NS\ /[ NS\ A WARWa\'

(1) S 7r\ /27r\/ 3m 471'\ /671' T \/87?\ /97r N 10r M 11\

S A\ N \/

- (r) = cos(2x) + cos(0,6x)

¢) 1. Igaz. Van ilyen graf: i f

I1. Igaz. A fokszamok osszege 12, amibdl az kovetkezik, hogy a griafnak 6 éle
van, egy 6 csuicsu fanak pedig csak 5 éle van. Tehat a graf nem lehet fa, tartalmaznia
kell kort.
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3. Evelin minden nap iszik eqy kavét vagy eqy tedt. Ha tegnap kdvét iott, akkor
0,3 wvalosziniiséggel iszik ma is. Ha tedt ivott tegnap, akkor 0,6 valdsziniséggel ma
kdvét iszik.

a) Ha Evelin tegnap kdvét ivott, mekkora a valdszindsége, hogy holnap tedt

iszik? (4 pont)
b) Hosszi tdvon Evelin a napok hdny szdzalékdban iszik kdvét? (7 pont)
¢) Hosszi tavon Fvelin a napok hdny szdzalékdban iszik tedt? (2 pont)

Megoldas. Evelin egy adott napon P(K) valészintiséggel kavét, P(T) valo-
szinliséggel tedt iszik, és mivel minden nap iszik kdvét vagy tedt, ezért P(T) =
=1— P(K). Az érthetdség kedvéért indexeljiink: P(K,+1 | K,) jelolje a kovet-
kez6 valdszintiséget: feltéve, hogy egy adott napon kavét ivott, akkor a rakovet-
kezé napon is kdvét iszik. (Vildgos, hogy P(K,42) = P(Kp4+1) = P(K,,) = P(K)
és P(Tyy2) = P(Th41) = P(Ty,) = P(T).) A feladat szerint P(K,41 | K,,) = 0,3,
amibél az kovetkezik, hogy P(T,41 | K,) = 0,7 (vagyis 0,7 valdszintiséggel iszik
ma tedt, ha tegnap kavét ivott). Ugyanezt a jelolést alkalmazva a feladat szerint
P(Ky41 | Tn) = 0,6, amibdl pedig az kovetkezik, hogy P(T41 | 1) = 0,4.

a) Ha tegnap kévét ivott és holnap tedt iszik, az gy lehet, hogy ma teét ivott,
feltéve, hogy tegnap kavét ivott, vagy ma kavét ivott, feltéve, hogy tegnap is kavét
ivott, vagyis a keresett valdsziniiség:

P(Tn+2 | Kn) =
= P(Tn—H | Kn) 'P(Tn+2 | Tn+1) + P(Kn+1 | Kn) ' P(Tn+2 | Kn-H) =
=0,7-0,440,3-07 = 0,49.

b) Tegnap kavét ivott P(K) valdszinliséggel vagy tedt P(T') valdszintiséggel.
Hogy ma kavét igyon, ahhoz az kell, hogy feltéve, hogy tegnap kavét ivott, ak-
kor ma is kdvét igyon, vagy ma kavét igyon, feltéve, hogy tegnap teat ivott:
P(K)=P(K,) - P(Kuyy1| K,)+ P(1,) - P(K,+1 | T,). Beirva ebbe az egyenlet-
be a valdszintiségeket és a P(K) és P(T) kozotti osszefiiggést, azt kapjuk, hogy
P(K)=P(K)-0,3+ [1—P(K)]-0,6. Ebbdl a keresett valészintiség P(K) = 1% ~
~ 0,462, azaz Evelin hosszui tdvon a napok 46,2%-dban iszik kavét.

¢) P(T) =1-P(K) =1- 5 = 15 ~ 0,538, ami azt jelenti, hogy hosszi tivon

Evelin a napok 53,8%-dban tedt iszik.

4. Egy n oldali szabdlyos sokszog alapt egyenes hasdb magassdga és alaplap-
janak az oldalai is 1 cm-esek.

a) Ha a hasdb lapdtidinak és testdtldinak dsszege 6960, akkor hdny csicsa van

az alaplapjdt képezd szabdlyos n-szégnek? (5 pont)
b) Mekkora ennek a hasdbnak a felszine és a térfogata? (7 pont)
Megoldéas. a) Az n oldali szabdlyos sokszog atldinak a szdma n(n2_3). fgy

a hasdb alap- és fedélapjan osszesen n(n — 3) 4tlé van.
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A hasdb oldallapjai négyzetek, ezek atléinak a szdma Osszesen 2n. A haséb
testdtldinak a szdma ugyancsak n(n — 3). Tehat az Osszes at16

n(n —3) 4+ 2n + n(n — 3) = 6960,

amibdl a miiveletek elvégzése és rendezés utan a kovetkezd egyenletet kapjuk:
n? — 2n — 3480 = 0. A méasodfoki egyenlet megoldasai: n; = 60, ny = —58. Az ny
negativ szam, igy nyilvanvaléan nem lehet megoldés, tehdt n; = 60 a j6 megoldas.
fgy a szabalyos sokszognek 60 oldala van.

b) A hasdb alapjdt alkoté szabélyos 60-széget 60 darab olyan egyenld szérd
haromszogre tudjuk bontani, amelyek mindegyikének az alapja a szabalyos sokszog
egy-egy oldala, szarai pedig a szabdlyos sokszog koré irhaté kor sugarai és szarszoge

% = 6°. Egy ilyen hdromsz6g magassaga tg%, igy az alaplap teriilete:
0,5
L tg 3°

T =60- ~ 286,217 (cm?).

A felszint az alap és a fedSlap, valamint a 60 db 1 c¢m oldald négyzet alkotja,
ezek teriiletének az 6sszege adja a felszint: 2 - 286,217 + 60 - 1 = 632,434 (cm?).

A hasab magassaga h = 1 cm, igy a térfogata

V =T -h~286217-1= 286,217 (cm?).

II. rész

5. a) Adjuk meg az f(z) = \/xﬁ? hozzdrendelési szabdllyal megadott fiigguény
legbdvebb értelmezési tartomdnydt. (1 pont)

b) Mennyi az f(x) figguény hatdrértéke + végtelenben, azaz lirf flx) ="
r—r 400

(3 pont)
¢) Mennyi az f(x) figgvény mazimuma a [0;2] intervallumon, és ezt hol ve-
szi fel? (6 pont)
d) Szdmitsuk ki a kovetkezd hatdrozott integrdl értékét:
2
/(x3 + 1) f%(x) d. (3 pont)
0

e) Mennyi annak a ,serleg” alaki testnek a térfogata, mely testet
tgy kapjuk meg, hogy az f(x) figgvénynek a [0;2] intervallumon vett
grafikonjdt az x tengely kiril megforgatjuk? (Természetesen a nyak
feletti részrél van szd és az eqység legyen 1 cm. A kép csak illusztrdcid.)

(3 pont)
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Megoldas. a) A nevezdben levé négyzetgyok miatt (23 + 1) csak pozitiv lehet,
vagyis 2® > —1. Igy az értelmezési tartomény: ]—1; +o0].

Megjegyzés. A fliggvény grafikonja:

Y
nec \b\\\
fla) = ——— €]—1;+00]
-1 —05 0,5 1,5 2,5 35 4 45 T
/ =1
2
T T 1
b lim f(z)= lim —— lim =0
) x—+o00 () r—+00 ‘/1‘34-1 r—+00 _7,‘3+1 r—+00 x_’_x% ’
mivel
. 1
lim 720
r——400 I

/ " / 1'\/m—$L
fm:( +1>:

23

Ez akkor valésulhat meg, ha a szamldl6 nulla (és a nevezd ugyanekkor nem nulla),
vagyis:

3
‘/I3+1:L,

2vx3 +1
ami akkor teljesiil, ha 2(23 + 1) = 32®, azaz & = /2 ~ 1,2599. Az itt felvett érték:

3
F(V2) = g = f/gz 0,7274.

Ahhoz, hogy valéban szélséértékrél van szé, nézzitk meg, megvaldsul-e a derivalt-
fiiggvény eldjelvaltdsa ezen a helyen. Ehhez az f'(x) szdmldléjat kozos nevezdre
hozassal majd az emeletes tort eltiintetésével alakitsuk at:

2 2(23+1)—3x3
/31 3z 3
Fl@) = l-vad+1-a3755 T oy@dil . 2—x
- 341 - 341 o 3
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(Megjegyzés: Ebbdl az alakbdl is kiolvashaté az elébbi zérushely értéke.)

Foglaljuk tébldzatba a fiiggvény viselkedését a [0;2] intervallumon:

x 0] 0<zx< % \3@ % <xr<?2 2
f'(x) + 0 -
f(x) | 0 T maximum: 4 % ~ 0,6667
szigoruan f\3/§ ~ 0,7274 szigordan
monoton monoton
novekszik csokken

d)

2 2 5 2 L s
x

+ 1) f*(x)de = + — | dz = 2de = |2 = <.

O/x x = O/(m )( = 1) x O/x x [33}]0 3

e) A keresett forgastest térfogata cm®-ben:

2 2 2

V:ﬁ/fQ(x)dx:W/x3+1 —%/IH = [ +1); =

0 0 0

- gln9 ~ 2,3009.

6. Emeljink egy merdleges szakaszt az ABCD téglalap sikjira a D pontban
dgy, hogy a szakasz mdsik végpontjdra, M-re igazak a kévetkezdk: MA = 12v/2,
MB =434, MC = 20.

Ha a hosszusdgokat centiméterben mérjik, szamitsuk ki:

a) a téglalap oldalainak hosszdt; (7 pont)
b) az MAB hdromszig sikjanak az ABCD téglalap sikjdval bezdrt szdgét;

(6 pont)

¢) az ABCDM test térfogatdt. (3 pont)

Mj Megoldas. a) Legyen AD =a, DC = és

MD = h. Ekkor Pitagorasz tétele alapjan a tég-
lalap 4tléjara teljesiil, hogy BD? = a? + b? és
az MDA, M DB, valamint az M DC' derékszogii
haromszogekben is rendre igaz, hogy:

MA? = AD* + MD?, MB? = BD?+ MD?

és

MC? = CD? + MD>.
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Tehat a megadott hosszisdagadatokkal:

(1) 288 = a® + h?,
(2) 544 = a® +b* + h?,
(3) 400 = b* + h?.

Innen (1) + (3) alapjan: 288 4400 = a? + b* 4 2h?; felhasznalva a (2) sszefiiggésbil
ad6dé a? + b% = 544 — h? egyenléséget, kovetkezik, hogy h? = 144, azaz h = 12.
DM = h ismeretében méar egyszertien kiszamithatok a téglalap oldalai: AD = a =
=12 (cm), DC = b =16 (cm).

b) Az M AB haromszog sikjanak az ABC D téglalap sikjéval valé metszésvonala
AB, amelyre AD és M D egyarant meréleges. A két sik hajlasszoge megegyezik
az M AD derékszogli haromszog A-nél 1évé szogével («), igy ebben a haromszogben

MD 12 V2
MA 122 2
amibdl adédik, hogy a keresett hajlasszog a = 45°.

sino =

¢) A téglalap alapu gula térfogata:
~T-h a-b-h 12-16-12

|4
3 3 3

=768 (cm?®).

7. Képzeljik el, hogy a 2025-0s évben vagyunk. Pénziigytudatos Patrik ponto-
san ot évvel ezeldtt, 2020-ban egy nagyobb dsszeghez jutott és azzal a céllal vasdrolt
ebbdl 10 mallid forintért egy dllamkdotvényt (vagyis befektette a pénzét), hogy az it
éves futamidd leteltével, amikor felveszi a kamatokkal megnovelt dsszeget, azt fel-
haszndlja lakdsvdsdrldsra.

a) Ot év elteltével mekkora lett a kamatokkal névelt dsszeg, ha a kamat szdmi-
tdsa a kovetkezdk szerint torténik? Az ot éves futamiddt hat kamatozdsi periddusra
osztottdk, és az egqyes iddszakaszokban valtozo mértékid kamatldbat dllapitottak meg.
Az elsd félévben az éves kamat 3,50% (vagyis félévre 1,75%), a mdsodik félévre
az éves kamat 4,00% (vagyis erre a félévre 2%). A mdsodik évtdl kezdve mdr egész
évente valtozik a kamat és ezen beliil egész évre vonatkozoan ugyanakkora mértéki:
a mdsodik évre 4,50%, a harmadikra 5,00%, a negyedikre 5,50%, végiil az otidik-
re 6,00%. Lényeges tovdbbd, hogy az egy-eqy kamatozdsi periddus végén létrejitt,
a névérték kamattal megnovelt dsszege képezi a kovetkezd kamatperiddus sordn a ka-
matszamitds alapjat (kamatos kamat). (5 pont)

b) Pénziigytudatos Patrik hdzastdrsa is rendelkezik egy ot éves futamideji,
hasonld névértékd, de fix kamatozdsi dllampapirral, melynek az éves kamata 5% és
ez 1s éppen 2025-ben jdar le. Ezen kivil a hdzaspdr kap az allamtol 10 millié forint
vissza nem téritendd csalddalapitdsi tamogatdst. Ezt a hdrom forrdst felhaszndlva
szdzezresekre kerekitve mekkora dsszegbdl tud a hdzaspdr lakdst vdsdrolni? (5 pont)

¢) Pénziigytudatosék mellett mdsik hdrom bardti hdzaspdr is lakdst vdsdrol,
mégpedig valamennyien eqy uj épitési lakoparkban, amely a 10 lakdsos ,,Z6ld Hdz™-
bol és a 20 lakdsos ,Fehér Hdaz"-bol dall. A beruhdzd a vitdk elkerilése végett sorsolds-
sal dont arrol, hogy a 30 lakds kézil melyiknek melyik csaldd legyen a tulajdonosa.
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A sorsolasndl tigyelnek arra, hogy barmelyik lakdshoz ugyanakkora eséllyel lehes-
sen hozzdjutni. Mekkora a valésziniisége annak, hogy a négy hdzaspdr kozil ketto
a ,Z0ld Hiz™ba, a mdsik kettd pedig a ,Fehér Hdiz"-ba koltozhet? (6 pont)

Megoldas. a) Az 6t éves futamidé végén kapott 6sszeg (forintra kerekitve):

10000000 - 1,0175- 1,02 - 1,045 - 1,05 - 1,055 - 1,06 = 12734 986,94 ~ 12734 987 Ft.

b) Eves 5%-os fix kamatlabbal és kamatos kamattal szdmolva:
10000000 - 1,05° = 12762 815,63 ~ 12762816 Ft.

A hérom forras Osszege: 12734987 + 12762816 4 10000 000 = 35497 803, ami széaz-
ezresekre kerekitve 35500 000 Ft. Ekkora 6sszegb6l tud a Pénziigytudatos-hazaspar
lakast vasarolni.

¢) Az dsszes eset szama: n = (?:10), a kedvezd esetek szama: k = (120) . (220). fgy
a keresett valdszintiiség:

10y (20 109 2019
k- . —_=, 2= ==
F=0= £ 2305 2) = Sommar = 0312
4 1321

8. a) Adott az {x,} valds szamsorozat, ahol x1 = V2 és Tpi1 =2+ Tn,
ha n > 1. Igazoljuk, hogy az {x,} sorozat konvergens és hatdrozzuk meg lim x,
n—oo

értékeét. (7 pont)
b) Igazoljuk, hogy ha az x €sy pozitiv szdmok dsszege 2, akkor

<1 + i) (1 + i) > 4. (5 pont)

Egy négyzet alaki vdrban a csi-
csokndl egy-egy torony dll, az Esza-
ki Torony (E), a Keleti Torony (K),
a Déli Torony (D) és a Nyugati To-
rony (N). érségben a vdrfal tetején lévd
négy falszakaszon sétdlnak a vdrdrok.
Az Eszaki Toronyban lévé 6rszobabol
indulnak €s toronytdl toronyig haladva
az EK, KD, DN és NE kozil mindig
pontosan hat falszakaszon haladnak vé-
gig egy orjdrat sordn. (Eﬁelemszerﬁen
eqy falszakasz tobbszor is szerepelhet egy
drjdrat sordn, példdul akkor, ha a ko-
vetkezé toronyndl egqybdl wisszafordul
a vardr.)

Forrds:

https://varlexikon.hu/varpalota

¢) Legfeljebb hdny tagi a vdardrség, ha mindegyikiik kilonbézd dtvonalon sétdlt?
(Az bridratnak nem kell feltétleniil az Eszaki Toronyndl végzddnie. Két utvonalat
nem tekintink kilonbozének, ha ugyanazokat a falszakaszokat tartalmazza ugyan-
abban a sorrendben.) (4 pont)
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Megoldas. a) Bebizonyitjuk, hogy a sorozat korldtos és szigorian monoton,
ebbdl mér kovetkezik a konvergenciaja.

A teljes indukcié médszerével igazoljuk, hogy a sorozat minden tagjara igaz:
0 <z, <2. Han=1, akkor 2; = /2, melyre igaz. Tegyiik fel, hogy 0 < x, < 2.
Ekkor 0 < 241 = V2 + 2, < V2 + 2 = 2, tehdt a sorozat korlatos.

A tovabbiakban azt igazoljuk, hogy a sorozat szigortian monoton novekvé:
Tpt1 > T, vagyis /2 + , > x,. Bz az allitas ekvivalens azzal, hogy 72 —z,, — 2 <
< 0, szorzattd alakitva: (z, —2)- (2, +1) < 0, ami valéban igaz, mivel az eléz6ekben
igazoltuk, hogy 0 < z,, < 2. Tehat a sorozat szigoriian monoton névekvé és korlatos,
ezért konvergens.

Legyen a = lim z,,. Ekkor a = /2 + a, ahonnan a? — a — 2 = 0, a mésodfoki
n—oo

egyenlet gyokei a; = —1, as = 2. Mivel 0 < a < 2, az kovetkezik, hogy a = 2, vagyis
a sorozat hatarértéke 2.

b) Ekvivalens dtalakitdsokat végziink a zardjelek felbontésaval majd xy-al valé
beszorzassal: xy+x+y+ 1 > 4xy. Mindkét oldalbdl kivonunk zy-t és felhasznaljuk,
hogy = +y = 2, az xy < 1 egyenlGtlenségre jutunk. Ez teljesiil, hiszen a két szamra
vonatkozo szamtani-mértani kozepek kozotti egyenlétlenségbdl kovetkezik:

rt+y 2

VTG < S
TSy 2

¢) Osszeszamoljuk a lehetséges jarér-titvonalakat. Az Eszaki E K
Toronybdl (E) indulva két falszakasz koziil lehet vélasztani (EK
vagy EN), {gy eddig a lehetséges itvonalak szdma 2. A kivetkezd
toronynal megint két falszakasz koziil lehet valasztani, igy 2-2 =4 N D
a kiilonb6z6 utvonalak szama két kivalasztott falszakasz utan.

Hasonldéan folytatva a hat falszakaszon megtett rjdrat (séta) utdn

2:2:2.2.2.2=20=64
kiilonb6z6 dtvonal van. Tehat legfeljebb 64 tagi a varorség.

9. a) Egy egységoldalii négyzet belsejében és oldalain lévd pontok mindegyikét
kiszineztik két szin valamelyikével. Mutassuk meg, hogy létezik két egyszini pont,

amelyek legaldbb \/75 tavolsagra vannak eqgymdstol. (6 pont)

b) A K(1;3) kozépponti, 2 eqység sugarid kor belsejében melyek azok a pontok,
amelyeknek a koordindtdi a kévetkezd egyenletrendszer gyokei?

1
2 £ 2V73 =3,

(8 pont)
1622 — 162y + 4y% = 9.

¢) Mekkora sziget zar be eqymdassal az a két vektor, amelyek kizds kezdSpontja
a K(1;3) pont, és az egyik az origéba, a masik pedig a P(10;0) pontba mutat?
(2 pont)
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Megoldas. a) Az ABCD egységoldali négyzet-
D C ben a BC' oldal felezopontja legyen E, az AB oldal
7 felez6pontja pedig F.

Ekkor AE = ED = DF = FC = %5 Ha az A
és E pontok azonos szintiek, akkor maris létezik két

B olyan pont, amelyek egymastdl vald tavolsdga éppen

\/75. Ha nem igy van, akkor kiilonboz6 szintiek, az A

) az egyik szin, mondjuk piros, E pedig a masik szin,
A/ Ja 5 mondjuk kék. (Forditott esetben teljesen hasonlé mé-

don gondolhatjuk végig a tovabbiakat, csak a szineket

kell felcserélni.)
Hasonléan gondolkodva kovetkezik, hogy D piros, majd F' kék, és ha pedig C'
kék, akkor a megfelel6 pontok F' és C, ha viszont C piros, akkor a megfelel6 pontok

C és A, hiszen a négyzet atléja AC = /2 > \/TS
b) A mésodik egyenletet 4-gyel osztva a bal oldalon kapott kifejezés teljes

négyzetté alakithaté: (2z — y)? 9 amibél a

:Z’

3
20—y =+=

egyenlethez jutunk, ahonnan y = 2z + %, vagy y = 2x — %

Ha y = 2x + %, akkor az els6 egyenletbe valé behelyettesités utdn a
27 422t —3 =0
egyenletet kapjuk. Ez 2¥-ben méasodfoku:
2.(2%)* 4+ 2% =3 =0,
amelynek a gyokei 1 és f%. Mivel 2% > 0, valés megoldas csak a 2% = 1-bdl adddik,
vagyis x = 0. Mivel y = 2z + %, igy y = %

Ha y =22 — %, akkor az el6zéekhez hasonléan a
27 +2%72 -3=0

egyenlethez jutunk, vagyis a (2””)2 +4.2% — 12 = 0, ugyancsak 2*-ben méasodfoki
egyenletet kell megoldani. Ennek a gyokei 2 és —6. Itt is csak a pozitiv gyok johet
szamitasba. Vagyis 2% = 2, amib6l x = 1, és y = 2z — % figyelembe vételével y = %
Osszegezve: az egyenletrendszer megoldésa a (O; %) és az (1; %) SZAMPpAr.
Az adott K(1;3) kozéppontd, 2 egység sugari kor belsejében azok és csak azok
a pontok vannak, amelyeknek a koordindtai kielégitik a kovetkez6 egyenlotlenséget:
2 2
(x=1)"+(y—3)" <4
Ennek az egyenlotlenségnek az egyenletrendszer megoldasabol adédo két szam-

par koziil csak a (0; %) koordindtaji pont tesz eleget, igy ez a feladat megoldasa.
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¢) Kiszamitjuk a vektorok koordindtdit: I?é(—l;—?») és I?B(E);—S); majd
képezziik a két vektor skaldris szorzatét: KO KP = (=1)-94(=3)-(=3)=0.
Ebbdl kovetkezik, hogy a vektorok derékszoget zarnak be egymassal.

! ! ! ! ! ! ! ! !
NV
K(3)y
L FEA
‘ A
05 T_Lpano
2 3 4 5 6 7 8 9 10 Lz
R R A I e

Mihalyi Gyula
Székesfehérvar

C gyakorlatok megoldasa

C. 1627. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ valds szdmokra teljestil, hogy
a+b+c¢>0,ab+bc+ca>0 ésabc >0, akkora>0,b>0 ésc>0.

Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)
Megoldas. Az egyenlGtlenségekben szereplo kifejezések szimmetrikusak, igy

elnevezés szempontjabol felcserélhetok. Tegyiik fel, hogy az a, b, ¢ valds szamokra
teljesiil, hogy

(1) a+b+c>0,
(2) ab +bc+ ca > 0,
(3) abe > 0.

A (3) egyenldtlenségbél kovetkezik, hogy a, b, ¢ egyike sem lehet 0, hiszen ekkor
a szorzat is 0 lenne. Az abe > 0 feltétel két esetben teljesiilhet: ha az a, b, ¢ szamok
mindegyike pozitiv, vagy ha kozottiik két negativ és egy pozitiv szam van.

Ha mindharom szam pozitiv, akkor tekintve, hogy pozitiv szdmok szorzata és
Osszege is pozitiv, az egyenlétlenségek teljesiilnek.

Indirekt tegyiik fel, hogy a, b, ¢ koziil kett6 negativ, egy pozitiv és a fenti
harom egyenlétlenség teljesiil. Tobb mddon is ellentmondésra juthatunk.
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