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Linearis ciklusmodellek

Kivonat

Ebben a cikkben kozépiskolabdl ismert eszkozokkel korvonalazzuk a diszkrét
idejl linearis ciklusmodelleket. Olyan dinamikus rendszert elemziink, amelyben
az allapot az el6z6 két allapottdl fiigg, méghozza linearisan. A szigorian ismétlodd
ciklusok bemutatasa utdn az éltaldnosabb harmonikus rezgéseket mutatjuk be.

1. Bevezetés

Mind a természetben, mind a tarsadalomban fontos szerepet jatszanak a ciklu-
sok: olyan folyamatok, amelyek rendszeres id6kozokben ismétlédnek. A természet-
bdl ismert nevezetes ciklikus péalyak: ingalengés, bolygémozgas, szivverés stb.; a tar-
sadalombdl ismert ciklikus palyak: gazdasagi ciklusok, divathullamok stb. A ter-
mészeti folyamatokat inkdbb folytonos, a tarsadalmi folyamatokat inkabb diszkrét
(szakaszos) id6ben szemléljiik és modellezziik, ahol az egymdst kovetd iddszakok
hossza allandé (6ra, nap, s kozelitéleg: hénap, év).

Minden modell a valésag leegyszertisitése. A jé modell kiemeli a vizsgalat szem-
pontjabdl fontos vondsokat, elhanyagolja a tobbit. Példdul a (matematikai) inga ta-
nulményozasakor csak arra figyeliink, hogyan fiigg a lengésidé (periédus) a kilengés
maximumatdl — alig; és hogyan fiigg az inga hosszatél — négyzetgyokosen; mikoz-
ben figyelmen kiviil hagyjuk az inga fizikai jellemzoit és a kozegellenéllast. Ehhez
hasonldan, a kozgazdasagi ciklusmodelleknél a periédus és a kilengés nagysagat
kutatjuk, és eltekintiink attél, hogy melyik orszagrdl van szé.

A cikk cimében szerepel még a linedris jelz6. Egy dinamikus modellt homogén
linedrisnak neveziink, ha a kezd&érték kétszeres, hdromszoros nagyitasa a palyat
is kétszeresen, haromszorosan nagyitja. A matematikai inga mozgasegyenlete 30°
alatti kilengésnél jo kozelitéssel linedris, a gazdasagi ciklusok azonban sokkal ke-
vésbé kozelithetok linedris modellekkel. Példaul a gazdaségi ciklus felemelked6 dga
sokkal hosszabb, mint a leszallé dga. Ennek ellenére vizsgalatukat is érdemes li-
nearis modellel kezdeni, s csak masodik megkozelitésben bevezetni a nemlinedris
vonasokat.

Kitéro: a gazdasagi dinamika szerkezete idGben is valtozhat: példaul a 2007-
ben kezd6dott nemzetkozi pénziigyi, majd gazdasagi valsag utan hiaba indult Gjra
a novekedés, szamos vondsa megvaltozott: példaul a gazdasag erételjes 6sztonzése
nem okozott inflaciét, a kamatldbak 0 kozeliek maradtak. A cikkben térgyalt sé-
ma gazdasigi alkalmazédsaira itt csak utalunk: sertésciklusok, beruhdazasi ciklusok
stb. [3].

Kozépiskolas szinten a ciklusokat legegyszertibben diszkrét idejii dinamikus
rendszerekkel tudjuk modellezni, ilyen modellkeretet nytjtanak a differenciaegyen-
letek. Kdoszrdl irt KoMal-cikkemben [2] mér emlitettem az elsérendi nemlinedris
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differenciaegyenlettel lefrt ciklust, ebben a cikkben a két legegyszeriibb (nem elfa-
jult) linedris ciklusmodellt mutatjuk be.

2. Ciklusmodell

MindenekelStt célszerli lesz bevezetni a kovetkezd definiciét. Legyen P egy
természetes szam. Egy (z1,x2,...) sorozatot P-ciklusnak neveziink, ha P id8sza-
konként ismétlodik, de rovidebb szakaszra nem ismétlodik:

Tpptr = Tp, r=0,1,...,P—1, k=1,2,....

Azaz P a legkisebb ilyen szdm — a periddus. Megjegyezziik, hogy a P =1 eset
elfajult ciklus, hiszen a sorozat minden tagja azonos: 1 = x2 = ... .

Dinamikus rendszeriinkben az id6szak indexe ¢t = 0,1, 2, ..., adllapota x;, amely
az eloz6 egy vagy két allapottol, xy_1-t61 és x;_o-tdl fligg.

1. példa. Elsérend(i (homogén) linedris differenciaegyenletrél beszéliink, ha
LUtJr]:A.’L’t, t:0,1,27...,

ahol A idében valtozatlan egyiitthaté, és az xo kezdeti allapot adott. Ekkor egyet-
lenegy esetben kapunk ciklust: ha A = —1, azaz x441 = —z¢, s ekkor 2-ciklust
kapunk: xg, —z¢, xo, — 20, - . - ; kivéve, ha zq = 0, ekkor egyensulyt kapunk.

Az inhomogén eset az egyensilytdl vald eltérésvaltozd bevezetésével visszave-
zethet6 a homogénra.

A tovabbiakban érdekesebb ciklusokat keresiink, s evégett az allapotvaltozast
egy masodrendii linedris differenciaegyenlettel irjuk le, ahol nemcsak az el6zo,
hanem az azt megel6z6 allapot is befolyasolja a mostani allapotot:

(1) LT41 :Alxt—‘rAthfh t:0a1727"'7

ahol A; és Ay # 01id6ben valtozatlan egyiitthatdk, és az (x_1,x¢) kezdeti allapotpér
adott. Kénny{ belatni, hogy az egyensilyi helyzet [2] 2° =0, s ez az (v_1,20) =
= (0,0) kezdeti dllapotpérnak felel meg.

A ciklusmentes masodrendfi differenciaegyenletet (43 > —44,) a KéMaL-ban
mar kordbban [1] bemutattam. Most latni fogjuk, hogy A? < —4A, esetben az (1)
rendszer megoldédsat egészen masképp, a szogfiiggvények segitségével lehet targyal-
ni, ezért a kordbbi cikk ismeretére nincs sziikség. Az elfajult A7 = —4A, esettel
most sem foglalkozunk.

Bemelegitésiil bemutatjuk az 1. példat koveto tovabbi két legegyszeriibb cik-
lust.

2. példa. 4-fazist inga: x141 = —x¢—1, o = 1, x_1 = 0. Helyettesitéssel belat-
haté, hogy az allapotsorozat 1,0, —1,0, ..., tehat 4-ciklus.

1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az x;1 = 2t — x;—1 masodrendii differencia-
egyenlet barmely megolddsa 6-ciklus. Vegyiik észre, hogy az (1,1,0,—1,—1,0) so-
rozat a cikluson beliili ismétlédés ellenére is 6-ciklus. (Az allandd (0)-sorozat is
megoldds, de nem beszéliink 1-ciklusrdl.)
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Az egyszeriiség kedvéért egyelére feltessziik, hogy a kilengés maximuma &llan-
dé, emellett a rendszer indulé allapota maximalis. A ciklikus palydt — a diszkrét
idejli magyarézat ellenére — alkalmas periodikus folytonos idéfiiggvény egész értékii
pontok helyettesitési értékeként keressiik:

(2) Ty = Xg COS @t t=0,1,2,...,
s az altaldnositott peridédus az g cos pt = xg cos p(t + P) egyenlet legkisebb pozitiv
megoldasa:
2
(3) p="
¥

Fizikdban a ¢ > 0 paramétert szdgsebességnek nevezik, hiszen ez mutatja, hogy
a polarkoordindta-rendszerben a (cos ¢t, sin pt) pontot az origdval Ssszekotd sugér
egységnyi id6 alatt milyen szégben fordul el.

FEz a periédus altalaban nem természetes szam, ekkor nem beszélhetiink szigo-
ri ciklusrél. Ha P > 1 raciondlis szdm, példaul egyszertisitett alakban p/q, akkor
q korforgds utédn x, = x¢, és onnan ismétlédik a palya. Emiatt van sziikség a szo-
kéévek bonyolult rendszerére. (Példdul els6 kozelitésben egy év 365 1/4 nap, ezért
nyilvanitott Julius Caesar i.e. 45-ben minden negyedik évet szokéévnek, és ezekben
az években a 365 naphoz hozzdtett egy 366.-at.) Ha azonban P irraciondlis szdm,
akkor szigorian véve sohasem tér vissza a rendszer az eredeti dllapotdba. (Vala-
mi ilyesmi okozta, hogy 1582-ben Gergely papanak modositani kellett a julidnusi
naptarrendszert, és kihtzni a szokdévekbdl a 100-zal oszthatdkat, és visszatenni
a 400-zal oszthatdkat.)

A tovébbiakban az (1) differenciaegyenlettel szarmaztatjuk a ciklikus megol-
désokat.

1. tétel. A2 < —4A, mellett az (1) rendszer minden zo # 0 kezdéfeltétele mel-
letti megolddsa pontosan akkor (2) alakd, ha

(4) Ay =—1, ésigy |Ai] <2
€s

A
(5) r_1 = ?11'0.

b) A ¢ szdgsebességet (és a (3)-on keresztil a P periddust)

(6) cosp = _;1 € (-1,1)

hatdrozza meg.

Megjegyzések. 1. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az A3 < —4A, = 4 feltétel sziikséges
és elegendd ahhoz, hogy a (6) implicit egyenletnek legyen pozitiv megolddsa.

2. Kiemeljiik, hogy a (4) ciklusfeltétel milyen egyszer(i: A = —1. Ez egy elemi meg-
fontoldsbdl is kovetkezik: ha minden pélya ciklikus, akkor idében megfordithaté. (Ilyenek
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a mechanikai mozgasok, de megfordithatatlanok a hétani folyamatok.) Ez viszont azt je-
lenti, hogyha az (1) egyenletet idében visszafelé oldjuk meg, ugyanazt a palyat kapjuk.

(1" Tio1 = Ay Az — AF ' wega, t=0,-1,-2,...,

A két egyenlet pontosan akkor ekvivalens, ha teljesiil (4).
2. A szerepe is jol lathaté: minél nagyobb, anndl hosszabb a periédus: A; = O-ra
P =4 (2. példa), Ay =1/2-re P =6 (1. feladat). A fiiggés azonban erésen nemlinedris.

3. Linedris cikklusmodelliinknek — f6leg a kozgazdasdgtanban — két gyengesége van:
a) a kilengés maximuma a kezd6értéktdl fiigg, b) a ciklus feltétele késhegyen tancol:
|A2] < 1 esetén (példdul a surléddsos ingdndl) az &llapot tart a 0-hoz, [A2| > 1 esetén
az allapot periddusonkénti maximélis abszolit értéke tart a végtelenhez — ekkor a linea-
ris kozelités érvényét veszti. Ezek a gyengeségek gyakran csak nemlinedris modellekben
kezelhet&k.

Bizonyitas. Behelyettesitjiik a feltételezett (2) megoldést az (1) masodrendi
homogén linearis differenciaegyenletbe:

xo cos(pt + @) = Ajxq cos pt + Asxg cos(pt — ).

Elosztjuk az egyenlet mindkét oldaldt xy # 0-val, és alkalmazzuk a koszinuszfiigg-
vény addiciés képletét:

cos pt cos ¢ — sin pt sin p = Aj cos @t + As[cos @t cos ¢ + sin pt sin ¢].

Két részre bontjuk az egyenletet, és mindkét részre megkoveteljiik az egyenlo-
séget. (Belathatd, hogy ez nem csak elégséges, de sziikséges is.) A sin pt egyiitthatdk
egyenlésége —1 = As. A cos ¢t egyiitthatdk egyenldsége cosp = Ay + Az cos g, s ez
(4)-gyel egyiitt (6)-tal ekvivalens.

A kezd6értékekre vonatkozé (5) feltétel egyszertien adddik abbdl, hogy (2)
értelmében x; = x_1, s ezt behelyettesitve a (4)-gyel megszoritott (1)-be: x_ =
= Ajxg —x_1, azaz (5). O

Az 1. tételt szemlélteti az 1. dbra: A; =1, Ao =—1, xg=1és xz_1 =1/2
kezdoallapottal, folytonos idéskalan bemutatva.
L5
1,01

0,51

0,0

Allapot

—0,5 1

—1,0 1

B T

1. dbra. Ciklus, n = 2
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3. Harmonikus rezgések

Zarasként kimondjuk az 1. tétel altalanositasat, ahol Ay kiillonbozhet —1-t61
és az xr_1 kezdofeltétel tetszoleges. Ilyenkor nem ciklusrdl, hanem harmonikus rez-
gésrdl, oszcillaciordl kell beszélniink, ahol a folytonositott ideji palydk nem térnek
vissza 6nmagukba, de azonos P peridodusonként valtanak elGjelet.

2. tétel. a) Ha A? < —4A, (tehdt Ay < 0), akkor (1) pdlydja
(7) x; = ra’ cos(pt + ), t=0,1,2,...

alaki, ahol a csillapitdsi egyiitthato

(8) a=+/—As

€s a szogsebesség

(9) cos @ = 2\/% € (—1,1).

b) A tovdbbi paraméterek (r amplitudd és 0 fdzisszdg) a kezdeti feltételekbdl
adddnak:

(10) rog=rcosd ¢s x_1=ra tcos(d — ).

Megjegyzések. 1. Kénnyen beldthatd, hogy (4)—(5) esetén a 2. tétel az 1. tételre
egyszerlisodik.
2. Kiilén meggondoldst igényel, hogy a nemlinedris (10) egyenletrendszernek mindig

van (r,0) megoldasa. (10) méasodik egyenletét elosztva az els6vel, és a koszinusz addiciés
képletét alkalmazva:

_ 1 in ¢ si .
xx01 _ acos Ccos (i(js_;m sin _ a[cos o+ tg §sin W]v
ahonnan adédik 6:
T_1 -1
tgd = ——F— —a ctgop.
axo sin ¢

A 2. tételt szemlélteti a 2. dbra: A1 =1, As = —0,9 és a megfeleld kezdeti feltételek,
4jbdl folytonos idében abrazolva.

1,01

Allapot

2. dbra. Csillapitott oszcillacié, n = 2
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2. feladat. Az 1. tétel bizonyitasat dltalanositva bizonyitsuk be a 2. tételt.

Feladatmegoldasok

1. feladat. Irjuk fol az egyenletet ¢ helyett (t — 1)-re: &y = w41 — x1—9, majd
behelyettesitjiik az eredeti egyenletbe:

Tt41 = Tp—1 — Tt—2 — Tp—1 = —Tt-2-
Emiatt ;o = —x4_5, azaz x4y = x4_5, tehdt P = 6.

2. feladat. Bevezetjiik a 1, = ot + 9§ jelolést és behelyettesitjiik a feltételezett
(7) megoldést az (1) masodrendii homogén linedris differenciaegyenletbe:

ra' cos(; + @) = Arra’ cosp; + Agra’ ™t cos(vy — ).

Elosztjuk az egyenlet mindkét oldalat ra’~!-nel, és alkalmazzuk a koszinuszfiigg-
vény addicios képletét:

a’[cos s cos p — sin ) sin @] = Aja cos by + Ag[cos by cos @ + sin 1y sin @]

Két részre bontjuk az egyenletet, és mindkét részre megkoveteljiik az egyenlGsé-
get. (Beldthatd, hogy ez nem csak elégséges, de sziikséges is.) A sin; egyiitthatéja
két oldalon: —a?sin ¢ = Assin ¢, amely teljesiil (8) miatt. A cos; egyiitthatdja
a két oldalon: a®cos p = Aja + As cosp, amely teljesiil (9) miatt. O
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Simonovits Andras

| 7 Gyakorlé feladatsor
' emelt szintli matematika érettségire

I. rész

1. Oldjuk meg az aldbbi egyenlétlenségeket a valés szamok halmazéan.

2
r°—x+6
b) logg 5(—a% + 62 — 8) < 2+ log 5 3. (6 pont)
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