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A haromszog belso szogfelezojének hosszarol

Dunay Zoltéan, a Téncsics Mihdly Gimnédzium, majd a Fazekas Mihaly Gim-
nazium matematika tandra emlékének.

C Ismert a szogfelez6-tétel: a harom-
sz0g belso szogfelezdje a szemkozti oldalt
a szomszédos oldalak aranydban osztja:

Z—‘; = % Mivel emellett ¢, + ¢, = ¢, az aré-
nyos osztds miatt:
sz
ca , cb
Cq = atb es Cp = a—i—b'

A belso szogfelezd haromszogbe esé szaka-
sza CD = sz.

Tekintsiik a D ponton atmené AB és
CFE szel6ket. Ezekre a szelédarabok szor-
zaténak tétele miatt (1. dbra):

() Cq* Chp = 82" T.

A keriileti szogek tétele miatt CAB< = CEB<. Mivel a C cstcsbeli szoget
elfeleztiik, a CAD/A ~ CEBA, mivel két megfeleld szogiik egyenld. Azonos oldalaik
hanyadosa tehat megegyezik: i = % Atrendezve: ab = sz2 + sz - x, azaz (%)
miatt ab = sz% + ¢, - ¢. Vagyis a szogfelezd szakasz hossza (illetve annak négyzete):

(1) sz =ab—c, ¢t
Beirva ide a ¢ oldal két darabjanak hosszat:
2
b
52% = ab — Lp
(a+0b)
koz6s nevezore hozva:
2 ab((a + b)2 — 02) )
(a+b)?

(2) 8z

'Ez ebben a forméban szerepel Horvay Reiman: Geometriai feladatok gytijteménye I.
c. kotetében, az 1256. feladatra adott megoldédsban.

2Ez az eredmény 6t kiilonbdz8, de egyarant trigonometrikus levezetéssel szerepel Dar-
vasi Gyula cikkében: A hiromszog szogfelezinek hosszérdl, in: A matematika tanitdsa,
2001, 4. szam, 6-9. o.
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Alakitsuk 4t ezen eredményt trigonometrikus (de az idézett cikkben nem sze-
repl) médon. Legyen ACE<t = DCB< = . Irjuk fel a koszinusztételt az ABC
héromszogre:

a® +b% — 2ab - cos 2y = 2.

A (2) képletben ¢? helyébe a fenti egyenlet bal oldaldt frva:

5 ab(a® + 2ab+ b* — a® — b? + 2ab - cos 27)
sz% =
(a+b)°

)

Osszevonas és az addicios képlet révén:

2 ab(2ab + 2ab - (2 - cos? y — 1)) _ 4a?b? cos® vy
(a+0)° (a+b)?

vagyis:

~ 2ab - cosy

(3) sz P

)
ami egy masik kifejezése a szogfelez6 szakasz hosszanak. Erdemes ezt tovdbb vizs-
galni.

A héromszog bérmely szoge, gy 2v < 180°, vagyis v < 90° (és persze 0° < ),
ezért 0 < cosy < 1, ezért

2ab
4 0 inbehal
(4) (0<) sz < .
vagyis a szigfelezd szakasz rovidebb (kell legyen) a két szomszédos oldal harmonikus
kozepénél.
Alkalmazzuk a fent felismert (4) korlatot a szogfelez6 szakasz (2) képletbeli
alakjara:

~(a+b)?

,  ab((a+b)?—¢?) ( 2ab )2 4a?D?
SZ5 =
(a+0b)? a+b

egyszerlisitések utdn (a + b)> — ¢2 < 4ab, atrendezve:
(a+b)* —dab < ¢*, vagyis (a—b)* < c?,
azaz

(5) la —b| < c.

Tehét a (4)-beli eredmény (hogy a szdgfelezd szakasz hosszénak a szomszédos
oldalak harmonikus kézepe fels6 korldtja) egyszeriien a hdromszig-egyenlétlenség
kovetkezménye.

Szép elemi geometriai tovabbgondolasa a témanak, ha szerkesztési feladatként
fogjuk fel. Az analdg feladatok — szerkessziink haromszoget két oldal és harmadik-
hoz tartozé magassdg hosszabdl (a, b, m..), vagy két oldal és a harmadikhoz tartozé
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sulyvonal hosszdbdl (a, b, s.) — a kozépiskolai oktatds ismert, bevett feladatai. De
hdromszog szerkesztése két oldal és a kozrezart szog felez8jének [a hdromszog bel-
sejébe es6 szakaszdnak] hosszabdl (a, b, sz. — vagy a cikk eddigi jelolése szerint
egyszeriien csak sz), az mar nem magatol értetddo.

A szerkesztés érdekében idézziik fel a szogfelezé-tétel bizonyitasdhoz haszna-
latos 2. dbrdt: hosszabbitsuk meg a szogfelez6t, amig el nem metszi a B csticson at
AC-vel hiizott parhuzamost (ezen az dbran legyen ez a pont E). Mivel ACD< és
BED< valtoszogek, tehat egyenlok, és a szogfelezés miatt DC B< is ugyanekkora,
ezért a CEBA egyenl6 széru, tehat BE = a. A D-nél keletkezett csiicsszogek mi-
att ACDA ~ BEDA, a hasonlésig ardnya (megfelel$ oldalak alapjan) b : a, ezért

a most keletkezett DE = sz%.

B

Sz

(SIS
=

2. dbra 3. dbra

Ezek alapjan adott a, b, sz esetén a kdvetkezéképpen szerkeszthetiink harom-
szoget. Felvesziink egy C-bdl indulé félegyenest, rdamérjiik sz-t (C'D). Felvesziink
egy masik, C-bél induld (azzal 1ényegében barmilyen, nem egyenes-, célszertien he-
gyesszoget bezdrd) segéd félegyenest, amire egymds utdn felmérjiik a b = CF és
a = F'G szakaszokat. A parhuzamos szel6k tétele révén megszerkesztjitk a DE =
= sz% szakaszt ugy, hogy F D-vel parhuzamost hizunk G-bol, amig elmetszi az el-
s6ként felvett félegyenest. Ezutdn C-bél és E-bol egyarant a sugard korivet rajzo-
lunk, (egyik, alkalmas) metszéspontjuk B. Ezt sszekotjitk D-vel, meghosszabbitjuk
azon tul, és (vagy:) C kozéppontt, b sugart korivvel kimetssziik bel6le A-t (vagy:)
a BE-vel parhuzamost hizva C-b8l metssziik ki beléle A-t. A keletkezett ABC/A
a kivént tulajdonsdgi (3. dbra).

Diszkusszio: a szerkesztés minden lépése végrehajthatd tetszoleges a és b ese-
tén, azonban a C'E alapra egyenl6 a szarakkal felvett B cstcs csak akkor keletkezik,
ha teljesiil a haromszog-egyenl6tlenség:

a . b+a 2ab
sz+sz— <a-+a, vagyls sz < 2a, azaz sz < —,
b a+b

b

amivel mds médon megkaptuk a (4) alatti feltételt.

Siposs Andras
ELTE Apéczai Csere Janos Gyakorlé Gimndzium (Budapest)
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