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A haromszog belso szogfelezojének hosszarol

Dunay Zoltéan, a Téncsics Mihdly Gimnédzium, majd a Fazekas Mihaly Gim-
nazium matematika tandra emlékének.

C Ismert a szogfelez6-tétel: a harom-
sz0g belso szogfelezdje a szemkozti oldalt
a szomszédos oldalak aranydban osztja:

Z—‘; = % Mivel emellett ¢, + ¢, = ¢, az aré-
nyos osztds miatt:
sz
ca , cb
Cq = atb es Cp = a—i—b'

A belso szogfelezd haromszogbe esé szaka-
sza CD = sz.

Tekintsiik a D ponton atmené AB és
CFE szel6ket. Ezekre a szelédarabok szor-
zaténak tétele miatt (1. dbra):

() Cq* Chp = 82" T.

A keriileti szogek tétele miatt CAB< = CEB<. Mivel a C cstcsbeli szoget
elfeleztiik, a CAD/A ~ CEBA, mivel két megfeleld szogiik egyenld. Azonos oldalaik
hanyadosa tehat megegyezik: i = % Atrendezve: ab = sz2 + sz - x, azaz (%)
miatt ab = sz% + ¢, - ¢. Vagyis a szogfelezd szakasz hossza (illetve annak négyzete):

(1) sz =ab—c, ¢t
Beirva ide a ¢ oldal két darabjanak hosszat:
2
b
52% = ab — Lp
(a+0b)
koz6s nevezore hozva:
2 ab((a + b)2 — 02) )
(a+b)?

(2) 8z

'Ez ebben a forméban szerepel Horvay Reiman: Geometriai feladatok gytijteménye I.
c. kotetében, az 1256. feladatra adott megoldédsban.

2Ez az eredmény 6t kiilonbdz8, de egyarant trigonometrikus levezetéssel szerepel Dar-
vasi Gyula cikkében: A hiromszog szogfelezinek hosszérdl, in: A matematika tanitdsa,
2001, 4. szam, 6-9. o.
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Alakitsuk 4t ezen eredményt trigonometrikus (de az idézett cikkben nem sze-
repl) médon. Legyen ACE<t = DCB< = . Irjuk fel a koszinusztételt az ABC
héromszogre:

a® +b% — 2ab - cos 2y = 2.

A (2) képletben ¢? helyébe a fenti egyenlet bal oldaldt frva:

5 ab(a® + 2ab+ b* — a® — b? + 2ab - cos 27)
sz% =
(a+b)°

)

Osszevonas és az addicios képlet révén:

2 ab(2ab + 2ab - (2 - cos? y — 1)) _ 4a?b? cos® vy
(a+0)° (a+b)?

vagyis:

~ 2ab - cosy

(3) sz P

)
ami egy masik kifejezése a szogfelez6 szakasz hosszanak. Erdemes ezt tovdbb vizs-
galni.

A héromszog bérmely szoge, gy 2v < 180°, vagyis v < 90° (és persze 0° < ),
ezért 0 < cosy < 1, ezért

2ab
4 0 inbehal
(4) (0<) sz < .
vagyis a szigfelezd szakasz rovidebb (kell legyen) a két szomszédos oldal harmonikus
kozepénél.
Alkalmazzuk a fent felismert (4) korlatot a szogfelez6 szakasz (2) képletbeli
alakjara:

~(a+b)?

,  ab((a+b)?—¢?) ( 2ab )2 4a?D?
SZ5 =
(a+0b)? a+b

egyszerlisitések utdn (a + b)> — ¢2 < 4ab, atrendezve:
(a+b)* —dab < ¢*, vagyis (a—b)* < c?,
azaz

(5) la —b| < c.

Tehét a (4)-beli eredmény (hogy a szdgfelezd szakasz hosszénak a szomszédos
oldalak harmonikus kézepe fels6 korldtja) egyszeriien a hdromszig-egyenlétlenség
kovetkezménye.

Szép elemi geometriai tovabbgondolasa a témanak, ha szerkesztési feladatként
fogjuk fel. Az analdg feladatok — szerkessziink haromszoget két oldal és harmadik-
hoz tartozé magassdg hosszabdl (a, b, m..), vagy két oldal és a harmadikhoz tartozé

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/3 131



éf 2021.3.8 — 17:33 — 132. oldal — 4. lap KoMalL, 2021. mércius ?

— P

sulyvonal hosszdbdl (a, b, s.) — a kozépiskolai oktatds ismert, bevett feladatai. De
hdromszog szerkesztése két oldal és a kozrezart szog felez8jének [a hdromszog bel-
sejébe es6 szakaszdnak] hosszabdl (a, b, sz. — vagy a cikk eddigi jelolése szerint
egyszeriien csak sz), az mar nem magatol értetddo.

A szerkesztés érdekében idézziik fel a szogfelezé-tétel bizonyitasdhoz haszna-
latos 2. dbrdt: hosszabbitsuk meg a szogfelez6t, amig el nem metszi a B csticson at
AC-vel hiizott parhuzamost (ezen az dbran legyen ez a pont E). Mivel ACD< és
BED< valtoszogek, tehat egyenlok, és a szogfelezés miatt DC B< is ugyanekkora,
ezért a CEBA egyenl6 széru, tehat BE = a. A D-nél keletkezett csiicsszogek mi-
att ACDA ~ BEDA, a hasonlésig ardnya (megfelel$ oldalak alapjan) b : a, ezért

a most keletkezett DE = sz%.

B

Sz

(SIS
=

2. dbra 3. dbra

Ezek alapjan adott a, b, sz esetén a kdvetkezéképpen szerkeszthetiink harom-
szoget. Felvesziink egy C-bdl indulé félegyenest, rdamérjiik sz-t (C'D). Felvesziink
egy masik, C-bél induld (azzal 1ényegében barmilyen, nem egyenes-, célszertien he-
gyesszoget bezdrd) segéd félegyenest, amire egymds utdn felmérjiik a b = CF és
a = F'G szakaszokat. A parhuzamos szel6k tétele révén megszerkesztjitk a DE =
= sz% szakaszt ugy, hogy F D-vel parhuzamost hizunk G-bol, amig elmetszi az el-
s6ként felvett félegyenest. Ezutdn C-bél és E-bol egyarant a sugard korivet rajzo-
lunk, (egyik, alkalmas) metszéspontjuk B. Ezt sszekotjitk D-vel, meghosszabbitjuk
azon tul, és (vagy:) C kozéppontt, b sugart korivvel kimetssziik bel6le A-t (vagy:)
a BE-vel parhuzamost hizva C-b8l metssziik ki beléle A-t. A keletkezett ABC/A
a kivént tulajdonsdgi (3. dbra).

Diszkusszio: a szerkesztés minden lépése végrehajthatd tetszoleges a és b ese-
tén, azonban a C'E alapra egyenl6 a szarakkal felvett B cstcs csak akkor keletkezik,
ha teljesiil a haromszog-egyenl6tlenség:

a . b+a 2ab
sz+sz— <a-+a, vagyls sz < 2a, azaz sz < —,
b a+b

b

amivel mds médon megkaptuk a (4) alatti feltételt.

Siposs Andras
ELTE Apéczai Csere Janos Gyakorlé Gimndzium (Budapest)
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Linearis ciklusmodellek

Kivonat

Ebben a cikkben kozépiskolabdl ismert eszkozokkel korvonalazzuk a diszkrét
idejl linearis ciklusmodelleket. Olyan dinamikus rendszert elemziink, amelyben
az allapot az el6z6 két allapottdl fiigg, méghozza linearisan. A szigorian ismétlodd
ciklusok bemutatasa utdn az éltaldnosabb harmonikus rezgéseket mutatjuk be.

1. Bevezetés

Mind a természetben, mind a tarsadalomban fontos szerepet jatszanak a ciklu-
sok: olyan folyamatok, amelyek rendszeres id6kozokben ismétlédnek. A természet-
bdl ismert nevezetes ciklikus péalyak: ingalengés, bolygémozgas, szivverés stb.; a tar-
sadalombdl ismert ciklikus palyak: gazdasagi ciklusok, divathullamok stb. A ter-
mészeti folyamatokat inkdbb folytonos, a tarsadalmi folyamatokat inkabb diszkrét
(szakaszos) id6ben szemléljiik és modellezziik, ahol az egymdst kovetd iddszakok
hossza allandé (6ra, nap, s kozelitéleg: hénap, év).

Minden modell a valésag leegyszertisitése. A jé modell kiemeli a vizsgalat szem-
pontjabdl fontos vondsokat, elhanyagolja a tobbit. Példdul a (matematikai) inga ta-
nulményozasakor csak arra figyeliink, hogyan fiigg a lengésidé (periédus) a kilengés
maximumatdl — alig; és hogyan fiigg az inga hosszatél — négyzetgyokosen; mikoz-
ben figyelmen kiviil hagyjuk az inga fizikai jellemzoit és a kozegellenéllast. Ehhez
hasonldan, a kozgazdasagi ciklusmodelleknél a periédus és a kilengés nagysagat
kutatjuk, és eltekintiink attél, hogy melyik orszagrdl van szé.

A cikk cimében szerepel még a linedris jelz6. Egy dinamikus modellt homogén
linedrisnak neveziink, ha a kezd&érték kétszeres, hdromszoros nagyitasa a palyat
is kétszeresen, haromszorosan nagyitja. A matematikai inga mozgasegyenlete 30°
alatti kilengésnél jo kozelitéssel linedris, a gazdasagi ciklusok azonban sokkal ke-
vésbé kozelithetok linedris modellekkel. Példaul a gazdaségi ciklus felemelked6 dga
sokkal hosszabb, mint a leszallé dga. Ennek ellenére vizsgalatukat is érdemes li-
nearis modellel kezdeni, s csak masodik megkozelitésben bevezetni a nemlinedris
vonasokat.

Kitéro: a gazdasagi dinamika szerkezete idGben is valtozhat: példaul a 2007-
ben kezd6dott nemzetkozi pénziigyi, majd gazdasagi valsag utan hiaba indult Gjra
a novekedés, szamos vondsa megvaltozott: példaul a gazdasag erételjes 6sztonzése
nem okozott inflaciét, a kamatldbak 0 kozeliek maradtak. A cikkben térgyalt sé-
ma gazdasigi alkalmazédsaira itt csak utalunk: sertésciklusok, beruhdazasi ciklusok
stb. [3].

Kozépiskolas szinten a ciklusokat legegyszertibben diszkrét idejii dinamikus
rendszerekkel tudjuk modellezni, ilyen modellkeretet nytjtanak a differenciaegyen-
letek. Kdoszrdl irt KoMal-cikkemben [2] mér emlitettem az elsérendi nemlinedris
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differenciaegyenlettel lefrt ciklust, ebben a cikkben a két legegyszeriibb (nem elfa-
jult) linedris ciklusmodellt mutatjuk be.

2. Ciklusmodell

MindenekelStt célszerli lesz bevezetni a kovetkezd definiciét. Legyen P egy
természetes szam. Egy (z1,x2,...) sorozatot P-ciklusnak neveziink, ha P id8sza-
konként ismétlodik, de rovidebb szakaszra nem ismétlodik:

Tpptr = Tp, r=0,1,...,P—1, k=1,2,....

Azaz P a legkisebb ilyen szdm — a periddus. Megjegyezziik, hogy a P =1 eset
elfajult ciklus, hiszen a sorozat minden tagja azonos: 1 = x2 = ... .

Dinamikus rendszeriinkben az id6szak indexe ¢t = 0,1, 2, ..., adllapota x;, amely
az eloz6 egy vagy két allapottol, xy_1-t61 és x;_o-tdl fligg.

1. példa. Elsérend(i (homogén) linedris differenciaegyenletrél beszéliink, ha
LUtJr]:A.’L’t, t:0,1,27...,

ahol A idében valtozatlan egyiitthaté, és az xo kezdeti allapot adott. Ekkor egyet-
lenegy esetben kapunk ciklust: ha A = —1, azaz x441 = —z¢, s ekkor 2-ciklust
kapunk: xg, —z¢, xo, — 20, - . - ; kivéve, ha zq = 0, ekkor egyensulyt kapunk.

Az inhomogén eset az egyensilytdl vald eltérésvaltozd bevezetésével visszave-
zethet6 a homogénra.

A tovabbiakban érdekesebb ciklusokat keresiink, s evégett az allapotvaltozast
egy masodrendii linedris differenciaegyenlettel irjuk le, ahol nemcsak az el6zo,
hanem az azt megel6z6 allapot is befolyasolja a mostani allapotot:

(1) LT41 :Alxt—‘rAthfh t:0a1727"'7

ahol A; és Ay # 01id6ben valtozatlan egyiitthatdk, és az (x_1,x¢) kezdeti allapotpér
adott. Kénny{ belatni, hogy az egyensilyi helyzet [2] 2° =0, s ez az (v_1,20) =
= (0,0) kezdeti dllapotpérnak felel meg.

A ciklusmentes masodrendfi differenciaegyenletet (43 > —44,) a KéMaL-ban
mar kordbban [1] bemutattam. Most latni fogjuk, hogy A? < —4A, esetben az (1)
rendszer megoldédsat egészen masképp, a szogfiiggvények segitségével lehet targyal-
ni, ezért a kordbbi cikk ismeretére nincs sziikség. Az elfajult A7 = —4A, esettel
most sem foglalkozunk.

Bemelegitésiil bemutatjuk az 1. példat koveto tovabbi két legegyszeriibb cik-
lust.

2. példa. 4-fazist inga: x141 = —x¢—1, o = 1, x_1 = 0. Helyettesitéssel belat-
haté, hogy az allapotsorozat 1,0, —1,0, ..., tehat 4-ciklus.

1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az x;1 = 2t — x;—1 masodrendii differencia-
egyenlet barmely megolddsa 6-ciklus. Vegyiik észre, hogy az (1,1,0,—1,—1,0) so-
rozat a cikluson beliili ismétlédés ellenére is 6-ciklus. (Az allandd (0)-sorozat is
megoldds, de nem beszéliink 1-ciklusrdl.)
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Az egyszeriiség kedvéért egyelére feltessziik, hogy a kilengés maximuma &llan-
dé, emellett a rendszer indulé allapota maximalis. A ciklikus palydt — a diszkrét
idejli magyarézat ellenére — alkalmas periodikus folytonos idéfiiggvény egész értékii
pontok helyettesitési értékeként keressiik:

(2) Ty = Xg COS @t t=0,1,2,...,
s az altaldnositott peridédus az g cos pt = xg cos p(t + P) egyenlet legkisebb pozitiv
megoldasa:
2
(3) p="
¥

Fizikdban a ¢ > 0 paramétert szdgsebességnek nevezik, hiszen ez mutatja, hogy
a polarkoordindta-rendszerben a (cos ¢t, sin pt) pontot az origdval Ssszekotd sugér
egységnyi id6 alatt milyen szégben fordul el.

FEz a periédus altalaban nem természetes szam, ekkor nem beszélhetiink szigo-
ri ciklusrél. Ha P > 1 raciondlis szdm, példaul egyszertisitett alakban p/q, akkor
q korforgds utédn x, = x¢, és onnan ismétlédik a palya. Emiatt van sziikség a szo-
kéévek bonyolult rendszerére. (Példdul els6 kozelitésben egy év 365 1/4 nap, ezért
nyilvanitott Julius Caesar i.e. 45-ben minden negyedik évet szokéévnek, és ezekben
az években a 365 naphoz hozzdtett egy 366.-at.) Ha azonban P irraciondlis szdm,
akkor szigorian véve sohasem tér vissza a rendszer az eredeti dllapotdba. (Vala-
mi ilyesmi okozta, hogy 1582-ben Gergely papanak modositani kellett a julidnusi
naptarrendszert, és kihtzni a szokdévekbdl a 100-zal oszthatdkat, és visszatenni
a 400-zal oszthatdkat.)

A tovébbiakban az (1) differenciaegyenlettel szarmaztatjuk a ciklikus megol-
désokat.

1. tétel. A2 < —4A, mellett az (1) rendszer minden zo # 0 kezdéfeltétele mel-
letti megolddsa pontosan akkor (2) alakd, ha

(4) Ay =—1, ésigy |Ai] <2
€s

A
(5) r_1 = ?11'0.

b) A ¢ szdgsebességet (és a (3)-on keresztil a P periddust)

(6) cosp = _;1 € (-1,1)

hatdrozza meg.

Megjegyzések. 1. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az A3 < —4A, = 4 feltétel sziikséges
és elegendd ahhoz, hogy a (6) implicit egyenletnek legyen pozitiv megolddsa.

2. Kiemeljiik, hogy a (4) ciklusfeltétel milyen egyszer(i: A = —1. Ez egy elemi meg-
fontoldsbdl is kovetkezik: ha minden pélya ciklikus, akkor idében megfordithaté. (Ilyenek
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a mechanikai mozgasok, de megfordithatatlanok a hétani folyamatok.) Ez viszont azt je-
lenti, hogyha az (1) egyenletet idében visszafelé oldjuk meg, ugyanazt a palyat kapjuk.

(1" Tio1 = Ay Az — AF ' wega, t=0,-1,-2,...,

A két egyenlet pontosan akkor ekvivalens, ha teljesiil (4).
2. A szerepe is jol lathaté: minél nagyobb, anndl hosszabb a periédus: A; = O-ra
P =4 (2. példa), Ay =1/2-re P =6 (1. feladat). A fiiggés azonban erésen nemlinedris.

3. Linedris cikklusmodelliinknek — f6leg a kozgazdasdgtanban — két gyengesége van:
a) a kilengés maximuma a kezd6értéktdl fiigg, b) a ciklus feltétele késhegyen tancol:
|A2] < 1 esetén (példdul a surléddsos ingdndl) az &llapot tart a 0-hoz, [A2| > 1 esetén
az allapot periddusonkénti maximélis abszolit értéke tart a végtelenhez — ekkor a linea-
ris kozelités érvényét veszti. Ezek a gyengeségek gyakran csak nemlinedris modellekben
kezelhet&k.

Bizonyitas. Behelyettesitjiik a feltételezett (2) megoldést az (1) masodrendi
homogén linearis differenciaegyenletbe:

xo cos(pt + @) = Ajxq cos pt + Asxg cos(pt — ).

Elosztjuk az egyenlet mindkét oldaldt xy # 0-val, és alkalmazzuk a koszinuszfiigg-
vény addiciés képletét:

cos pt cos ¢ — sin pt sin p = Aj cos @t + As[cos @t cos ¢ + sin pt sin ¢].

Két részre bontjuk az egyenletet, és mindkét részre megkoveteljiik az egyenlo-
séget. (Belathatd, hogy ez nem csak elégséges, de sziikséges is.) A sin pt egyiitthatdk
egyenlésége —1 = As. A cos ¢t egyiitthatdk egyenldsége cosp = Ay + Az cos g, s ez
(4)-gyel egyiitt (6)-tal ekvivalens.

A kezd6értékekre vonatkozé (5) feltétel egyszertien adddik abbdl, hogy (2)
értelmében x; = x_1, s ezt behelyettesitve a (4)-gyel megszoritott (1)-be: x_ =
= Ajxg —x_1, azaz (5). O

Az 1. tételt szemlélteti az 1. dbra: A; =1, Ao =—1, xg=1és xz_1 =1/2
kezdoallapottal, folytonos idéskalan bemutatva.
L5
1,01

0,51

0,0

Allapot

—0,5 1

—1,0 1

B T

1. dbra. Ciklus, n = 2
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3. Harmonikus rezgések

Zarasként kimondjuk az 1. tétel altalanositasat, ahol Ay kiillonbozhet —1-t61
és az xr_1 kezdofeltétel tetszoleges. Ilyenkor nem ciklusrdl, hanem harmonikus rez-
gésrdl, oszcillaciordl kell beszélniink, ahol a folytonositott ideji palydk nem térnek
vissza 6nmagukba, de azonos P peridodusonként valtanak elGjelet.

2. tétel. a) Ha A? < —4A, (tehdt Ay < 0), akkor (1) pdlydja
(7) x; = ra’ cos(pt + ), t=0,1,2,...

alaki, ahol a csillapitdsi egyiitthato

(8) a=+/—As

€s a szogsebesség

(9) cos @ = 2\/% € (—1,1).

b) A tovdbbi paraméterek (r amplitudd és 0 fdzisszdg) a kezdeti feltételekbdl
adddnak:

(10) rog=rcosd ¢s x_1=ra tcos(d — ).

Megjegyzések. 1. Kénnyen beldthatd, hogy (4)—(5) esetén a 2. tétel az 1. tételre
egyszerlisodik.
2. Kiilén meggondoldst igényel, hogy a nemlinedris (10) egyenletrendszernek mindig

van (r,0) megoldasa. (10) méasodik egyenletét elosztva az els6vel, és a koszinusz addiciés
képletét alkalmazva:

_ 1 in ¢ si .
xx01 _ acos Ccos (i(js_;m sin _ a[cos o+ tg §sin W]v
ahonnan adédik 6:
T_1 -1
tgd = ——F— —a ctgop.
axo sin ¢

A 2. tételt szemlélteti a 2. dbra: A1 =1, As = —0,9 és a megfeleld kezdeti feltételek,
4jbdl folytonos idében abrazolva.

1,01

Allapot

2. dbra. Csillapitott oszcillacié, n = 2
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2. feladat. Az 1. tétel bizonyitasat dltalanositva bizonyitsuk be a 2. tételt.

Feladatmegoldasok

1. feladat. Irjuk fol az egyenletet ¢ helyett (t — 1)-re: &y = w41 — x1—9, majd
behelyettesitjiik az eredeti egyenletbe:

Tt41 = Tp—1 — Tt—2 — Tp—1 = —Tt-2-
Emiatt ;o = —x4_5, azaz x4y = x4_5, tehdt P = 6.

2. feladat. Bevezetjiik a 1, = ot + 9§ jelolést és behelyettesitjiik a feltételezett
(7) megoldést az (1) masodrendii homogén linedris differenciaegyenletbe:

ra' cos(; + @) = Arra’ cosp; + Agra’ ™t cos(vy — ).

Elosztjuk az egyenlet mindkét oldalat ra’~!-nel, és alkalmazzuk a koszinuszfiigg-
vény addicios képletét:

a’[cos s cos p — sin ) sin @] = Aja cos by + Ag[cos by cos @ + sin 1y sin @]

Két részre bontjuk az egyenletet, és mindkét részre megkoveteljiik az egyenlGsé-
get. (Beldthatd, hogy ez nem csak elégséges, de sziikséges is.) A sin; egyiitthatéja
két oldalon: —a?sin ¢ = Assin ¢, amely teljesiil (8) miatt. A cos; egyiitthatdja
a két oldalon: a®cos p = Aja + As cosp, amely teljesiil (9) miatt. O
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Simonovits Andras

| 7 Gyakorlé feladatsor
' emelt szintli matematika érettségire

I. rész

1. Oldjuk meg az aldbbi egyenlétlenségeket a valés szamok halmazéan.

2
r°—x+6
b) logg 5(—a% + 62 — 8) < 2+ log 5 3. (6 pont)
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2. A 688, 1204 és a 2021 szamok ugyanannak a természetes szamokbol allo,
1-nél nagyobb differencidju a,, szdmtani sorozatnak a tagjai.

a) Hatérozzuk meg az a,, sorozat differencidjdt. (4 pont)
b) Mennyi az a,, sorozat négyjegyll tagjainak dsszege? (6 pont)

¢) Igazoljuk, hogy a 688, 1204 és a 2021 szamok nem lehetnek ebben a sor-
rendben egy mértani sorozat egymast koveto tagjai. (3 pont)

3. Az 6cednon egy kutatdcsoportnak elromlott a hajéja. Két mentScsapat siet
segitségiikre. A kutatdk épp derékszogben latjak a két mentéhajét, amikor az egyik
az A(4;5) és a masik B(5; —3) pontban ldthaték a radaron. A koordindtarendszer
egysége a valdsdgban 1 km.

a) A koordinatarendszer mely pontjaban van a kutatéhajé, ha a hidrom hajé
altal kozrefogott hdromszog teriilete a valésagban 15 km?, és a kutatécsoport
helyének abszcisszaja 1. (7 pont)

A radaron véletlenszertien felbukkan egy tengeralattjaré a hajék altal kozre-
fogott haromszogon beliil.

b) Mennyi a valészintisége, hogy a tengeralattjaré az abszcissza-tengely alatt
bukkan fel? (6 pont)

4. Az f(z) = 223 — 152% + 242 + d harmadfok fiiggvény lokalis minimumhelye
egyben zérushelye is.

a) Hatarozzuk meg d értékét. (7 pont)
Legyen az f fiiggvény lokalis minimumhelye m, maximumhelye n.

b) Mekkora teriiletet zdr kozre az x-tengely, azx = m, az x = n egyenesek és
az y = f(x) egyenletii gorbe? (6 pont)

II. rész

5. A MathCoffie Rt. 6 féle kdvékeveréket gydrt (Arcusa, Binoma, Ciklona, Do-
deka, Expona és Faktora). Pepi ki szeretné prébélni mindegyiket, ezért 2 dobozzal
vett mindegyik fajtabdl. A kavékeverékek 3 kiilonboz6 arkategdriaban kaphatok.
Az Arcusa és a Binoma I. arkategéridju, a Ciklona és a Dodeka II. arkategoriaju,
az Expona és a Faktora III. arkategoriaba tartozik. A II. kategériaju kavé ara az 1.
és III. kategériaju kavék drdnak az atlaga. A II. és 1. kategéridk dranak ardnya
35-dal kisebb, mint a III. és I. kategoridk drdnak ardnya.

a) Milyen drban vannak az egyes kdvéfajtdk, ha Pepi a kdvékért 15480 Ft-ot
fizetett? (8 pont)

Pepi mindegyik tipusi kdvébol az egyik dobozt megnyitotta, hogy megkdstol-
ja a kavékat, majd visszazarta, igy kiviilrél nem allapithaté meg, hogy melyeket
nyitotta ki. Pepi testvérei Pipi és Pepe szemet vetettek Pepi kavéjara, és véletlen-
szertien elvettek a 12 dobozbdl két-két dobozzal.

b) Héanyféleképp vihettek el két-két kiilonboz6 tipust dobozt, ha szdmit, hogy
a doboz bontott volt vagy sem? (5 pont)
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¢) Feltéve, hogy mindkét testvér két kiilonbozd tipusi kdvét vitt el, mi a va-
16szintisége, hogy a 6 bontatlan doboz mindegyike otthon maradt? (3 pont)

6. Egy egység oldalu szabalyos kilencszog csicsai Aq; Aa;. .. ; Ag. Szerkessziink
félkoroket A1 Ag; AsAy; ... A7Ag; AgAq; AgAs szakaszokra, mint atmérore a ki-
lencszogon beliil.

a) Igazoljuk, hogy a félkoroket érinté kor atmérdjének hossza

cos 40° — sin 40°

sin 20° (9 pont)

Huzzuk be a szabalyos kilencszog Gsszes atléjat, majd szinezziik pirosra azokat
a szakaszokat (4tlokat, oldalakat), amelyek a csicsok indexeit tekintve kiilonbézd
paritasuakat kotnek ossze, a tobbi szakaszt pedig fessiik kék szintire.

b) Héanyféle uton lehet eljutni az A; csicsbol az Ag csicsba piros szakaszokon
gy, hogy minden csiicsot pontosan egyszer érinthetiink? (3 pont)

¢) Mennyi a valdszintisége, hogy ha véletlenszertien kivdlasztunk a szakaszok
koziil kettdt, akkor azok kiilonbozd szintiek? (4 pont)

7. a) Jellemezziik az

3t —9p—3
Ay = 37”
sorozatot monotonitas, korldtossag és konvergencia szempontjabol. (9 pont)

b) Mutassuk meg, hogy minden n pozitiv egész szémra

(7 pont)

8. a) Igazoljuk, hogy minden pozitiv valés szampérra ha x? + 4y = 12xy,
akkor
lgx +1gy

lg(x 4 2y) — 21g2 = 5

(6 pont)

b) Van-e megoldédsa az 2 + 4y? = 122y egyenletnek a pozitiv egész szdmok
halmazan? Valaszunkat indokoljuk. (10 pont)

9. Egy derékszogi trapéz hegyesszoge 60°-0s, hosszabbik alapjanak és hosszab-
bik szardnak ardnya 2 : 1.

a) Hatdrozzuk meg a trapéz atldinak ardnyat. (6 pont)
A trapézt megforgatjuk a hosszabbik alapja, majd a hosszabbik széara koriil.

b) Hatérozza meg a kapott testek térfogatdnak ardnydt. (10 pont)

Csanyi Tibor
Budapest
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Megoldasvazlatok a 2021/2. szam emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. a) Hdny megolddsa van az egész szamok halmazdn a kovetkezd egyenldtlen-

ségnek?
r—1 1
1-— —. 3 t
’ m ‘ ~ 5021 (3 pont)
b) Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet:
5

log, x+log, x — 2logg x = 3 (3 pont)

¢) Hatdrozzuk meg azokat az x, y és z valds szamokat, amelyekre:
1222 4+ 15y 4+ 422 — 122y — 12yz — 82 4+ 16 = 0. (6 pont)

Megoldas. a) Az abszolit érték jelen beliili kifejezést &talakitva kapjuk:

| 1| > 5a57- ahol o # 0. Ebbol az kivetkezik, hogy |z| < 2021, vagyis —2020 < z <

< 2020, aminek 4040 egész szam felel meg, mivel x = 0-ra nincs értelmezve az ere-
deti kifejezés.

b) Az x csak pozitiv lehet. Attérve 2-es alapt logaritmusra:
1 2 5
logy x + §log2x— glogQJ: =3

amibdl kovetkezik, hogy

1 2 5 .9
logy @ 1—|—§—§ =3 vagyis 610g2x:f

azaz log, x = 2.
fgy x = 4 a megoldés.

¢) Alkalmasan csoportositva, majd kiemeléssel teljes négyzeteket alakitha-
tunk ki:

(1222 — 122y + 3y2) + (12¢% — 12y2 4+ 32%) + (22 — 824+ 16) = 0 «—

3(4a? —day +y?) +3(4y? —dyz + 23 + (22 =82+ 16) =0 —

2

32—y’ +302y— 22+ (z—4)*=0.

A négyzetek Osszege akkor és csakis akkor nulla, ha minden tag nulla, igy 2z = vy,
20 =2z és z =4.

Az egyenlet megoldasa tehdt: z =1,y =2, z = 4.
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2. a) Igazoljuk, hogy logqgs 2021 irraciondlis szdam. (4 pont)

b) Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet a valds szamok halmazdn:
3
oS 22 + €08 £L= 2. (6 pont)

¢) A kovetkezd két dllitdsrdl dontsiik el, hogy igaz vagy hamis. Vilaszunkat

indokoljuk. (4 pont)
1. Van olyan 6 csicsiu nem 6sszefiiggd egyszert graf, amelyiknek minden csicsa
masodfoki.

II. Ha eqy 6 cstcsu dsszefiiggd eqyszert grdafban o fokszamok 1,1,1,3,3,3, akkor
a grafban biztosan van kor.

Megoldas. a) Indirekt bizonyitdssal igazoljuk (reductio ad absurdum):

Tegyiik fel az igazolandé éllitds tagadasdt, vagyis azt, hogy logsgsg 2021 racio-
nalis szam. Ha ez igaz lenne, akkor 1éteznének p és ¢ pozitiv egész szamok tigy, hogy

D
logygo 2021 = 57 ahonnan 2021 = 20209, ami ekvivalens azzal, hogy 20217 = 20207,
ami lehetetlen, mert az egyik szam paratlan, a masik paros.

Ellentmondasra jutottunk, ezzel bizonyitotta valt, hogy logygs, 2021 irraciona-
lis szdm.

b) Mivel a koszinuszfiiggvény értéke legfeljebb 1, a cos 2z + cos %x = 2 egyen-
let csak olyan z értékekre teljesiil, amelyekre egyszerre fennall a cos2x =1 és
a cos gx = 1 egyenl6ség is.

Az elsd egyenletbdl 221 = 2k7, azaz x1 = kn, (k= 0,+1,42,...). A mdsodik

egyenletbél gl'g = 2nm, azaz ro = %mr (n=0,£1,42,...). A gyokok akkor lesznek

egyenléek, ha kr = 1—£n7r, vagyis 3k = 10n. Ha m tetszbleges egész, az utobbi
egyenloség akkor teljesiil, ha k = 10m, n = 3m, és igy az eredeti egyenlet megoldédsa
x=10mzm (m=0,4+1,£2,...).

Megjegyzés. A fiiggvényt abrézolva:

g(x) =2

74D N - 7 \
NI\ [/ NS\ /[ NS\ A WARWa\'

(1) S 7r\ /27r\/ 3m 471'\ /671' T \/87?\ /97r N 10r M 11\

S A\ N \/

- (r) = cos(2x) + cos(0,6x)

¢) 1. Igaz. Van ilyen graf: i f

I1. Igaz. A fokszamok osszege 12, amibdl az kovetkezik, hogy a griafnak 6 éle
van, egy 6 csuicsu fanak pedig csak 5 éle van. Tehat a graf nem lehet fa, tartalmaznia
kell kort.
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3. Evelin minden nap iszik eqy kavét vagy eqy tedt. Ha tegnap kdvét iott, akkor
0,3 wvalosziniiséggel iszik ma is. Ha tedt ivott tegnap, akkor 0,6 valdsziniséggel ma
kdvét iszik.

a) Ha Evelin tegnap kdvét ivott, mekkora a valdszindsége, hogy holnap tedt

iszik? (4 pont)
b) Hosszi tdvon Evelin a napok hdny szdzalékdban iszik kdvét? (7 pont)
¢) Hosszi tavon Fvelin a napok hdny szdzalékdban iszik tedt? (2 pont)

Megoldas. Evelin egy adott napon P(K) valészintiséggel kavét, P(T) valo-
szinliséggel tedt iszik, és mivel minden nap iszik kdvét vagy tedt, ezért P(T) =
=1— P(K). Az érthetdség kedvéért indexeljiink: P(K,+1 | K,) jelolje a kovet-
kez6 valdszintiséget: feltéve, hogy egy adott napon kavét ivott, akkor a rakovet-
kezé napon is kdvét iszik. (Vildgos, hogy P(K,42) = P(Kp4+1) = P(K,,) = P(K)
és P(Tyy2) = P(Th41) = P(Ty,) = P(T).) A feladat szerint P(K,41 | K,,) = 0,3,
amibél az kovetkezik, hogy P(T,41 | K,) = 0,7 (vagyis 0,7 valdszintiséggel iszik
ma tedt, ha tegnap kavét ivott). Ugyanezt a jelolést alkalmazva a feladat szerint
P(Ky41 | Tn) = 0,6, amibdl pedig az kovetkezik, hogy P(T41 | 1) = 0,4.

a) Ha tegnap kévét ivott és holnap tedt iszik, az gy lehet, hogy ma teét ivott,
feltéve, hogy tegnap kavét ivott, vagy ma kavét ivott, feltéve, hogy tegnap is kavét
ivott, vagyis a keresett valdsziniiség:

P(Tn+2 | Kn) =
= P(Tn—H | Kn) 'P(Tn+2 | Tn+1) + P(Kn+1 | Kn) ' P(Tn+2 | Kn-H) =
=0,7-0,440,3-07 = 0,49.

b) Tegnap kavét ivott P(K) valdszinliséggel vagy tedt P(T') valdszintiséggel.
Hogy ma kavét igyon, ahhoz az kell, hogy feltéve, hogy tegnap kavét ivott, ak-
kor ma is kdvét igyon, vagy ma kavét igyon, feltéve, hogy tegnap teat ivott:
P(K)=P(K,) - P(Kuyy1| K,)+ P(1,) - P(K,+1 | T,). Beirva ebbe az egyenlet-
be a valdszintiségeket és a P(K) és P(T) kozotti osszefiiggést, azt kapjuk, hogy
P(K)=P(K)-0,3+ [1—P(K)]-0,6. Ebbdl a keresett valészintiség P(K) = 1% ~
~ 0,462, azaz Evelin hosszui tdvon a napok 46,2%-dban iszik kavét.

¢) P(T) =1-P(K) =1- 5 = 15 ~ 0,538, ami azt jelenti, hogy hosszi tivon

Evelin a napok 53,8%-dban tedt iszik.

4. Egy n oldali szabdlyos sokszog alapt egyenes hasdb magassdga és alaplap-
janak az oldalai is 1 cm-esek.

a) Ha a hasdb lapdtidinak és testdtldinak dsszege 6960, akkor hdny csicsa van

az alaplapjdt képezd szabdlyos n-szégnek? (5 pont)
b) Mekkora ennek a hasdbnak a felszine és a térfogata? (7 pont)
Megoldéas. a) Az n oldali szabdlyos sokszog atldinak a szdma n(n2_3). fgy

a hasdb alap- és fedélapjan osszesen n(n — 3) 4tlé van.
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A hasdb oldallapjai négyzetek, ezek atléinak a szdma Osszesen 2n. A haséb
testdtldinak a szdma ugyancsak n(n — 3). Tehat az Osszes at16

n(n —3) 4+ 2n + n(n — 3) = 6960,

amibdl a miiveletek elvégzése és rendezés utan a kovetkezd egyenletet kapjuk:
n? — 2n — 3480 = 0. A méasodfoki egyenlet megoldasai: n; = 60, ny = —58. Az ny
negativ szam, igy nyilvanvaléan nem lehet megoldés, tehdt n; = 60 a j6 megoldas.
fgy a szabalyos sokszognek 60 oldala van.

b) A hasdb alapjdt alkoté szabélyos 60-széget 60 darab olyan egyenld szérd
haromszogre tudjuk bontani, amelyek mindegyikének az alapja a szabalyos sokszog
egy-egy oldala, szarai pedig a szabdlyos sokszog koré irhaté kor sugarai és szarszoge

% = 6°. Egy ilyen hdromsz6g magassaga tg%, igy az alaplap teriilete:
0,5
L tg 3°

T =60- ~ 286,217 (cm?).

A felszint az alap és a fedSlap, valamint a 60 db 1 c¢m oldald négyzet alkotja,
ezek teriiletének az 6sszege adja a felszint: 2 - 286,217 + 60 - 1 = 632,434 (cm?).

A hasab magassaga h = 1 cm, igy a térfogata

V =T -h~286217-1= 286,217 (cm?).

II. rész

5. a) Adjuk meg az f(z) = \/xﬁ? hozzdrendelési szabdllyal megadott fiigguény
legbdvebb értelmezési tartomdnydt. (1 pont)

b) Mennyi az f(x) figguény hatdrértéke + végtelenben, azaz lirf flx) ="
r—r 400

(3 pont)
¢) Mennyi az f(x) figgvény mazimuma a [0;2] intervallumon, és ezt hol ve-
szi fel? (6 pont)
d) Szdmitsuk ki a kovetkezd hatdrozott integrdl értékét:
2
/(x3 + 1) f%(x) d. (3 pont)
0

e) Mennyi annak a ,serleg” alaki testnek a térfogata, mely testet
tgy kapjuk meg, hogy az f(x) figgvénynek a [0;2] intervallumon vett
grafikonjdt az x tengely kiril megforgatjuk? (Természetesen a nyak
feletti részrél van szd és az eqység legyen 1 cm. A kép csak illusztrdcid.)

(3 pont)
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Megoldas. a) A nevezdben levé négyzetgyok miatt (23 + 1) csak pozitiv lehet,
vagyis 2® > —1. Igy az értelmezési tartomény: ]—1; +o0].

Megjegyzés. A fliggvény grafikonja:

Y
nec \b\\\
fla) = ——— €]—1;+00]
-1 —05 0,5 1,5 2,5 35 4 45 T
/ =1
2
T T 1
b lim f(z)= lim —— lim =0
) x—+o00 () r—+00 ‘/1‘34-1 r—+00 _7,‘3+1 r—+00 x_’_x% ’
mivel
. 1
lim 720
r——400 I

/ " / 1'\/m—$L
fm:( +1>:

23

Ez akkor valésulhat meg, ha a szamldl6 nulla (és a nevezd ugyanekkor nem nulla),
vagyis:

3
‘/I3+1:L,

2vx3 +1
ami akkor teljesiil, ha 2(23 + 1) = 32®, azaz & = /2 ~ 1,2599. Az itt felvett érték:

3
F(V2) = g = f/gz 0,7274.

Ahhoz, hogy valéban szélséértékrél van szé, nézzitk meg, megvaldsul-e a derivalt-
fiiggvény eldjelvaltdsa ezen a helyen. Ehhez az f'(x) szdmldléjat kozos nevezdre
hozassal majd az emeletes tort eltiintetésével alakitsuk at:

2 2(23+1)—3x3
/31 3z 3
Fl@) = l-vad+1-a3755 T oy@dil . 2—x
- 341 - 341 o 3
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(Megjegyzés: Ebbdl az alakbdl is kiolvashaté az elébbi zérushely értéke.)

Foglaljuk tébldzatba a fiiggvény viselkedését a [0;2] intervallumon:

x 0] 0<zx< % \3@ % <xr<?2 2
f'(x) + 0 -
f(x) | 0 T maximum: 4 % ~ 0,6667
szigoruan f\3/§ ~ 0,7274 szigordan
monoton monoton
novekszik csokken

d)

2 2 5 2 L s
x

+ 1) f*(x)de = + — | dz = 2de = |2 = <.

O/x x = O/(m )( = 1) x O/x x [33}]0 3

e) A keresett forgastest térfogata cm®-ben:

2 2 2

V:ﬁ/fQ(x)dx:W/x3+1 —%/IH = [ +1); =

0 0 0

- gln9 ~ 2,3009.

6. Emeljink egy merdleges szakaszt az ABCD téglalap sikjira a D pontban
dgy, hogy a szakasz mdsik végpontjdra, M-re igazak a kévetkezdk: MA = 12v/2,
MB =434, MC = 20.

Ha a hosszusdgokat centiméterben mérjik, szamitsuk ki:

a) a téglalap oldalainak hosszdt; (7 pont)
b) az MAB hdromszig sikjanak az ABCD téglalap sikjdval bezdrt szdgét;

(6 pont)

¢) az ABCDM test térfogatdt. (3 pont)

Mj Megoldas. a) Legyen AD =a, DC = és

MD = h. Ekkor Pitagorasz tétele alapjan a tég-
lalap 4tléjara teljesiil, hogy BD? = a? + b? és
az MDA, M DB, valamint az M DC' derékszogii
haromszogekben is rendre igaz, hogy:

MA? = AD* + MD?, MB? = BD?+ MD?

és

MC? = CD? + MD>.
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Tehat a megadott hosszisdagadatokkal:

(1) 288 = a® + h?,
(2) 544 = a® +b* + h?,
(3) 400 = b* + h?.

Innen (1) + (3) alapjan: 288 4400 = a? + b* 4 2h?; felhasznalva a (2) sszefiiggésbil
ad6dé a? + b% = 544 — h? egyenléséget, kovetkezik, hogy h? = 144, azaz h = 12.
DM = h ismeretében méar egyszertien kiszamithatok a téglalap oldalai: AD = a =
=12 (cm), DC = b =16 (cm).

b) Az M AB haromszog sikjanak az ABC D téglalap sikjéval valé metszésvonala
AB, amelyre AD és M D egyarant meréleges. A két sik hajlasszoge megegyezik
az M AD derékszogli haromszog A-nél 1évé szogével («), igy ebben a haromszogben

MD 12 V2
MA 122 2
amibdl adédik, hogy a keresett hajlasszog a = 45°.

sino =

¢) A téglalap alapu gula térfogata:
~T-h a-b-h 12-16-12

|4
3 3 3

=768 (cm?®).

7. Képzeljik el, hogy a 2025-0s évben vagyunk. Pénziigytudatos Patrik ponto-
san ot évvel ezeldtt, 2020-ban egy nagyobb dsszeghez jutott és azzal a céllal vasdrolt
ebbdl 10 mallid forintért egy dllamkdotvényt (vagyis befektette a pénzét), hogy az it
éves futamidd leteltével, amikor felveszi a kamatokkal megnovelt dsszeget, azt fel-
haszndlja lakdsvdsdrldsra.

a) Ot év elteltével mekkora lett a kamatokkal névelt dsszeg, ha a kamat szdmi-
tdsa a kovetkezdk szerint torténik? Az ot éves futamiddt hat kamatozdsi periddusra
osztottdk, és az egqyes iddszakaszokban valtozo mértékid kamatldbat dllapitottak meg.
Az elsd félévben az éves kamat 3,50% (vagyis félévre 1,75%), a mdsodik félévre
az éves kamat 4,00% (vagyis erre a félévre 2%). A mdsodik évtdl kezdve mdr egész
évente valtozik a kamat és ezen beliil egész évre vonatkozoan ugyanakkora mértéki:
a mdsodik évre 4,50%, a harmadikra 5,00%, a negyedikre 5,50%, végiil az otidik-
re 6,00%. Lényeges tovdbbd, hogy az egy-eqy kamatozdsi periddus végén létrejitt,
a névérték kamattal megnovelt dsszege képezi a kovetkezd kamatperiddus sordn a ka-
matszamitds alapjat (kamatos kamat). (5 pont)

b) Pénziigytudatos Patrik hdzastdrsa is rendelkezik egy ot éves futamideji,
hasonld névértékd, de fix kamatozdsi dllampapirral, melynek az éves kamata 5% és
ez 1s éppen 2025-ben jdar le. Ezen kivil a hdzaspdr kap az allamtol 10 millié forint
vissza nem téritendd csalddalapitdsi tamogatdst. Ezt a hdrom forrdst felhaszndlva
szdzezresekre kerekitve mekkora dsszegbdl tud a hdzaspdr lakdst vdsdrolni? (5 pont)

¢) Pénziigytudatosék mellett mdsik hdrom bardti hdzaspdr is lakdst vdsdrol,
mégpedig valamennyien eqy uj épitési lakoparkban, amely a 10 lakdsos ,,Z6ld Hdz™-
bol és a 20 lakdsos ,Fehér Hdaz"-bol dall. A beruhdzd a vitdk elkerilése végett sorsolds-
sal dont arrol, hogy a 30 lakds kézil melyiknek melyik csaldd legyen a tulajdonosa.
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A sorsolasndl tigyelnek arra, hogy barmelyik lakdshoz ugyanakkora eséllyel lehes-
sen hozzdjutni. Mekkora a valésziniisége annak, hogy a négy hdzaspdr kozil ketto
a ,Z0ld Hiz™ba, a mdsik kettd pedig a ,Fehér Hdiz"-ba koltozhet? (6 pont)

Megoldas. a) Az 6t éves futamidé végén kapott 6sszeg (forintra kerekitve):

10000000 - 1,0175- 1,02 - 1,045 - 1,05 - 1,055 - 1,06 = 12734 986,94 ~ 12734 987 Ft.

b) Eves 5%-os fix kamatlabbal és kamatos kamattal szdmolva:
10000000 - 1,05° = 12762 815,63 ~ 12762816 Ft.

A hérom forras Osszege: 12734987 + 12762816 4 10000 000 = 35497 803, ami széaz-
ezresekre kerekitve 35500 000 Ft. Ekkora 6sszegb6l tud a Pénziigytudatos-hazaspar
lakast vasarolni.

¢) Az dsszes eset szama: n = (?:10), a kedvezd esetek szama: k = (120) . (220). fgy
a keresett valdszintiiség:

10y (20 109 2019
k- . —_=, 2= ==
F=0= £ 2305 2) = Sommar = 0312
4 1321

8. a) Adott az {x,} valds szamsorozat, ahol x1 = V2 és Tpi1 =2+ Tn,
ha n > 1. Igazoljuk, hogy az {x,} sorozat konvergens és hatdrozzuk meg lim x,
n—oo

értékeét. (7 pont)
b) Igazoljuk, hogy ha az x €sy pozitiv szdmok dsszege 2, akkor

<1 + i) (1 + i) > 4. (5 pont)

Egy négyzet alaki vdrban a csi-
csokndl egy-egy torony dll, az Esza-
ki Torony (E), a Keleti Torony (K),
a Déli Torony (D) és a Nyugati To-
rony (N). érségben a vdrfal tetején lévd
négy falszakaszon sétdlnak a vdrdrok.
Az Eszaki Toronyban lévé 6rszobabol
indulnak €s toronytdl toronyig haladva
az EK, KD, DN és NE kozil mindig
pontosan hat falszakaszon haladnak vé-
gig egy orjdrat sordn. (Eﬁelemszerﬁen
eqy falszakasz tobbszor is szerepelhet egy
drjdrat sordn, példdul akkor, ha a ko-
vetkezé toronyndl egqybdl wisszafordul
a vardr.)

Forrds:

https://varlexikon.hu/varpalota

¢) Legfeljebb hdny tagi a vdardrség, ha mindegyikiik kilonbézd dtvonalon sétdlt?
(Az bridratnak nem kell feltétleniil az Eszaki Toronyndl végzddnie. Két utvonalat
nem tekintink kilonbozének, ha ugyanazokat a falszakaszokat tartalmazza ugyan-
abban a sorrendben.) (4 pont)
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Megoldas. a) Bebizonyitjuk, hogy a sorozat korldtos és szigorian monoton,
ebbdl mér kovetkezik a konvergenciaja.

A teljes indukcié médszerével igazoljuk, hogy a sorozat minden tagjara igaz:
0 <z, <2. Han=1, akkor 2; = /2, melyre igaz. Tegyiik fel, hogy 0 < x, < 2.
Ekkor 0 < 241 = V2 + 2, < V2 + 2 = 2, tehdt a sorozat korlatos.

A tovabbiakban azt igazoljuk, hogy a sorozat szigortian monoton novekvé:
Tpt1 > T, vagyis /2 + , > x,. Bz az allitas ekvivalens azzal, hogy 72 —z,, — 2 <
< 0, szorzattd alakitva: (z, —2)- (2, +1) < 0, ami valéban igaz, mivel az eléz6ekben
igazoltuk, hogy 0 < z,, < 2. Tehat a sorozat szigoriian monoton névekvé és korlatos,
ezért konvergens.

Legyen a = lim z,,. Ekkor a = /2 + a, ahonnan a? — a — 2 = 0, a mésodfoki
n—oo

egyenlet gyokei a; = —1, as = 2. Mivel 0 < a < 2, az kovetkezik, hogy a = 2, vagyis
a sorozat hatarértéke 2.

b) Ekvivalens dtalakitdsokat végziink a zardjelek felbontésaval majd xy-al valé
beszorzassal: xy+x+y+ 1 > 4xy. Mindkét oldalbdl kivonunk zy-t és felhasznaljuk,
hogy = +y = 2, az xy < 1 egyenlGtlenségre jutunk. Ez teljesiil, hiszen a két szamra
vonatkozo szamtani-mértani kozepek kozotti egyenlétlenségbdl kovetkezik:

rt+y 2

VTG < S
TSy 2

¢) Osszeszamoljuk a lehetséges jarér-titvonalakat. Az Eszaki E K
Toronybdl (E) indulva két falszakasz koziil lehet vélasztani (EK
vagy EN), {gy eddig a lehetséges itvonalak szdma 2. A kivetkezd
toronynal megint két falszakasz koziil lehet valasztani, igy 2-2 =4 N D
a kiilonb6z6 utvonalak szama két kivalasztott falszakasz utan.

Hasonldéan folytatva a hat falszakaszon megtett rjdrat (séta) utdn

2:2:2.2.2.2=20=64
kiilonb6z6 dtvonal van. Tehat legfeljebb 64 tagi a varorség.

9. a) Egy egységoldalii négyzet belsejében és oldalain lévd pontok mindegyikét
kiszineztik két szin valamelyikével. Mutassuk meg, hogy létezik két egyszini pont,

amelyek legaldbb \/75 tavolsagra vannak eqgymdstol. (6 pont)

b) A K(1;3) kozépponti, 2 eqység sugarid kor belsejében melyek azok a pontok,
amelyeknek a koordindtdi a kévetkezd egyenletrendszer gyokei?

1
2 £ 2V73 =3,

(8 pont)
1622 — 162y + 4y% = 9.

¢) Mekkora sziget zar be eqymdassal az a két vektor, amelyek kizds kezdSpontja
a K(1;3) pont, és az egyik az origéba, a masik pedig a P(10;0) pontba mutat?
(2 pont)
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Megoldas. a) Az ABCD egységoldali négyzet-
D C ben a BC' oldal felezopontja legyen E, az AB oldal
7 felez6pontja pedig F.

Ekkor AE = ED = DF = FC = %5 Ha az A
és E pontok azonos szintiek, akkor maris létezik két

B olyan pont, amelyek egymastdl vald tavolsdga éppen

\/75. Ha nem igy van, akkor kiilonboz6 szintiek, az A

) az egyik szin, mondjuk piros, E pedig a masik szin,
A/ Ja 5 mondjuk kék. (Forditott esetben teljesen hasonlé mé-

don gondolhatjuk végig a tovabbiakat, csak a szineket

kell felcserélni.)
Hasonléan gondolkodva kovetkezik, hogy D piros, majd F' kék, és ha pedig C'
kék, akkor a megfelel6 pontok F' és C, ha viszont C piros, akkor a megfelel6 pontok

C és A, hiszen a négyzet atléja AC = /2 > \/TS
b) A mésodik egyenletet 4-gyel osztva a bal oldalon kapott kifejezés teljes

négyzetté alakithaté: (2z — y)? 9 amibél a

:Z’

3
20—y =+=

egyenlethez jutunk, ahonnan y = 2z + %, vagy y = 2x — %

Ha y = 2x + %, akkor az els6 egyenletbe valé behelyettesités utdn a
27 422t —3 =0
egyenletet kapjuk. Ez 2¥-ben méasodfoku:
2.(2%)* 4+ 2% =3 =0,
amelynek a gyokei 1 és f%. Mivel 2% > 0, valés megoldas csak a 2% = 1-bdl adddik,
vagyis x = 0. Mivel y = 2z + %, igy y = %

Ha y =22 — %, akkor az el6zéekhez hasonléan a
27 +2%72 -3=0

egyenlethez jutunk, vagyis a (2””)2 +4.2% — 12 = 0, ugyancsak 2*-ben méasodfoki
egyenletet kell megoldani. Ennek a gyokei 2 és —6. Itt is csak a pozitiv gyok johet
szamitasba. Vagyis 2% = 2, amib6l x = 1, és y = 2z — % figyelembe vételével y = %
Osszegezve: az egyenletrendszer megoldésa a (O; %) és az (1; %) SZAMPpAr.
Az adott K(1;3) kozéppontd, 2 egység sugari kor belsejében azok és csak azok
a pontok vannak, amelyeknek a koordindtai kielégitik a kovetkez6 egyenlotlenséget:
2 2
(x=1)"+(y—3)" <4
Ennek az egyenlotlenségnek az egyenletrendszer megoldasabol adédo két szam-

par koziil csak a (0; %) koordindtaji pont tesz eleget, igy ez a feladat megoldasa.
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¢) Kiszamitjuk a vektorok koordindtdit: I?é(—l;—?») és I?B(E);—S); majd
képezziik a két vektor skaldris szorzatét: KO KP = (=1)-94(=3)-(=3)=0.
Ebbdl kovetkezik, hogy a vektorok derékszoget zarnak be egymassal.

! ! ! ! ! ! ! ! !
NV
K(3)y
L FEA
‘ A
05 T_Lpano
2 3 4 5 6 7 8 9 10 Lz
R R A I e

Mihalyi Gyula
Székesfehérvar

C gyakorlatok megoldasa

C. 1627. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ valds szdmokra teljestil, hogy
a+b+c¢>0,ab+bc+ca>0 ésabc >0, akkora>0,b>0 ésc>0.

Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)
Megoldas. Az egyenlGtlenségekben szereplo kifejezések szimmetrikusak, igy

elnevezés szempontjabol felcserélhetok. Tegyiik fel, hogy az a, b, ¢ valds szamokra
teljesiil, hogy

(1) a+b+c>0,
(2) ab +bc+ ca > 0,
(3) abe > 0.

A (3) egyenldtlenségbél kovetkezik, hogy a, b, ¢ egyike sem lehet 0, hiszen ekkor
a szorzat is 0 lenne. Az abe > 0 feltétel két esetben teljesiilhet: ha az a, b, ¢ szamok
mindegyike pozitiv, vagy ha kozottiik két negativ és egy pozitiv szam van.

Ha mindharom szam pozitiv, akkor tekintve, hogy pozitiv szdmok szorzata és
Osszege is pozitiv, az egyenlétlenségek teljesiilnek.

Indirekt tegyiik fel, hogy a, b, ¢ koziil kett6 negativ, egy pozitiv és a fenti
harom egyenlétlenség teljesiil. Tobb mddon is ellentmondésra juthatunk.
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I. megoldas. Mivel a betiik szerepe szimmetrikus, legyen a > 0 és b, ¢ < 0.

Az a+ b+ c > 0 §llitds akkor teljesiil, ha |a| > |b| + |¢|, ebbd] viszont az kivet-
kezik, hogy |a| > [b] és |a|] > |¢|]. Az a > 0 és b, ¢ < 0 feltételek miatt ab < 0,bc > 0
és ca < 0. Ennek alapjan az ab+ bc+ ca > 0 egyenlotlenség akkor teljesiil, ha
|bc| > |ab| + |cal.

Mivel |a| > |¢|, ezért |ab| > |bc|, és |a| > |b] miatt |ac| > |be|. Adjuk Ossze
az |ab| > |bc| és |ac| > |bc| egyenlbtlenségeket, igy kapjuk az |ab| + |ac| > 2|be| kife-
jezést. Csokkentve a jobb oldalt az |ab| + |ac| > |be| egyenl6tlenségre jutunk. Vagyis
ha b,c < 0 és a > 0, akkor ab + bc + ca < 0. Ezzel ellentmondésra jutottunk.

Antal Sdra (Zalaegerszegi Zrinyi M. Gimn., 10. évf.)

II. megoldas. Az ismeretlenek szimmetrikussdga okan feltehetd, hogy a és b
negativ, ¢ pedig pozitiv. Tegyiik fel, hogy a fenti egyenlotlenségek teljesiilnek.

Az ab+bc+ ca > 0 feltételt frjuk b(a+c) + ca > 0 alakba. Lathatd, hogy ac < 0,
hiszen feltevésiink szerint @ < 0 és ¢ > 0. Az (1) feltétel dtrendezhets a + ¢ > (—b)
alakba. Mivel feltevésiink szerint b < 0 és az egyenlGtlenségek teljesiilnek, igy a jobb
oldal pozitiv, s ennek okan a bal oldal is.

Viszont ha a+c¢ >0, b,c <0 és a >0, akkor b(a+c) <0 és ac <0, ezért
b(a + ¢) + ac < 0, ami ellentmond kezdeti feltevésiinknek.

Mivel ellentmondasra jutottunk, igy a, b, ¢ koziil nem lehet egyszerre ketto
negativ. Ha a fenti egyenlotlenségek fenndallnak, a, b, ¢ koz6tt nem lehet sem egy,
sem kettd, sem hirom negativ szam és egyikiik sem lehet 0, igy mindegyik csak
pozitiv lehet.

Farkas Orsolya (Miskolc, Foldes F. Gimn., 11. évf.)

II1. megoldas. A feladat a p(z) = (x — a)(x — b)(x — ¢) valds egyiitthatds po-
linom, a, b, ¢ valés gyokeinek vizsgalatdval is megoldhaté. A szorzasokat elvégezve
lathaté a gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggés:

p(z) = 2% — (a + b+ c)z? + (ab+ be + ca)x — abe.

Tegyiik fel, hogy az a, b, ¢ szamokra megadott egyenlotlenségek teljesiilnek, és
vizsgaljuk meg a p(z) polinom z < 0 helyeken vett helyettesitési értékeit. Ekkor
p(z) =23 — (a+ b+ c)x? + (ab + be + ca)x — abe < 0, hiszen a bal oldal elsé hdrom
tagja nem pozitiv, a konstans tag pedig negativ, igy az a, b, ¢ gyokok valéban csak
pozitivak lehetnek.

Megjegyzés. Az 1. megoldéds kulcsgondolata: ha a, b, ¢ koziil 2 negativ, példaul a
és b, akkor ¢ > —a — b kell legyen, hogy az a + b+ ¢ > 0 egyenl6tlenség teljesiiljon. Ez
a felismerés egy mésik megoldasra is lehetdséget nyit. Fontos megjegyezni, hogy ¢ > —a—b
jobb oldala pozitiv, hiszen feltettiik, hogy a,b < 0. Célszerii erre az a = —A, b= —B
jeloléseket bevezetni, ekkor A, B, c¢ pozitivak. Az ab+ bc+ ca > 0 egyenlStlenség igy
atirhaté6 AB > Ac+ Bc = (A + B)c alakba; ¢ > A + B felhasznaldsaval

AB > (A+ B)* = A® + B® + 2AB,
ebbél pedig 0 > A? + B? + AB > 0 kovetkezik, ami ellentmondés.
Szabo Attila Jozsef, javitd
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254 dolgozat érkezett. 5 pontos 125, 4 pontos 31, 3 pontos 24, 2 pontos 27, 1 pontos
11, 0 pontos 12 dolgozat. Nem versenyszerti: 21 dolgozat. Nem szamitjuk a versenybe
a sziiletési datum vagy a sziil6i nyilatkozat hidnya miatt: 3 dolgozat.

C. 1650. Igazoljuk az aldbbi egyenlétlenséget, ahol a,b,c > 1:

log, ¢+ log, ¢

log,g ¢ < £

Megoldas. Alakitsuk az egyenlStlenséget, felhasznédlva a logaritmus azonos-
sagait:
4log,, ¢ < log, ¢ +log,, c,

1 1 1
4- g + )
log.ab ~log.a log.b

4 1 1
< + .
log.a+log.b ~log.a log.b

Mivel a-16l, b-rél és c-rél tudjuk, hogy mind 1-nél nagyobbak, ezért nem lehet
egyik nevezd se 0, sét mindegyik pozitiv. Legyen = =log.a és y = log.b. Ekkor
az egyenlotlenség igy néz ki:

4 1 1
<

ery\o: y'

Szorozzunk be a pozitiv nevezokkel, majd alakitsuk tovabb az egyenl6tlenséget:
dry < 2 4 22y + y2,
0 < 2? — 2zy + 92,
0< (z—y)°

Ez természetesen igaz, hiszen egy szam négyzete sosem negativ, mindig pozitiv
vagy 0.

Tehat ekvivalens 1épésekkel nyilvanvaléan igaz allitashoz jutottunk, ezért a bi-
zonyitandé allitas is igaz.

Szalanics Tamds (Nyiregyhdza, Szent Imre Kat. Gimn., 11. évf.)

Megjegyzds. Nagyon gyakori volt, hogy a megoldé nem indokolta azt, hogy valamelyik
logaritmikus kifejezéssel osztva vagy szorozva az egyenlGtlenséget, a reldcids jel nem fordul
meg a logaritmikus kifejezés pozitivitdsa miatt.

46 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 17 versenyzd: Albert Akos, Andé Lujza,
Baksay Réka, Biré Adam, Bodrogi Eva, Dobi Dorina Lili, Duska Maté, Egyhézi Hanna,
Fekete Andras Albert, Flédung Aron, Horvéath Antal, HyunBin Yoo, Lénart Réka, Molnar
Réka, Németh Lészlé6 Csaba, Szalanics Tamas, Xu Yiling. 4 pontos 19, 3 pontos 6,
2 pontos 2, 1 pontos 2 dolgozat.
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Matematika feladatok megoldasa

B. 4993. Rajzoljunk az ABC derékszigi hdromszog BC és C'A befogoi fiolé
négyzeteket. A négyzetek C-vel dtellenes csucsai legyenek D és E. Mutassuk meg,
hogy az ABC' hdromszdg koré irt kor atmegy a DE szakasz felezépontjan.

(4 pont)

Megoldéas. Ahol hasznéljuk, ott jeldlje G és H a két négyzet masik csicsét,
P pedig az ED szakasz felezopontjat. Mivel a négyzet atléja és oldala a kozos
cstcsban 45°-ot zarnak be, ezért DCB< = ECH<(= 45°), és igy D, C és E egy
egyenesen vannak. A P pont a nagyobb négyzet belsejében van. Ha a két négyzet
egybevagd (vagyis az ABC haromszog egyenld szdri), akkor P és C' megegyezik,
az allitas nyilvanvalo.

I. megoldas. Legyen
AC=CH=HE=FA=a é BC=CG=GD=DB=b.

Hosszabbitsuk meg a DB, DG, EA és FH szakaszokat, metszéspontjukat jelolje I
és F' az 1. dbra szerint. Az I EF D négyszog négyzet, mivel mind a négy oldalanak
hossza a + b, és két szemben 1évé szoge (az E, illetve D csicsnal 1évs) 90°.

Ekkor az 4tl6k metszéspontja (és egyben felezépontja) P. Ekkor PF = IF/2 =
=FED/2=PE és FA = BF = a, tehit a BPF és az APE héaromszogek két-két
oldalanak hossza megegyezik. Az ezek altal kozbezart szogek nagysdga AEP<{ =
= BF P< = 45°, hiszen a négyzet 4tléi az oldalakkal 45°-0s szget zarnak be. Tehat
a két haromszog egybevagd, és igy BPF< = APE< is teljesiil.

Mivel BPF< = APE< és EPF< =90°, ezért APB< = EPF<— APE<+
+ BPF< = 90° is teljesiil. Tehat a P pont a Thalesz-tétel megforditdsa miatt rajta
van az ABC haromszog koré irhaté korén.

T6th Bdlint (Kaposvéri Tancsics M. Gimn., 9. évf.)

II. megoldas. A P pont egyenld tavol van az egymadssal parhuzamos FEA
és DG egyenestol, tehat rajta van a rdjuk merdleges AG szakasz felezd merélege-
sén. Tehat PG = PA, az APG haromszog egyenld szard. Emiatt PAG< = PGA<
(2. dbra).

Mésrészt az ED &tléra valé szimmetria miatt PGC< = PBC<.

A fentiekbél kovetkezik, hogy PBC< = PGC< = PGA< = PAC«, vagyis
az A és a B pont a C'P szakasznak ugyanazon a latészogkorivén van, tehdt az A,
B, P és C pontok egy korén vannak, és ezt kellett bizonyitani.

Tiszay David (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)
megoldasa alapjan
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1. dbra 2. dbra

II1. megoldas. Az eléz8 megoldasbdl felhasznéljuk, hogy az APG harom-
sz0g egyenld szari és hogy PBC< = PGA< = PAC<, illetve PB = PG. Hasonld
moédon mutathaté meg, hogy a BPH haromszog is egyenlo szard. A fentiekbol ko-
vetkezik, hogy a PAG és a PBH héromszog szarai és alapon fekvo szogeik, vagyis
igy mindharom szogiik megegyezik, tehat a két haromszog egybevagd. S6t, a P pont
koriili forgatassal megkaphat6 egyik a masikbdl. Mivel AG | H B, ezért a forgatas
szoge 90°, ami azt jelenti, hogy a PB szakasz és a PA szakasz is 90°-ot zarnak
be egymassal, tehat a Thalesz-tétel megforditasa miatt a P pont rajta van az AB
szakasz Thalész korén, ami — szintén a Thélesz-tétel megforditasa miatt — az ABC
hdromszog koré irt kore (3. dbra).

Y
E(=yiy)  [A(0;y)
O
C(0:0) B(x;0)
z

P

D(z;—x)

3. dbra 4. abra

IV. megoldas. Helyezziik el a haromszoget a derékszogii koordinatarendszer-
ben a 4. dbra szerint.
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Legyen az ABC haromszog koré irhaté korének kozéppontja O. A Thalész-

tétel miatt az O pont az AB oldal felezOpontja, igy koordinatéi O(%; %) A P pont

az ED szakasz felez6pontja, igy koordinatai P ( 75 55

22

2
Az ABC héromszog koré irt korének sugara r = [OC| =/ 7 + yz.

Szamitsuk ki az OP tavolsagot:

on= (523 + (554 - (- (T -5+

Mivel |OP| = |OC|, ezért P rajta van az ABC' héromszog koré irhaté korén.
Laki Anna (Pécs, Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimn. és Koll., 11. évf.)

V. megoldéas. Legyen az ABC haromszog koréirt korének kozzéppontja, és
egyben az origé O. Mivel a Thalesz-tétel megforditdsa miatt C' rajta van az AB
szakasz Thalész korén, ezért az O pont az AB szakasz felez6pontja.

E A Legyen ? = O?, és vesszovel je-
) 16ljiik a vektor —90°-os elforgatottjat.
a
Eszerint P +90°-os elforgatottja — "
o (5. dbra).
i < —a Ekkor igazak a kovetkezok:
B
o AC =72 -,
-
P —
T =0A+AE =3 + AC' =
=4d+7 -4,
BO—7-(-@)=7+7,
D BB _BC'— @ —a,

5. dbra
d-0B+BD=-a-72 -3

Egy szakasz felez6pontjaba mutaté vektor a két végpontba mutatd vektorbdl
kaphato meg:

- d+e —a-d -4+ -3,
= = = —a .
2 2
Tehat P az O-tél | — @'| = || tavolsdgra van, ami épp a kor sugara, azaz a P pont

raéesik a korre.
Horvdth Anikd (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn., 10. évf.)

103 dolgozat érkezett. 4 pontos 73, 3 pontos 18, 2 pontos 2, 1 pontos 4, 0 pontos
6 dolgozat.
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B. 5070. Egy szigeten kétféle ember él. Az igazmonddck mindig igazat monda-
nak, a hazudosok mindig hazudnak. Tiz szigetlako kozott kiosztottuk az 1,2, ...,10
szamokat. Mindenki eqy-eqy kiillonbozd szdmot kapott. Ezutdn mindenkinek feltették
a kovetkezd hdrom kérdést: ,A te szamod pdros?”, ,A te szdmod oszthaté 4-gyel?”,
LA te szamod oszthato 5-tel?”. Az elsé kérdésre harman, a mdsodikra hatan, a har-
madikra pedig ketten vdlaszoltak igennel. Mely szamok vannak hazuddsokndl?

(4 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

Megoldas. Minden szdmhoz hozzarendeljitk azt a személyt, akinél az adott
szam van. fgy most mindegyik szam vagy igazmondd, vagy hazudds.

Nézziik az els6 kérdést. , A te szdmod paros?”. Tegyiik fel, hogy a {2,4,6,8,10}
halmazbdl x {6 igazmondé van. Ekkor ebbdl a halmazbdl pontosan x f6 mondott
igent a kérdésre. A pdratlan szdmok {1, 3,5, 7,9} halmazéban, ha 2’ igazmondd van,
akkor ez az x’ f6 nemmel védlaszolt, de a tobbi 5 — 2’ hazudds igennel, igy Gsszesen
z + 5 — 7 igen valasz érkezett. A feltétel alapjdn 3 = x +5 — 2/, tehdt 2’ = 2 + z.

Vegyiik a masodik kérdést. ,A te szamod oszthaté 4-gyel?”. Tegyiik fel, hogy
a 4-gyel oszthatéak {4,8} halmazdbdl y {6 igazmondé. Ekkor itt y darab igen valasz
érkezett, mig a 4-gyel nem oszthatéak {1,2,3,5,6,7,9,10} halmazdban vy’ igaz-
mondé van, akkor a maradék 8 — ¢’ hazuddstdl ismét igen véalasz érkezett, gy
az igenek szama y + 8 — /. Erre a kérdésre 6sszesen 6 igen vdlasz érkezett, vagyis
6=y+8—1vy, azaz vy =2+ y.

Tekintsiik végiil a harmadik kérdést. ,A te szdmod oszthaté 5-tel?” Ha az 5-tel
oszthatdak {5, 10} halmazaban z £6 igazmondé van, akkor a maradék {1,2,3,4,6,7,
8,9} halmazbdl a 2z’ igazmond6 nemmel vélaszolt, a 8 — 2’ hazudds pedig ismét
igennel. A feltétel szerint az igen vélaszok szdma 2 = z + 8 — 2/, tehdt 2/ = 2 + 6.

Mivel az igazmonddk szama allandé, és
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} = {2,4,6,8,10} U{1,3,5,7,9} =
={4,8}U{1,2,3,5,6,7,9,10} = {5,10} U {1,2,3,4,6,7,8,9},
ezért x + 2’ =y + vy = z + 2/. Beirva kordbbi 6sszefiiggéseinket:
242z =242y =06+ 2z,
majd az egyszerisitések utan:
r=y=2z+2.

Az {5,10} halmazban z darab igazmondé van, igy 0 < z < 2, ugyanigy a {4,8}
halmazban y igazmondé van, tehat 0 < y < 2. E két feltétel alapjan kapjuk, hogy
z=0éy=2a=2.

Az y = 2 miatt a 4 és 8 igazmonddk, viszont az x = 2 miatt a {2,4,6,8,10} to-
vabbi elemei mar hazudésak. Tovabbé a z = 0 miatt 5 és 10 mindketten hazudésak,
viszont az els kérdésnél az {1,3,5,7,9} halmazban 2’ = z 4+ 2 = 4 igazmond6 van.
Ezek koziil az 5 hazudds, tehat a tobbi négy biztosan igazmondé. Osszefoglalva:

Igazmondok: 1,3,4,7,8,9
Hazudédsak: 2, 5,6, 10.
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Ez az eredmény meg is felel a feladat sszes feltételének, mert az els6é kérdésre
hdrman mondanak igent {4,5, 8}, a mdsodikra hatan {2,4,5,6,8,10}, a harmadikra
pedig ketten {2,6}.

Bdn-Szabd Aron (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)
dolgozata alapjan

Osszesen 140 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 116 versenyzd, 3 pontos 13, 2 pontos
9 tanul6 dolgozata. 1 pontot kapott 2 tanuld.

B. 5080. Az ABC' egyenld szdri hdromszig AB alapjdnak felezépontja D, AC
szaranak C-hez kizelebbi harmadolopontja H. A BCH kér a CD egyenest a C és
az X pontban metszi. Mutassuk meg, hogy CX = %r, ahol r az ABC' kér sugara.

(4 pont)

Megoldas. Legyen H' az AC szér mé-
sik harmadolépontja, F' az AC felez6pont-
ja, O pedig az ABC haromszog koriilirt ko-
rének kozéppontja. Legyen az AC B< szér-
sz0g 2o

A CD egyenes az egyenld szard
ABC haromszog szimmeteriatengelye, ezért
ACD< = DCB< = «. A feltétel szerint B,
C, H, X egy koron vannak, igy a keriileti
szogekre vonatkozd tétel alapjan HBX < =
=HCX<=a«a é BCX<=BHX<=oq.
Ezzel megmutattuk, hogy BXH egyen-
16 szard haromszog, HX = X B. Masrészt
CD szimmetriatengely, emiatt AX = BX
is teljesiil. Azt kaptuk, hogy az X pont
az ABH haromszog koriilirt korének kozép-

A

pontja. Az AH szakasz H' felezOpontjaban az AC oldalra dllitott merSleges dtmegy
a koriilirt kor X kozéppontjan. Ugyanezen okbdl az AC szakasz F' felez6pontjdban
az AC-re allitott meroleges atmegy az O ponton. A befejezéshez latjuk, hogy a CFO
és CH'X derékszogli haromszogek « hegyesszoge kozos és FO||H' X, tehat a két
hdromszog hasonlé. A hasonlésdg aranyédra kapjuk, hogy

CX CH' 3AC 4

%7OF7%A073'

A CO szakasz a koriilirt kor r sugara, igy egyszerQi szorzéassal

4
CX = g’r.

Baski Bence (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan
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Megjegyzés. Ha a feladat tobbi adatait és jeloléseit megtartva harmadolas helyett
a H pontot ugy vélasztjuk az AC szdron, hogy HC = X\ - AC, (0 < A < 1), akkor a CX
szakasz hosszéra, lényegében ugyanezekkel a 1épésekkel, CX = (1 4+ \)r adédik.

Osszesen 63 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 57, 3 pontot 3 tanulé. 2 pontos 2,
1 pontos tovabbi 1 versenyz6 dolgozata.

B. 5123. Andi és Bori elosztotta egymds kozott a SET jaték' 81 kdrtyalapjdt;
Andihoz 40, Borihoz 41 lap kerilt. Mindketten megszamoljik, hogy a ndluk lévd
kartydk kozott hany olyan hdrmas van, ami SET-et alkot. Mennyi lehet az igy kapott
darabszdmok sszege?

(6 pont)

I. megoldas. A SET jaték barmely két kartyalapjara igaz, hogy pontosan

1 olyan SET van, amelyben mindkét lap szerepel, tehat egyértelmiien meghata-

rozzak a 3. lapot, amely még tagja ennek a SET-nek. Hiszen akkor alkot SET-et

3 lap, ha négy tulajdonsdg (szdm, forma, szin, tartalom) szempontjabdl vagy mind

azonos, vagy mind kiilonb6zo. Példaul ha adott az ,,1-piros-tomor-ovalis” és a ,,3-

lila-t6mor-hullamos”, akkor tudjuk, hogy a ,,2-z6ld-té6mor-rombusz” a SET 3. tagja.
81

fgy kiszamolhatjuk, hogy a jaték 81 kartyalapja kozott Gsszesen (<32)) = 1080 SET
vanZ, 2

Ezutdn vegyiik azokat a SET-eket, amelyeknek Andihoz és Borihoz keriilt
legaldbb egy tagja. (Ertelemszeriien vagy 2 lap van Andindl és 1 lap Borindl a SET-
bél, vagy forditva.)

Mivel az Andindl 1évé 40 lap koziil mindnek van koézos SET-je a Borinal levo
41 lap mindegyikével, ez 6sszesen 40 - 41 = 1640 SET lenne. De igy mindet kétszer
szamoltuk, mert ha példaul hy, ho és hs lapok egy SET-et alkotnak, és koziiliik hq
és ho Andinal, h3 pedig Borindl van, akkor ezt a SET-et szdmoltuk a {hy, h3} és
{ha, h3} péarokra is.

fgy ha mindketten megszamoljék, hogy a naluk 1évo kartydk kézott hany olyan
harmas van, amely SET-et alkot, az igy kapott darabszamok Osszege:

1080 — 407;41 = 260.

Feczké Nora (Budapest, Budai Ciszterci Szent Imre Gimn., 11. évf.)

II. megoldas. Képzeljiik igy, hogy kezdetben Borindl volt az Gsszes kartya,
majd sorban egyesével adott ezek koziil 40-et Andinak.

Lemma. Amikor az n-edik kdrtyat (1 < n < 40) adja dt Bori Andinak, akkor
azon SET-ek szdma, amelyek mindhdrom lapja ugyanazon kézben wvan, pontosan
(41 — n)-nel esikken (figgetleniil attol, hogy melyik lapot adja Bori Andinak).

"https://www.komal.hu/cikkek/2008-02/SET.h.shtml.
2Az eddig elmondottak bizonyitdssal egyiitt szerepeltek a feladatban is belinkelt
https://www.komal.hu/cikkek/2008-02/SET.h.shtml cikkben is.
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A lemma bizonyitdsdhoz felhasznéljuk a kovetkezd tényt: Ha egy lapot ki-
vesziink a paklibdl, a maradék 80 lap parokba rendezhetd tgy, hogy a kivett lap
éppen egy-egy ilyen parral egyiitt alkot SET-et, mas SET-ben pedig nincsen benne.
(Lésd: https://www.komal.hu/cikkek/2008-02/SET.h.shtml cikk 3. pont.)

A lemma bizonyitasa. Amikor egy kartyat atad Bori Andinak, az ehhez
a kartydhoz tartozé parok koziil néhdny par mar egészen Andindl van (ezekbdl
egy-egy 1j, egy kézben levé SET keletkezik), néhdany pér pedig még egészen Borindl
maradt (ezeknél elveszik egy-egy eddig egy kézben levé SET); mig a tobbi par két
tagja kiilon kézben van, ezek nem befolyasoljak a SET-ek szamanak valtozasat.

Most tekintsiik az n-edik kartya dtadasanak pillanatat és az ehhez a kartyahoz
tartozé parokat. Ha ekkor a,, olyan par van, amely mar teljesen Andinél van, akkor
ezek Osszesen 2a,, helyet foglalnak el Andi kezében. Tehdt n — 1 — 2a,, olyan kértya
van Andi kezében, amelynek a péarja Borindl van. Bori kezében marad 81 —n
lap, ezek koziil tehdt n — 1 — 2a,, darabnak Andindl van a pérja, igy a maradék
(81 —=n) — (n—1—2a,) = 82+ 2a,, — 2n darab kartya osszesen b, = 41 +a, —n
olyan part fog alkotni, amelyek teljesen Borinal maradtak. fgy az egy kézben levo
SET-ek szdma val6ban b, — a,, = (41 + a,, —n) — a,, = 41 — n darabbal csokken. [

fgy, mivel kezdetben mind az 1080 db SET Bori kezében volt, a 40. lap dtadasa
utan az egy kézben levé SET-ek szama:

40 - 41
1080—(4O+39+...—|—1):1080—T:260.

Németh Mdrton (Nagykanizsa, Batthydny L. Gimn., 10. évf.)
megoldasa alapjan

II1. megoldas (vazlat). Nevezziik kdzel egyenld elosztdsnak azokat a kartya-
kiosztasokat, amelyekben egyik lanynal 41, a mésik lanyndl 40 lap van. Ha egy
kozel egyenlo allasnal a 41 lapos jatékos atad egy kartyat a 40 laposnak — ezt ne-
vezzik dtbillentd lépésnek — akkor egy masik kozel egyenl6 kartyakiosztast kapunk.
A harmadik megoldas a kovetkezd két észrevételre épiil:

1. Egy atbillent6 1épés hatdsira nem véltozik az egy kézben levé SET-ek szdma

(ez lényegében az el6z8 megoldds lemméjanak specidlis esete n = 41 esetén).

2. Egy kozel egyenl6 elosztasbdl indulva barmelyik masik kézel egyenlo kiosztasba
el lehet jutni atbillent6 1épések sorozataval.

Ezen két észrevétel belatdasa utan mar elegendé egy altalunk konkrétan kiva-
lasztott kozel egyenlo elosztasban megszamolnunk a SET-ek szamét.

Niddor Benedek (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.) és

Gyérffy Addm Gyorgy (Miskolc, Foldes Ferenc Gimn., 12. évf.)
megoldasanak felhaszndlasaval

74 dolgozat érkezett. 6 pontos 58, 5 pontos 8, 4 pontos 2, 3 pontos 2, 0 pontos
2 dolgozat. Nem versenyszerli: 2 dolgozat.
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A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(689—-693.)

K. 689. Egy koséarlabdazé a szezon 6., 7., 8. és 9. mérkozésén rendre 23, 14,
11 és 20 pontot szerzett. A pontatlaga a 9. mérkozés utan nagyobb volt, mint
az 5. mérkozés utdn. Az atlaga a 10. mérkdzés utdn 18 f6lé ment. Mennyi az a leg-
kisebb pontszam, amelyet a 10. mérkozésen megszerezve elérhette ezt az allapotot?

K. 690. Peti gondolt egy pozitiv egész szamra és huszonharom &llitast fogal-
magzott meg a szammal kapcsolatban, melyek koziil ketté szomszédos nem igaz, de
a tobbi igaz.

1. Oszthat6 2-vel.
2. Oszthaté 3-mal.
3. Oszthato 4-gyel.

23. Oszthaté 24-gyel.
Peti a lehetd legkisebb ilyen szdamra gondolt. Melyik ez a szdm?
K. 691. Az ABCDEFGH szabalyos nyolcszog 2 egység hosszu BC és GF

oldalara befelé a BCIM és az FGKL négyzetet rajzoljuk. Mekkora a teriilete
annak a téglalapnak, amelyet az AH, KL, ED és IM egyenesek hatdrolnak?

K. 692. Legfeljebb hiny egymaéssal nem egybevagd racstéglalapra lehet fel-
bontani egy 6 x 6-os négyzetet? Adjunk példat a felbontasra.

K. 693. Az ABCD érinténégyszog beirt korének kozéppontja O. Mutassuk
meg, hogy a DOC< és a BOA< Osszege 180°.

Bekiildési hatarid6: 2021. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1658-1664.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1658. Egy korlapot felosztunk hat egybevagd korcikkre. Mindegyikbe be-
lefrunk egy kort, mely érinti a korcikk hatarolé ivét és két sugardt. A hat kor
egylittes teriilete az eredeti kor teriiletének héanyadrészét fedi le?
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C. 1659. Az AB szakasz A pontjabdl induld a félegyenes a szakasszal 0° <
< a < 90°-0s, a B-bél indulé b félegyenes pedig 0° < 5 < 90°-o0s szoget zar be. A két
félegyenes az AB egyenese altal meghatdrozott két kiilonbozé félsikban helyezkedik
el. Az AB atméréji kor az a-t Aj-ben, a b-t pedig Bi-ben metszi méasodszor.
Az A, By atmér6ji kor az a-ra illeszked6 egyenest As-ben, a b-re illeszked6 egyenest
pedig Bs-ben metszi mésodszor. Milyen 6sszefiiggés van « és 8 kozott, ha Ay By és
Ay By merélegesek?

Feladatok mindenkinek

C. 1660. Egy 61 x 61-es sakktabla négyzeteire elhelyezziik a pozitiv egész
szamokat a bal fels6 sarokbdl indulva és a tabla sorainak megfelel6en haladva 1-t6l
61%-ig. Ezutdn els6 lépésben minden beirt szam eléjelét negativra véltoztatjuk.
Miésodik lépésben minden paros szam elGjelét megvaltoztatjuk, harmadik 1épésben
minden 3-mal oszthatd szam el6jelét, és igy tovabb, amig a 1épés lehetséges. Mindezt
elvégezve a tablan hény olyan 1 x 2-es téglalap lesz, amelyben a szamok Osszege
negativ?

C. 1661. Lott6é Otto, aki retteg a csokkenéstdl, hagyomanyos lottét jatszik.
Itt 90 szambdl huznak ki 6t szdmot. Ott6 csak a kovetkezd feltételeknek eleget tevd
szamotost jeloli be: az 6t szam szdmjegyeit tekintve egy szamjegy csak maximum
egyszer szerepelhet, illetve miutan leirta egymas mellé az 6t szamot névekvo sor-
rendben, a szamjegyeknek is novekednie kell. PL. 1, 2, 3, 46, 78. Hany, a feltételeknek
megfelel6 szamotos 1étezik?

Javasolta: Berkd Erzsébet (Szolnok)

C. 1662. Az a > 0 val6s paraméter mely értéke esetén lesz az 22 +a =/ — a
egyenletnek pontosan egy megoldasa a valds szamok halmazan? Mi ekkor az egyen-
let megoldasa?

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1663. A ky és ko korok az E pontban kivillrél érintik egymast. Az f és
g egyenesek athaladnak az E ponton. A két kor egyik kozos kiils6 érintGje a kq,
ko koroket rendre a C, D pontokban érinti. Bocsassunk merolegeseket a C' ponthdl
az f, g egyenesekre és kossiik Gssze a merolegesek talppontjait, igy kapjuk a h egye-
nest. Hasonléképpen adédik a D pontbdl kiindulva az m egyenes. Bizonyitsuk be,
hogy h és m merdleges egymasra.

C. 1664. Az ABCDEF konvex hatszog AD, BE, C'F &tléinak mindegyike
felezi a hatszog teriiletét. Bizonyitsuk be, hogy ezek az atlék egy pontban metszik
egymast.

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1
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A B pontversenyben kittizott feladatok
(5158-5165.)

B. 5158. Az A, B, C és D pontokra a stkon AB < CB és CD < AD teljesiil.
Mutassuk meg, hogy az AB és C'D szakaszok nem metszik egymast.

(3 pont)

B. 5159. Oldjuk meg a pozitiv egész szdmok halmazan a

2020 — 2021
[00 x]+[0 +x]:82

z—1 z+1
egyenletet, ahol [c] a ¢ szdm egészrészét jeloli.
(4 pont) Javasolta: Tatdr Zsuzsanna Mdria (Esztergom)

B. 5160. Mennyi lehet © + y + 2z értéke, ha

x+y—|—z?

Vi —14+2y—4+3vVz—-9= 5

(3 pont) Javasolta: Szalai Mdté (Szeged)

B. 5161. A 100 x 100-as sakktablara letettiink 800 L-tetro-
minét. Mutassuk meg, hogy letehetiink még egy L-tetromindt a tab-
lara. A tetromindk nem fednek at, és mindegyik pontosan a sakk-
tabla 4 mezGjét fedi. L-tetrominé alatt az dbrdn lathaté alakzatot,
elforgatottjait és tiikkrozottjeit értjiik.

(6 pont)

B. 5162. Az ABC haromszog oldalai 9, 10 és 17 egység hossztuiak. Mekkora
az ABC haromszog kiils6 szogfelezoi altal meghatarozott haromszog teriilete?

(5 pont) Javasolta: Tatdr Zsuzsanna Mdria (Esztergom)

B. 5163. Az ABC derékszogii haromszog C' csticsabdl induld, a legrovidebb
oldalhoz kozelebbi szogharmadolé az AB atfogdt T-ben, a haromszog koriilirt
korét D-ben metszi. Mekkordk a hiaromszog hegyesszogei, ha a D-bdl a befogdk
egyeneseire bocsatott merdlegesek talppontjai és T egy egyenesen vannak?

(4 pont)

B. 5164. Két jatékos 3 gyozelemig tartd ké-papir-olld parbajt jatszik. Tegyiik
fel, hogy mindketten minden menetben véletlenszeriien (egymdstdl és a kordbbi mu-
tatdsoktdl fiiggetleniil), % : % : % eséllyel valasztjak ki, hogy mit mutatnak. Adjuk
meg a menetek szamanak varhaté értékét.

(5 pont)
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B. 5165. Legyen k egy adott pozitiv egész. Van-e olyan f: N — N fiiggvény,
amelyre
f@)+ f(fl2) =2 +k

minden z € N esetén?

(6 pont) Javasolta: Lovas Mdrton (Budapest)

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

Az A pontversenyben kittizott
nehezebb feladatok
(795-796.)

A. 795. A kovetkezo jatékot jatsszak n emberrel: adott n + 1 kalap, melyek
meg vannak szamozva 1-t6l n + 1-ig. Az emberek szemét bekotik, és mindegyikiik
fejére feltesznek egyet az n + 1 kalap koziil (a megmaradé kalapot elrejtik). Ezutan
az embereket sorba allitjdk, és leveszik a szemiikrdl a kotést (mindegyik ember
az el6tte allékon 16v6 kalapok szamait litja). Ezutdan hétulrdl elérefelé haladva
mindegyik jatékos sorban megtippeli a fején 1évé kalap szamat, de a tippek kozott
nem lehet két egyforma (a jatékosok halljadk egymads tippjét).

Legfeljebb hany biztos taldlata lehet az n embernek, ha a jaték ismertetése
utan megegyezhetnek egy kozos taktikaban?

Javasolta: Kiss Viktor (Budapest)

A. 796. Legyen ABCD egy hiirnégyszog, melynek AB és C'D oldalegyenesei
a P, BC és DA oldalegyenesei pedig a ) pontban metszik egymast. A P pontbdl
az BC és D A oldalegyenesekre allitott merélegesek talppontjai K és L, a Q pontbdl
a AB és C'D oldalegyenesekre allitott merdlegesek talppontjai M és N. Az AC 4tlé
felezopontja legyen F.

Bizonyitandé, hogy az FKN és FLM haromszogek koriilirt korei és a PQ
egyenes egy ponton megy at.

Balogh Addm Péter (Szeged) otlete alapjan

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1
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Kedves Olvaséink!

Szeretnénk felmérni a K6MalL és pont-
versenyeinek tartalmarol, ismertségérdl al-
kotott véleményeket. Kérjiik, hogy a hon-
lapunk féoldaldr6l (www.komal.hu) elérhe-
t6 kérdéivet toltsék ki, és biztassdk erre
kérdéiv didkok a matematika vagy a természettudomanyok

részére irant érdekl6d6 ismerdseiket is.

kérdéiv nem
didkok részére

Informatikabdl kittzott feladatok

I. 532. Az angol ABC 26 betiijének kolcsonosen egyértelmiien megfeleltetjiik
az 1-t6l 26-ig terjedd egészeket. Ismerjitk N darab sz6 (1 < N < 200) egyes betii-
inek megfelel6 szamok Gsszegét mindegyik széra, de magat az eredeti betii-szam
megfeleltetést nem.

Készitsiink programot, amely meghatarozza a kiillonboz6 szavak és azok értéke
alapjan a lehetd legtobb betit szamértékét az alabb leirt miiveletsor segitségével.

Standard bemenet: az els6 sor a szavak N szamat tartalmazza, az ezt kove-
t6 N sor soronként egy szdt és annak értékét tartalmazza szdkozzel elvalasztva.
A szavak legalabb 3, de legf6ljebb 10 betiisok.

Standard kimenet: irjuk ki ABC-sorrendben azon betliket és értékiiket, ame-
lyek meghatarozhatok az alabb leirt mddszerrel. Ha egyik beti értéke sem meg-
hatarozhato, akkor irjuk ki az ,Egyetlen betii-szam megfeleltetést sem taldltam”

mondatot.
Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
6 a3
kapu 57 / apa 22 k 24
satu 40 / apu 33 p 16
tas 26 / mar 31 u 14

A megoldashoz vezet6 eljards addig ismétli az alabbi két 1épést, amig taldl 4j
betli-szam megfeleltetést:
a) keres olyan szét, amelyben pontosan egy ismeretlen értékii betii van, és meg-
allapitja annak értékét;
b) Osszehasonlitja a szavakat, és ha taldl két olyan szét, amely egy ismeretlen
értékii betiiben tér el egymastdl, akkor ismét meghatarozza az ismeretlen betii
szamértékét.

A fenti példaban a satu és tas szavak alapjan meghatarozza az u betii értékét,
ami igy 14 lesz. Ezutén az apu és apa szavak 6sszehasonlitdsabdl megkapja az a betii
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értékét, ami 3. Ezt kovetden az apa sz6bdl a p betlit kapjuk, ami 16, majd a kapu
szobol a k értékét, ami 24. Tovabbi betii-szam megfeleltetést nem talalunk, igy
kifrjuk ABC sorrendben az eddigi taldlatokat.

Bekiildendd egy 1532.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

I. 533. Készitsiik el a Mastermind jaték szamjegyes valtozatat tablazatkeze-

16vel. A szabdlyok a kovetkezdk:
— A jatékot ketten jétsszédk, a feladd és a kitalals. A kitaldld jatékosnak maximum
10 1épése van, hogy a feladd négy szamjegybdl allé rejtett sorozatat kitalalja.

— A szdmjegyek nem ismétlédhetnek sem a rejtett, sem a tippsorozatban.

— Miutén a felad6 begépelte a szabalyoknak megfelel6 szamnégyest, azok eltiin-
nek és kezdodhet a kitalalé tippelése. Ha a feladé nem a szabalyok szerinti
szamnégyest szeretne feladni, akkor az ne véljon rejtetté.

— Minden tippelés soraban a jelzések azt mutatjak, hogy hany szdmjegy van
jo helyen, és hany szerepel a rejtett szamban, de a tippben nem j6 helyen.
Az eltaldlt és j6 helyen levé szamjegyek szdma az elsd; az eltalédlt, de rossz
helyen levé szamjegyek szama a mésodik jelzés.

A tablazatot készitsiik fel arra, hogy a helyesen, szamjegyek ismétlédése nélkiil
beirt ,Rejtett” szamok ne jelenjenek meg, amig a tippek segitségével eltaldlt és jo
helyen lev§ szamjegyek szdma négy nem lesz. A jelzések se jelenjenek meg addig,
amig a kitaldlé a szabalyoknak nem megfeleléen adja meg a tippet, illetve nincs
mind a négy cella kitoltve. A tippek szdmara a mintdnak megfeleléen 10 sort
készitsiink eld.

Segédszamitasokat a H oszloptdl jobbra végezhetiink, melyek értelmezését fel-
iratokkal segitsiik. Megoldasi médszeriinket mutassuk meg, tehat ezeket a cellakat
ne rejtsiik el.

A B [« D E F G A B C D E F G
1 ' Rejtett ' 1 Rejtett
2|4 2 4 3 0 4 2
E -] Tippek Helyén Szerepel ] Tippek Helyén Szerepel
4 | 10. 4 | 10.
5| 9. 5|9
6 | 8. 6 | 8.
7|7 77
8 | 6. 8 | 6.
9 | 5. 9|5
10] 4. 3 0 10| 4. 3 0 4 2 4 0
11| 3. 3 2 7 4 1 2 1] 3. 3 2 7 4 1 2
12| 2. 3 2 6 2 1 12 2. 3 2 4 6 2 1
13|1.] 2 3 8 1 0 2 12| 1.] 2 3 8 1 0 2

Megfejtés kozben Megtalalt megoldas

Bekiildend6 egy tomoritett 1533.zip dlloményban a munkafiizet, valamint egy
rovid leirds, amelyben szerepel az alkalmazott tablazatkezel6 neve és verzidszama.
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I. 534 (E). A Nemzetkozi Sakkszovetség (Fédération Internationale des
Echecs, FIDE) honlapjdn elérhet6 a vilag jelenleg és kordbban versenyszeriien sak-
kozé jatékosainak eredményességét mutato ElS-pontszam és a versenyzok néhdny
més adata. Toltsiik le a 2021. februari ranglistat, melynek elérhetésége a kovetke-
z6: http://ratings.fide.com/download/standard_feb21frl.zip. Tomoritsiik
ki az allomanyt, majd mentsiik a benne 1év6 szoveges dllomanyt sakk.txt néven.
Toroljik az allomany els sorat, igy a megmaradt szoveg 363 272 sakkoz6 adatait
tarolja azonos formatumban.

A f4jl tablazatos kinézetét szokozok segitségével alakitottak ki. Minden sor
pontosan 135 karaktert tartalmaz (csak az angol ABC karakterei, valamint szdmok
és frasjelek fordulnak benne el8). A 16-76. karakterhelyen taldlhaté balra igazitva
a versenyzd neve, a 77-79. karakterhelyen a versenyz6 orszaganak harombetis
roviditése (a magyarokndl a szokdsos HUN), a 81. karakterhelyen a versenyz6 nemét
jelzé betli (angol roviditéssel M vagy F), a 114-117. karakterhelyen a versenyzo
aktudlis El(’j—pontszéma, és a 127-130. karakterhelyen a versenyzo sziiletési éve.
A t6bbi adatra nem lesz sziikségiink a feladatok megoldasa sordn.

Készitsiink programot sakk néven, amely megoldja a kovetkezo feladatokat.
A feladatok megoldasa soran mindig irjuk ki a feladat sorszaméat. Torekedjiink
a mintanak megfelelé kommunikaciéra a felhasznédloval. Az ékezetek nélkiili kifras
is megfelelo.

1. Olvassuk végig a szoveges allomanyt, és taroljuk el a f4jl azon sorainak adata-
it, amelyek magyar versenyz6krol szolnak, tehat a magyar versenyzok nevét,
nemét, El6-pontszdmét és sziiletési évét. A név ne tartalmazza a fajlban a név
utén irt szokozoket, az El6-pontszém és a sziiletési év legyen egész érték.

2. Adjuk meg, hogy hény ndéi, és hany férfi sakkozénk szerepel a listaban.

3. Adjuk meg a legmagasabb Elé’)—pontszémmal rendelkezo férfi és néi sakkozonk
nevét, pontszamat és sziiletési évét.

4. Allapl’tsuk meg és irjuk ki, hogy hany olyan néi versenyzoink van, aki 1990-ben
vagy az utan sziiletett, és Elé—pontszéma legalabb 2000.

5. A Polgar csaladbol tobben is szerepelnek a listan. Adjuk meg a csaladtagok
keresztnevét, sziiletési datumat és El(’i—pontszémét tablazatos elrendezésben.
A lista legyen a csalddtagok Elé-pontszdma szerint névekvé sorrendben.

6. Polgar Judit minden id¢k legkivalobb noi sakkozdja, 1989-t61 2005-ig vezet-
te a noi ranglistat, legmagasabb Elé—pontszzima 2735 volt. Adjuk meg, hogy
kik azok a sakkozodink, akik legalabb akkora pontszammal rendelkeznek, mint
Polgéar Judit jelenleg. A listaban a nevek a magyar irasmaéd szerint szerepelje-
nek. Tegyiink zardjelek kozott egy csillagot (*) azoknak a versenyz&knek a neve
utan, akiknek pontszama eléri Polgar Judit egykor legmagasabb, 2735-6s pont-
szaméat. A lista elemeit vesszével és szdkozzel valasszuk el egymastol, és zarjuk
Oket ponttal.

Minta program kimenet:

1. feladat: az adatok beolvasdsa
2. feladat:
A listaban 5855 férfi és 603 noi sakkozdnk szerepel
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3. feladat:

KoMalL, 2021. mércius gf

A legmagasabb pontszamd férfi versenyzénk Rapport, Richard

Pontszama: 2763
Sziiletési éve: 1996

A legmagasabb pontszamu néi versenyzénk Polgar, Judit

Pontszama: 2675
Sziiletési éve: 1976
4. feladat:

33 olyan ndi sakkozdnk van, aki 1990-ben vagy az utan sziiletett, és Elé-pontsza’ma

legalabb 2000

5. feladat: A Polgar csalad tagjai

Szilvia 2010 1052
Janos 1954 1952
Istvan 1944 2425
Sofia 1974 2450
Susan 1969 2577
Judit 1976 2675

6. feladat: Akik elérték Polgar Judit mai pontszdmat:
Almasi Zoltan, Rapport Richard(*).

Bekiildendo egy 1534 .zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

I/S. 52. Bergengécidban N darab véros van,
melyek 1-t6]l N-ig szamozottak. Jelenleg semelyik
kett6 sincs osszekotve autépalyaval, igy a kiraly ut-
épitési projektet hirdet. Pontosan akkor szeretné
az x és y sorszamu varosokat dsszekotni autdpélya-
val (z < y), ha az x szdm osztéja az y-nak, de nincs
olyan z sorszam, amely oszthatd x-szel és osztdja
y-nak. Azaz, ha a szabaly alapjdn = Osszekothetd
z-vel és z Osszekothet6é y-nal, akkor x és y kozott
nem lehet Gt. (A vdrost sajat magdval nem kotjiik
Ossze.)

A kirdly tandcsaddjaként adjuk meg, hogy
N varos esetén hany autopalyat kell épittetnie a ki-
ralynak a leirt szabalyok alapjéan.

Bemenet: az elso és egyetlen sor a varosok N szamét tartalmazza.

Kimenet: a kimenet els6 és egyetlen sordba irjuk az épittetendd utak szamat.

Példa bemenet

Példa kimenet

8 8
Korldtok: 1 < N < 1000000. Idokorldt: 0,4 mp.
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Ertékelés: A pontok 30%-a kaphaté, ha N < 100. A pontok 60%-a kaphato,
ha N < 10000.

Bekiildendo egy is52.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathatoé.

S. 151. Egy versenyen N didk vett részt, minden versenyzének N feladatot
kellett megoldana. A didkok minden feladatra egy 1 és K kozotti egész szamot kap-
tak értékelésként. A versenybizottsag egy N sorbdl és N oszlopbdl all6 tablazatban
Osszegyujtotte az Osszes didk Osszes feladatdnak értékelését. Az i-edik sor az i-edik
didk megoldédsaira kapott pontokat tartalmazza, a j-edik oszlop a j-edik feladat-
ra bekiildott megoldasok értékelését tartalmazza. Ha egy didk egy feladatra nem
kiildott be megoldast, akkor ott a 0 szam szerepel.

A versenybizottsdg észrevette, hogy minden feladathoz taldlhatunk legaldbb
egy olyan didkot, aki nem oldotta meg a feladatot, és minden didkhoz talalha-
tunk legalabb egy olyan feladatot, amelyet az adott didk nem oldott meg. Vagyis
a tablazat minden oszlopdban és minden soraban szerepel legaldabb egy 0 érték.

Adjuk meg, hogy hany kiilonboz6 értékeld tabldazat lehet (két tabldzat kiilon-
boz6, ha van legaldbb egy elemiik, amelyben kiilonboznek). A tédblazatok szdma
nagyon nagy is lehet, ezért a szam 10° + 7-tel vett osztasi maradékat adjuk meg.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza a szokozzel elvalasztott N és K szamokat.

Kimenet: adjuk meg a lehetséges tédbldzatok szamat modulo 10° + 7.

Példa bemenet Példa kimenet

21 7

Lehetséges tablazatok N =2 és K = 1 esetén:

0]0 1]0 01 00 00 110 01
0]0 0]0 0]0 01 10 01 10

Korldtok: 2 < N < 10°, 2 < K < 10°. Idékorldt: 0,4 mp.
Ertékelés: a pontok 40%-a kaphat6, ha N < 100. Tovabbi 40% kaphaté, ha
N < 5000.

Bekiildendo egy s151.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

L1

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarids: 2021. aprilis 15.

L1
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R4tz Tanar Ur Eletmﬁdijak atadasa
2020 decemberében

Huszadik alkalommal adtdk at a R4tz Tanar Ur Eletmﬁdijat év végén, a ter-
mészettudomanyos oktatas teriiletén kiemelkedd teljesitményt nyijté pedagogusok
munkajanak elismeréseként. A harom, dijat alapité cég — Ericsson Magyarorszag,
Graphisoft SE és Richter Gedeon Nyrt. — gondozdsdban gy dsszesen 152, az iskolak
5-12. évfolyamain matematikat, fizikat, biologiat vagy kémiat tanité tanar nyerte
el a 1,5 milli6 forinttal jar6 elismerést.

A Fasori Gimnazium legendds matematikatandra, Ratz Laszl6, maradandét
alkotott a természettudomanyok tanitasiban. Olyan hires tudésokat inditott el pa-
lyajukon, mint Wigner Jend, Harsanyi Janos vagy Neumann Janos. Ratz tanar ar
ma is kovetend6 példa minden pedagogus szamaéara, a rola elnevezett Eletmﬁdij pe-
dig a legnagyobb hazai szakmai elismerés, amelyet a természettudomanyos targyat
oktaté pedagdgusok elnyerhetnek.

A Rétz Tanar Ur Eletmﬁdfjas tanarok a példai annak, hogy ma is nevel-
nek szakmajuk irant elhivatott magyar pedagégusok nemzetkozi szinten is elismert
tudésokat. A 2015-ben Eletmﬁdl’jat nyert Dr. Téth Albert Jézsef, a kistjszallasi
Moéricz Zsigmond Gimnazium kivald tanara fontos szerepet jatszott abban, hogy
egykori didkja, Kariké Katalin, a vildgszerte elismert biokémikus professzor, akit
ma a Nobel-dij varomanyosaként is emlegetnek, a biolégiat valasztotta hivatasa-
ként. Az 6 szabadalma alapjan késziilt el a vildgon elséként, a 2020-ban klinikailag
is bizonyitottan hatdsos Pfizer-BioNTech COVID-19-vakcina. A Magyar Kémiku-
sok Lapjanak adott interjijaban® is kiemelte, hogy kozépiskolai tanarai csinaltak
neki kedvet a kémidhoz és a biolégidhoz.

A dijra — amelyet minden évben tantargyanként két-két pedagdgus kap meg —
barki jelolhet tanarokat, a nyertesek személyérdl pedig a harom alapité vallalat altal
létrehozott Alapitvany a Magyar Természettudomanyos Oktatasért kuratériuma
dont.

»A dij létrehozasakor célkitiizésiink volt, hogy ne csak a tandri kozosség és
egy szlikebb didkkozosség, de az orszag megismerje, hogy vannak kivalé tanaraink,
akik gyermekeinket nevelik. Olyanok, akik ugy figyelnek a gyermekeinkre, mint
Ratz tandr ur is figyelt a didkjaira. Az elmilt 20 évben a Rétz Tandr Ur Elet-
miidijnak presztizsértéke lett a tandrok kozott. Mind a dijazottjaink, mind az 6
kollégéik biiszkék arra, ha egy Réatz Tanar Ur Eletmﬁdfjas tanar van a kozosség-
ben.” — mondta el Kro6 Norbert professzor, akadémikus, az Alapitvany a Magyar
Természettudomanyos Oktatasért kuratériuméanak elnoke a legutébbi dijatadon.

Az Ericsson Magyarorszdg, a Graphisoft SE és a Richter Gedeon Nyrt. 20 év-
vel ezel6tt alapitotta a Rétz Tanar Ur Eletmiidijat és a mogdtte allé Alapitvanyt
a Magyar Természettudomanyos Oktatasért. Egyediildllo médon immar két évtize-
de kozos céljuk, hogy tisztelettel adézzanak azon pedagégusok elott, akik kiemel-

“http://real-j.mtak.hu/12756/14/MKL_2019.aprilis_1-40.0ldal.pdf
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ked6 eredménnyel képezik a jovo tehetségeit, kiveszik résziiket a hatranyos helyze-
tl didkok tehetséggondozasabdl, valamint hozzajarulnak az 1j pedagoégusgeneracio
szakmai palyajénak elinditdsahoz is. A Rétz Tandr Ur Eletmiidijat az orszdg bar-
mely iskoldjaban tanit6é vagy korabban ott tevékenyked6 pedagdgus megkaphatja.

Az életmiidijat harom, a természettudomanyos oktatas tamogatasdban elkote-
lezett vallalat, az Ericsson Magyarorszag, a Graphisoft és a Richter Gedeon Nyrt.
hozta 1étre 2000-ben Ratz Laszlonak, a milt szazad legendés tandregyéniségének
emléket allitva.

A 2020-ban Rétz Tanar Ur Eletmﬁdijban részesiilt tanarok:

Kémigbhél Dobéné Dr. Tarai Eva (Budapest, Berzsenyi Déniel Gimnazium) és
Seb6 Péter (Budapest, ELTE Apéczai Csere Janos Gyakorld Gimnazium és Kol-
légium);

Biol6giabél Gadéné Kézdy Edit (Budapest, Dedk Téri Evangélikus Gimnazium)
és Dr. Franyé Istvan (Budapest, Sashegyi Arany Janos Altaldnos Iskola és Gim-
nazium);

Matematikdbél Dr. Horvath Eszter (Budapest, Kempelen Farkas Gimndzium)
és Dr. Kiss Géza (Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gim-
nazium);

Fizikédbol Lévainé Kovacs Réza (Karcagi Altaldnos Iskola és Alapfoki Miivészeti
Iskola) és Farkas Laszlé (Keszthelyi Vajda Janos Gimnazium).

Idéziink a matematika, illetve a fizika teriiletén dijazott tanarokrdl készitett
rovidfilmekbdl.

Matematika

Dr. Horvath Eszter (Budapest): Akkor, amikor egy tizéves gyerck bejon
az iskoldba, akkor borzasztdan nyitott. Addig, amig az ember didkként, még egye-
temistaként is feladatot megold, addig az agydban elindul valami és szdmolja, gon-
dolja, dsszerakja. Es mikor tandr, akkor nem 19y kell menni. Ugy kell menni, hogy:
SMit is gondolt a gyerek? Mit is mondott? Az a félmodata az hogyan folytathaté?”
Most nyugdijasként, oraadoként tanitok. Eqgy évvel ezeldtt ugy gondoltam, hogy hdt-
radolok a fotelben €s én mdr mindent tudok és ez nekem mdr megy, ezt az évet én
mar rutinbol végig fogom tudni csindlni. Es mikor jott a tavasz, akkor tulajdonkép-
pen mindent valtoztatnom kellett. De én nagy oérommel tekintek erre vissza. Ugyanis
ez a helyzet azt hozta, hogy nekem azt kellett tenni, hogy ha én bizom a gyerekben,
akkor mit tudok vele elérni. Es ebbe én ugy érzem, hogy a tanitvanyaimnak a donto
része nagyon partner volt. Es azt mondom, hogy most ebben a vildgban egy kicsikét
nagyobb bizalmat kell a gyerekeknek adni.

A tanarnorél szolé rovidfilm itt tekinthetd meg:
https://www.youtube.com/watch?v=N4X_C-9WU-E.

Dr. Kiss Géza (Budapest): ... az elkdtelezddés nagyjabdl szerintem olyan
2. gimndzium kornyékén meguolt, amikor kizdrdsos alapon rdjéttem, hogy én nem
akarok mérnok lenni, én nem akarok kozgazddsz lenni, de mindig ezzel szeretnék
foglalkozni. Az édesapdm dvatosan probalt ettdl elterelni. Kedvenc szlogenje wvolt,
hogy ,Kisfiam, hdt nézd meg, a tanitonak mindig kopott a nadrdgja. Hdt te olyan
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j6 tanuld vagy, hogy bdarmi mdst is vdlaszthatndl, gondold mdr meg!” Es én mindig
mondtam, hogy nem-nem, nekem ez jo lesz. ... A kapcsolat tandr és didk kozitt
rengeteget szamit. Tehdt az, hogy 6 elhiszi nekem, hogy 6 ezt meg fogja tudni csi-
ndlni, az mar fél siker. Ez a féle hozzadlldas, hogy én azért vagyok, hogy &t segitsem,
€s 0 az elsd, ez kell hozzd. Tehdt ha ez nincs meg, akkor lesz ez a tekintélyelvi
iz€, hogy JEn majd megmondom neked, hogy te mit csindlhatsz, és ide mész, oda
mész.” ... Aki most kezdi a pdlydt az mar ne kezdjen hozzd, hogyha gy gondolja.
Szerintem.

A tanar urrdl szol6 rovidfilm itt tekintheto meg:

https://www.youtube.com/watch?v=-WZjae50r3s.

A teljes kisfilm a matematika dijazottakrol:

https://www.youtube.com/watch?v=bkJnDbex91Q.
Fizika

Lévainé Kovacs Réza (Karcag): Hatodikban a fizikaoktatdsnak végil is a va-
razslat a célja. Nem az a lényeg, hogy definicickat tanuljon, hogy torvényeket bema-
goljon, eqyébként se igazdbol azt szeretem. Itt az lenne a jo, hogyha rdcsoddlkozna
a kornyezetére, hogy: ,De szép! De jo!” A kisérlet mindenképppen kell, legjobb ak-
kor, ha maguk a gyerekek kisérletezhetnek. Természetesen a tandri kisérlet is izgatja
oket, de leginkdbb az marad meg benniik, amit 6k maguk kiprobdlnak. ... Igyekszem
a feladatokat példaul az dllatvilag rekordjaira épiteni, onnan veszek dtleteket, vagy
haztartasbol, otthon amiket taldlok. Megkeressiik, hogy amit tanulunk, annak hol

van a hétkoznapt életben haszna, miért is 70, ha ezekrdl a dolgokrol tudnak és akkor
eqy kicsit mdr ugy érzem, hogy elfogadobbak.

A tandrnordl szol6 rovidfilm itt tekintheté meg:

https://www.youtube.com/watch?v=ZP_BA-p5wps.

Farkas Laszlé (Keszthely): En azt gondolom, a legeslegfontosabb a lelkese-
dés. Hogy a gyerek ldssa azt, hogy amit én csindlok, az nagyon fontos szamomra
és ezt § is fogja kovetni. A fizika nem konnyd tantdrgy. Eqgyrészt elég komoly ma-
tematikai hdattér kell hozzd, kell tudni elég komolyan elvontan gondolkodni, és ez
nem magdatdol jon, ez nincs a gyerekbe beépitve. Ezt ki kell fejleszteni. ... A tudo-
mdnytorténet hozzdtartozik a fizika megismeréséhez. Hogy honnét indultunk, mik
voltak azok a jelenségek, amik megudltoztattdk azt a vilagképet, vagy éppenséggel
azt a modellt, és folyamatdban ldtni azt a fejlédést, amit a technika meg a fizika
segitségével atéltink. Sokkal inkdbb kizelebb hozza a gyerekeket ehhez a tudomdny-
hoz és a tudomanytorténetet szeretik és izgalmasnak tartjdak. Szeretik a sztorikat.
A mai vilagban szinte minden a tudomdny és a fizikai vivmdanyokat haszndlja fel.
Ehhez olyan szakemberek kellenek, akik ezt a hajot tovdbb tudjik vinni.

A tandr urrdl sz6l6 rovidfilm itt tekinthetd meg:
https://www.youtube.com/watch?v=FSiYfsbjIlg.

A teljes kisfilm a fizika dijazottakrol:
https://www.youtube.com/watch?v=47YOGTqPeH4.
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Tichy Géza
(1945-2021)

Februar 2-an 76 éves kordban varatlanul elhunyt Tichy Géza, az ELTE Profes-
sor Emeritusa. Kiemelked6 kutato fizikus, tandr, versenyszervezd, de mindenekel6tt
kivalé ember volt. Tevékenysége sok-sok szalon kétodik a KéMal-hoz, a tehetség-
gondozéashoz és altalaban a fizika tanitasdhoz.

Egyetemista koraban, az 1960-as években nagyon aktiv szerepléje volt az akkor
virdgkorat €16 Ifjusagi Fizikai Kornek, ott ,mentortandrként” vonzotta maga koré
az érdekl6d6 kozépiskolasokat. Jonéhanyan az & hatasara lettek fizikusok. Ami-
kor 1967-ben Kunfalvi Rezs6 tutjara inditotta a Nemzetkozi Fizikai Didkolimpiat,
néhény éven at a magyar csapat felkészitéje és az egyik vezetdje volt. Az 6 kezde-
ményezésére indult el 1970-ben az Ortvay Rudolf problémamegoldé verseny, amely
azota is az egyetemistdk (és mostandban a kozépiskoldsok) egyik legrangosabb,
1 hetes otthoni munkat igényl6é versenye. A KoMal Ifjusagi Ankétok rendszeres
eléadéja volt, emlékezetes el6adasokat tartott a kvazikristdlyokrdl, a kerékpar és
az anyagtudomény kapcsolatdrdl. A 2020. évi (a jarvédny miatt elmaradt) Ankéton
a villanyautok fizikajardl akart beszélni. Tagja volt az Eotvos-verseny bizottsagé-
nak, szinte minden évben voltak sajat feladatai is.

Megalakuldsa 6ta tagja a KoMal kiaddsat, versenyeit tamogaté Matfund Ala-
pitvany kuratériumanak. Folyamatosan figyelemmel kisérte a Lapot, 69 kitizott
(mérési és elméleti) feladata is megjelent.

Kollégéi, tanitvanyai, baratai meghatottan emlékeznek vissza ra. A teljesség
igénye nélkiil néhanyat idéziink.*

Emlékszem hallgaté voltam, amikor vizsgazni mentiink Gézédhoz. Kijott a szo-
babdl egy ,szakadt” puléverben és megkérdezte: ,Vizsgazni jottetek?”. Mondtuk,
igen, mire 6: ,Rendben, egy pillanat, és felveszem az 6ltonyomet.” A stilus maga
az ember.

Lenytigoz6 volt Gézaban, hogy ahanyszor csak valami probléméval fordultam
hozza, hogy ez hogyan is van, vagy azonnal tudta a valaszt, vagy szamolt egy
kicsit a tabldnal és azutdan mondta meg. Kozben latszott rajta, hogy ez az egész
szamara olyan, mint egy jaték, amit 6 nagy élvezettel jatszik. Azt hiszem, ez csak
a legkivalobbak privilégiuma.

(Groma Istvdn)

1963 6szén Tichy Géza megnyerte az Eotvis-versenyt. Olyan megoldast adott
egy valtéaramu, rezgdkoros feladatra, amellyel lenyligozte a versenybizottsdgot —
Vermes Miklos mint masodik megoldast kozolte is ezt az Eotvos-versenyek fel-
adatairdl kiadott konyvében. Vektorabras megoldas volt, Géza hasonlé haromszo-

*Lasd még a https://physics.elte.hu/content/tichy-geza-emlekere.t.17920
honlapot és a Fizikai Szemle 2021. évi 2. szamét.
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geket fedezett fel a felrajzolt vektorabran, igy sikeriilt bizonyitania a feladatban
megfogalmazott meglepd allitdst. A KoMal.-on felnétt versenyzék mind analitikus
megoldasokkal prébalkoztak, ahogyan a versenybizottsag is — viszont Géza nem
volt KoMalL-os versenyzé. Ha ma felkeressiik a KoMaL Arcképcsarnokot és beir-
juk a keres6ébe a Tichy nevet, egyetlen didk neve bukkan csak fel: Tichy Eszteré
1991/92-bél. O Géza egyik lanya ... Kozépiskolas kordban Géza nem KoMal fel-
adatok megoldasan torte a fejét szabad idejében, hanem sportolt: vizilabdézott,
edzésekre jart az uszodaba.

(Radnai Gyula)

Ijgy emlékszem, hogy 25 év alatt egyetlen Matfund kuratériumi iilésrél sem
maradt tavol. Sokat beszélgettiink, szerettiik vidam, optimista lényét, logikus érve-
lését, a KoMal, matematika-fizika tehetséggondozasaért érzett felelosségét. Az ala-
pitvany és a KoMal szerkesztGség megorzi emlékét.

(Oldh Vera)

Soha nem felejtem el az 6rokos dertijét, kedvességét, a hallgatdk irdnti lelkese-
dését. TOle nem csak fizikat, hanem emberséget is tanultam. Ezt nagyon kdszénom
neki. Hidnyozni fognak nekem azok a beszélgetések, amikor fizikdval kapcsolatos
kérdéseimre sziporkdzé valaszokat adott.

(Cserti Jozsef)

Az egyetemi évek alatt harom targyat hallgattam Gézénal, kozelebbrol pe-
dig az Eotvos-verseny bizottsagdban ismerhettem meg 6t. Minden percét élvez-
tem az egyiitt toltott idének, nem volt olyan alkalom, amikor ne tanultam volna
tole valami ujat. Legutébb oktéberben a termodinamikai potencidlok Legendre-
transzformécidjat magyarazta el a kérésemre, csak ugy futdlag, egy papirfecnire
rogtonozve, kristalytisztan, érthetéen. Ijgy, hogy azt elfelejteni soha nem fogom.

Géza rendkiviil fontosnak tartotta a fizika népszeriisitését a legfiatalabb gene-
racié tagjai kozott: didkolimpiai csapatvezetOként, versenyszervezoként, feladatki-
tliz6ként, valamint a KéMaL kuratériumanak tagjaként végzett tevékenysége fel-
becsiilhetetlen.

(Vigh Mdté)

Csak j6 emlékeim vannak Tichy Gézaval kapcsolatban. Az egyik legkedvesebb
talan az, amikor néhany éve valamelyik egyetemi folyoson ebédelve hirtelen odalé-
pett hozzam, j6 étvagyat kivant, megkérdezte, hogy vagyok; majd néhany perccel
késébb mar a kvantummechanika mélyén rejlé matematikai struktirdkrol mesélt
nekem. Szamomra minden eléadasat ugyanez a hangulat hatotta at: egyértelmi
volt, hogy lehengerld és szertedgazd tudas birtokdban van, azt mégis olyan ter-
mészetességgel és f6ként végtelen alazattal tudta atadni nekiink, amire kevesen
képesek. Kivételes fizikus és kivételes ember volt, béven lenne még mit tanulnom
tole.

(Németh Rdbert)

A fizika szinte valamennyi teriiletén otthon érezte magat. Lehetett vele beszél-
getni a szilardtestfizikardl, anyagtudomanyrdl, elektrodinamikarol, termodinamiké-
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rol, optikéardl, kvantumelméletrol, szinte mindenrdl. Ha valaki egy fizikai probléma-
val fordult hozzd, gyakran azt mondta: ,Kénnyt az okosoknak, azok fejbdl tudjék
a megoldast. En buta vagyok, nekem mindent ki kell szamitanom matematikaval.”

(Gnddig Péter)

Valamikor 6tven évvel ezel6tt Géza befejezett a tablandl egy levezetést, felénk
lépett, égnek emelte mindkét kezét, és lelkesen, atszellemiilt arccal felkidltott: Ugye
latjatok, hogy ez milyen szép!

Es mi lattuk, hogy szép. Ahogy 6§ mondta, ahogy atérezte, ahogy mindenkinek
at akarta adni azt az élményt, azt a szinte gyermeki 6romot, ami eltoltotte egy-egy
jOl sikeriilt Otlet, levezetés, magyardzat utan, azt a lelkesedést, ami a fizika, a vilag
megértése irant dthatotta. Akkor egy pillanatra az 6 szemével lattunk mi is.

Néha, jobb pillanatainkban ma is igy latunk. Matol mar Géza nélkiil, de az &
szemével, az 6 oromével, az 6 lelkesedésével.

(David Gyula)
Sokunknak hidnyozni fog szines egyénisége, nagy tuddsa, embersége.

A Ko6MalL Szerkeszt6sége
és a MATFUND Alapitvany kuratériuma

Ellenallasszalagok

Bevezetés

1967-ben a Varséban megrendezett els6 Nemzetkozi Fizika Didkolimpian
(IPhO) a masodik elméleti feladatban egy végtelen ellenélldslanc eredé ellendllasat
kellett meghatarozni. A probléma az akkori kozépiskolai versenyfeladatok kozott
djszerlinek szamitott. Azdta a hazai versenyeken és a KoMaL hasdbjain is renge-
teg valtozata tint fel a feladatnak, a problémakor standardda valt a versenyzok
korében.

Bevezetésként tekintsiik az 1. dbra bal oldalan lathatd, csupa R ellenédllasbol
allé, végtelen ellendlldsléncot és hatdrozzuk meg az A és B kivezetések kozott
mérhetd R, eredd ellendllast!

1. dbra

Az ilyen tipusi feladatokndl a szokédsos megoldédsi mddszer a kivetkez6. Vegyiik
észre, hogy az ellenalldslanc A és B-hez legkozelebbi fokozatdhoz egy ugyanolyan
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végtelen, R, eredd ellendllasu lanc csatlakozik, mint amilyen az eredeti lanc,
ezért az 1. dbra jobb oldalan lathaté helyettesité képnek megfeleléen a lanc ered6
ellenalldsara a kovetkezo egyenletet tudjuk felirni:

1 1 -
Roo = <R+2R+ROO> ’

R% +2R, . R—-2R*=0

ebbdl az

méasodfoku egyenletre jutunk, amelynek egyetlen pozitiv megoldasa
Ry = (V3 —1)R~0,7321R.

Végtelen ellenallasldncot a valésdgban nem tudunk késziteni. A fizikdban
a ,végtelen” lanc valéjaban ,nagyon hosszut” jelent, azaz olyan hosszd, de vé-
ges ellenallaslancot, amelynek eredd ellenallasa lényegében nem fiigg attél, hogy
pontosan hany fokozatbdl all a lanc. Felmeriil a kérdés, hogy az eredd ellendllas
szempontjabdl milyen hosszu ellenédllaslanc tekinthet6 végtelennek, azaz az ellendl-
laslanc fokozatainak novelésével milyen gyorsan konvergal az eredd ellendllas az R
értékhez?

A véges ellendllaslanc aramerdGsség-viszonyai

A véges ellenallaslancokrol altaldban kevés sz6 esik, érdekességiik azonban nem
marad el a végtelen lancok esetétél. Most is a végtelen ellenallaslancndl bemuta-
tott konkrét példahoz nyulunk, az ettél eltéré konfiguracioju, véges lancok eredd
ellendllasanak meghatarozasanal is a kovetkez6kben bemutatott gondolatmenettel
lehet célt érni.

Tekintsiik a 2. dbrdn lathaté N fokozatu lancot, amely Osszesen 3N — 2 darab
egyforma R ellenallasbdl all!

In,N-1 Invin Inm-1 In—in-2 Ioy
—> — S = —=>
o T .. .
‘1,11\/ ﬂi,bﬂﬂ@ln @Inl ‘1,11
—— L ...
2. abra

Ha a kivezetésekre az dbra szerinti polaritasu fesziiltséget kapcsolunk, a korben
a nyilak altal jelzett irdnyban dram indul meg. Az egyes dgakban folyé aramok
ismeretében meg tudnank mondani a ldnc eredd ellenélldsat, hiszen a kivezetésekre
kapcsolt fesziiltség RIy alakba irhatd, az dramforrason atfolyé aram erdssége pedig
In + InN—1, 1gy az Ohm-térvény szerint

) In
1 Rlanc _
L N In+In N1

A kovetkez6kben ennek meghatarozasat tiizziik ki célul.
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A csomépontokra n > 2 esetén teljesiilnie kell az
(2) Intin=1In+Inn
Kirchhoff-féle els6 térvénynek, az aramhurkokra pedig fenn kell allnia az
(3) RI,+1 —2RIL, 410 —RIL, =0

Kirchhoff-féle mésodik toérvénynek. A (3) egyenletbdl R-rel valé egyszeriisités
utan az
In—i—l,n - (In+1 - In)/2

Osszefiiggést kapjuk, ebbol n — n — 1 véltozocserével az
In,n—l = (In - In—l)/2

kifejezést kapjuk. Az utébbi két egyenletet (2)-be helyettesitve, rendezés utin
az ellenallaslanc fokozataiban foly6 dramok kozott az

(4) In+1 =4I, — I, 1

Osszefiiggésre jutunk (n > 2). Az n =1 sorszdmi dgban folyé dram I; erdsségét
adottnak tekintve, majd a huroktorvényt alkalmazva az Iy = 317 eredményt kapjuk.
Az I és I értékekbdl kiindulva (4) segitségével az n-edik ag dramerdssége is
meghatarozhato, ehhez azonban egy n — 2 egyenletbdl all6 egyenletrendszert kell
megoldani. Ehelyett szeretnénk az I,,-et n fiiggvényében explicit médon kifejezni.

A linedris rekurzié megoldasa

A matematikai sorozatok olyan képzési szabdalyat, melyben a sorozat n-edik
elemét az azt megel6z6 néhany elem linearis fiiggvényeként allitjuk eld, linearis re-
kurziénak nevezziik. Az ilyen szabélyok szerint képzett sorozatok esetén mindig
megtaldlhat6 a sorozat n-edik elemét eléallité explicit képlet. A leghiresebb, rekur-
ziv médon megadott sorozat a Fibonacci-sorozat, melynek elsé két eleme a 0 és 1,
a sorozat kovetkez6 elemei pedig mindig az el6z6 két elem Gsszegeként allnak eld:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,. .. .

Tekintsiik most a (4) rekurziéval megadott sorozatot, melynek elsé két eleme
Iy és I, = 31! THizziik ki célul az I,, = f(n) explicit osszefiiggés megtaldlasat!

A (4) rekurzié az els§ két elem megvélasztdsatol fiiggden sokféle sorozatot
definidlhat. Vajon vélaszthatoé-e gy az els6 két elem, hogy a sorozat elemei mértani
sorozatot alkossanak? Masképpen mondva: létezik-e olyan ¢ valds szam, melyre
az n =1 és n = 2 sorszdmu elemeket 1 és ¢ értékiinek vélasztva a (4) rekurziéval
eléallitott sorozat n = k sorszamu eleme ¢! alakba irhaté? Ennek eldéntéséhez
helyettesitsiik be a ¢"~1 explicit képletet a (4) rekurzids osszefiiggésbe!

qn _ 4qn—1 _ qn—2)

majd a nemtrividlis megoldast keresve, ¢" 2-vel valé egyszerfisités és rendezés
utan a
¢ —49+1=0
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masodfoku egyenletre jutunk. Ennek két megoldésa:
@ =2-V3, 32 =2+V3.

Tehét két olyan mértani sorozat is létezik, amely kielégiti a (4) rekurzids ossze-
fiiggést: az 1,q1,¢3, 4¢3, .. .; valamint az 1, ¢q,q3,q3, . .. sorozat. Vegyiik észre, hogy
ekkor e két mértani sorozat elemeibdl a tetszoleges ¢1 és co valés szamokkal képzett

Unt1 = C1q] + C2q3
sorozat is kielégiti a (4) rekurziét, hiszen:
gl + gy = (40 = ) +ea(4gh T — g5 7?) =
—_——
(p41

e A e

Qp (p—1

Megvalaszthatjuk-e Ugy a c; és co egyititthatokat, hogy az a, sorozat éppen
az aramerdsségeket megadd I, sorozat legyen? Ennek semmi akadélya, csupan
az a1 = I; és as = 31, egyenloségeket kell megkovetelniink:

c1+c =1,
€191 + c2q2 = 31.
Az egyenletrendszert megoldva a

— —1 — 1
i q21.1:\/§ Iy, 02:q1 31-1:\/5—}_

2v/3 q1 — G2 2v/3

eredményeket kapjuk. Ezeket az I,, = clq?fl + czqgfl kifejezésbe helyettesitve mar
el6 tudjuk allitani az egyes agakban foly6é dramok erésségét megado explicit Ossze-
fliggést:

() In:<x/§—1(2_¢§)n_1+\/2§+1

I

Cc1 =
q1 — Q2

2V/3 V3

Behelyettesitéssel meggyézédhetiink arrdl, hogy a (%) formula valéban visszaadja
n = 1,2 esetén az I, 3I; értékeket.

2+ \/3)”‘1> I.

A véges ellendllaslanc eredd ellendllasa

Miutén sikeriilt meghataroznunk a 2. abréan lathaté lancban foly6 aramokat,
az eredd ellendlldst (1) alapjdn mér konnyen kiszémithatjuk. Felhaszndlva a ko-
rabban kapott Iy y—1 = (In —In_1)/2 Osszefiiggést az (1) kifejezés a kovetkezd
alakot olti:

lanc __ 2In
Rline — =N p
3In — In_1
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Behelyettesitve az dramer6sségeket megadd (x) explicit képletet, majd egyszert-

" (E-1)E+v8) + (B+1)E-vE)
2+v3)" —(2-v3)"

Ez tehat a 2. abran lathaté, 3N — 2 egyforma ellenéllasbol 4ll6 véges lanc ered6
ellenalldsa. A kapott eredmény tovabb alakithato:

lanc __ _ 2\/3
Ry = (V- DR 1)R+(7+4\/§)N 1

o0

lanc __
Ry =

itt az els6 tag a végtelen ellenalldslancnél kapott kifejezés, a masodik pedig a véges
korrekciét irja le. Kénnyen ellenérizhetd, hogy N = 1-re visszakapjuk az R ellen-
alldst, N = 2-re pedig a 3R/4 értéket. Nagy N-ekre a korrekcids tag N-nel expo-
nencialisan tlnik el, a konvergencia pedig meglepéen gyors, ahogy az a 3. dbrdn is
lathatd. N = 3 esetén az ered§ ellendllds Roo-t6l vald eltérése kevesebb, mint 2%,
R{™/R
1,2 -
1,0 + ®
08 {R</R o
0,6
0,4 1
0,2 A

0 T T T T T T T

3. abra

N = 4-re pedig 2 ezreléknél is kevesebb. Az ered§ ellendllas szempontjabdl tehat
méar néhany, 4-5 fokozatbdl allé véges lanc is ,nagyon hosszi”-nak szamit.

Vigh Mé4té

Fizika gyakorlat megoldasa

G. 728. Vannak olyan folyadékok, példaul a nyers tej vagy az olivaolajos-
balzsamecetes saldtaontet, melyeket ha allni hagyunk, akkor a folyadék két alko-
toelemére valik szét. Az olaj keril az dntet tetejére, illetve zsiros tejszin lesz a tej
tetején, mikozben a teljes térfogat nem wvdltozik. Ha az ilyen folyadékokat
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a) felfelé keskenyedd tivegben tartjuk;

b) hengeres mérdpohdrba toltjiik;

c) felfelé szélesedd pohdrba dntjiik,
magjd megudrjuk az alkotoelemek szétvdlasdt, akkor a folyadék aljandl a hidrosztati-
kai nyomds megnd, lecsokken vagy vdltozatlan marad?

- jH i

a) c)

(4 pont)

Megoldas. Jeloljitk a homogén keverék adatait 0-s indexekkel, az alsé folya-
dékrétegét 1-es, a felso réteg adatait pedig 2-es indexekkel. Mivel a folyadék teljes
térfogata nem valtozik, igaz hogy

(1) Vo =Vi+ Vs,

a magassagokra pedig

(2) ho = hi + ha.
Tekintve, hogy a folyadék témege sem valtozik a szétvalasi folyamat soran, fennéll,
hogy

(3) 00Vo = 01V1 + 02Va.

A slirliségekre
02 < 00 <01

teljesiil, mert (1) és (2) alapjédn a homogén folyadék gg siirlisége a szétvalt folya-
dékok strliségének silyozott atlaga:

B ¢
TR T

Qo

Irjuk fel az edény aljara haté hidrosztatikai nyomést a szétvlds elétt (p), és
a szétvalas utan (p’):

P = oogho, illetve  p' = p1gh1 + 029hs.

Hasonlitsuk 6ssze ezt a két nyomast:

S
VIIA
S
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Mivel most még nem ismerjiik, hogy a nyomasok kozotti relacié a kisebb, az egyenld
vagy a nagyobb koziil melyik, ezért a relacidjelet kérdéjellel helyettesitjiik:

oogho 7 019h1 + 029hs.
Egyszertisitve g-vel (g > 0) és (2)-t felhasznédlva kapjuk:

(4) 00ho = 0o(h1 +h2) 7 o1hi + 02ha.

Vizsgéljuk el6szor azt az esetet, amikor az egyenes fali edénybe (mérépohar-
ba) éntjiik a folyadékot. Ilyenkor a folyadékoszlopok térfogata egyenesen ardnyos
a rétegek magassagdaval, vagyis V; = Ah; (i =0, 1,2). Az A keresztmetszettel osztva
(3) mindkét oldaldt azt kapjuk, hogy

00ho = 01h1 + 02ha,
vagyis a (4) kifejezésben a reldcié egyenldség. Ezek szerint p’ = p, vagyis az egyenes
fali edényben az alkotorészek szétvalasa soran nem wdltozik a nyomas.

Ha az edény fala nem egyenes, akkor a folyadékrétegek magassaga és térfogata
kozotti Osszefiiggést a folyadék helyzetétol és az edény alakjatdl fiiggd dtlagos
keresztmetszet adja meg:

Vi=Ah; (i=0,1,2).
Felfelé sziikiil6 edényre A; > As, mig a felfelé szélesedé pohar esetében A; < A,
teljesiil. Ezek segitségével a (3) Gsszefiiggés:
00(h1 Ay + haAz) = 01h1 Ay + 02h2As,

ahonnan A;-gyel osztva
A\ As
(5) 00 (h1 + h2A1> = 01h1 + 02hs A

A nyomdsok viszonyat meghatdrozé (4) kifejezésbdl kivonva az (5) egyenletet,
majd he > 0-val osztva kapjuk, hogy

A2 A2
_ = ? _ =
20 (1 11) fo02 (1 11>~
Ao

Mivel g2 < gg, az edény aljara haté nyomdas megvéltozasanak jellege 1 — T eléje-
1étol fiigg.

a) Ha Ay < Ay, akkor 1 — 1‘3—? > 0, tehat a ? reldcié a ,>"-bal egyezik meg,
tehdt p > p’, a szétvalds sordn lecsékken a nyomés.

¢) Amennyiben Ay > Ay, akkor 1 — i—f < 0, tehat a ? reldcié a ,,<-bel egyezik
meg, vagyis p < p’, a szétvdlds sordn ndvekszik a nyomss.

b) Végiil A} = As esetén a nyomds — mint azt kordbban mdr beldttuk — nem
valtozik.

Crirdk Tamds (Budapest, Estvos J. Gimn., 10. évf.)

35 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos
(1-2 pont) 10, hibds 6, nem versenyszer( 2 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

P. 5259. Egy gyorsitécsoben 200 keV energidji deuteronokbol allo nyaldb ér-
kezik a céltdrgyra, az dramerdsség 0,3 mA. A deuteronok lefékezddnek a céltdargyban.

a) Mdsodpercenként mennyi hiét kell elvezetni a céltdargyrdl, hogy az ne mele-
gedjék?

b) Viltozik-e az eredmény, ha a deuteronok helyett ugyanekkora energidji és
ugyanekkora aramerdsséget ado elektronok, illetve a-részecskék csapodnak be a cél-
targyba?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

Megoldas. Jeloljitk egy-egy részecske energiajat £-vel, a toltését pedig g-val.

At id6 alatt AQ = I At toltés, tehat AN = AQ/q részecske érkezik a céltérgyhoz.
Ezek mozgési energidja

ON-1Y
q
tehat az elszallitandé hételjesitmény
_AE_er
At g

A megadott szdmadatok szerint £ = 2-10° eV és I = 3-107% A, tehat

P=S.60W,
q

(ahol e az elemi toltést, vagyis az elektron toltésének abszolut értékét jelsli).

a) Deuteronokra ¢ = +e, tehdt P = 60 W, vagyis masodpercenként 60 J h&t
kell elvezetni ahhoz, hogy a céltargy ne melegedjék.

b) Az elektronok toltése ¢ = —e, tehdt |¢| = e, {gy a hiitételjesitmény ugyan-
annyi kell legyen, mint a deuteronoknadl.
Az a-részecskék toltése ¢ = +2e, a masodpercenként elvezetend6 hé 30 J.
Sas Mor (Pécs, Lebwey Klara Gimn., 12. évf.)
Megjegyzés. Az elektron toltésének nagysiga megegyezik a deuteronéval, csak ellenté-

tes el6jelli. Ez nyilvan nem azt jelenti, hogy P < 0 lenne, vagyis hogy hot kellene bevezetni
a céltargy melegedésének elkeriilésére! A

EI &I
P=-—=
qa (-e)
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Osszefliggésben az dram irdnya is megvaltozik (ami definicid szerint a pozitiv t6ltéshordo-
z6k mozgdsdnak irdnya). Tehdt az elvezetendd hételjesitmény elektronok esetén

200 keV - (0,3 mA)
=)

A negativ elektronok gyorsitasanal természetesen a gyorsitéfesziiltség eléjele is ellentétes

azzal, amit a pozitiv t6ltésii deuteronok vagy a-részecskék gyorsitdsanal alkalmaznak.

Té6th Abel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

P =460 W > 0.

39 dolgozat érkezett. Helyes 29 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 4, hidnyos
(1-2 pont) 6 dolgozat.

P. 5277. Egy fényképezogép lencséjének fokusztdvolsiga 50 mm, a lencse dt-
mérdje 20 mm. A lencsét ugy dllitottuk be, hogy 5 m tdvoli targyat képez le élesen.
Mekkora az a legnagyobb és legkisebb tdvolsdg, amelyen beliil eqy pontnak a képe még
kisebb, mint egy 0,05 mm dtmérdji folt a filmen? Hogyan vdltozik ez az intervallum,
ha a lencse dtmérdjét lesziikityik 10 mm-re?

(5 pont) (1945-2021) feladata

Megoldas. Szamitsuk ki az ernyd és a lencse k tavolsdgat! A leképezési torvény

szerint
1_11
f ot kK
ahol f =50 mm, t = 5 m. Innen adodik:
t
k= —f = 50,505 mm.
t—f

Legyen a legmesszebb 1év6 pont, aminek még 0,05 mm-nél kisebb atmérdji folt
a képe to tavolsdgra a lencsétdl, a legkozelebb 1évé ilyen pont pedig t; tdavolsagra
a lencsétol. Ezeket a pontokat a lencse ko és ky tavolsagra képezi le. A lencse sugara
R =10 mm, a foltok sugara r = 0,025 mm. Vizsgdljuk azokat a fénysugarakat,
amiket a lencse még éppen begytijt, ezek okozzdk a legnagyobb foltot.

A kozelebbi pontbdl induld sugdrra a (nem méretardnyos) dbrdn ldthaté ha-
sonlé haromszogek miatt a kovetkezot irhatjuk fel:

ki—k k
R T —1, ahonnan k1 = i

k.
T R R—r

A leképzési torvény szerint

R
11 1 k —kf
?:ti_kki? tehat tl - L 1ff = g .
1 1 1 k=T
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LV

t2 3 k1

A tévolabbi pontra hasonlé haromszogekbél kovetkezden ezt irhatjuk fel:

k—Fky ko R

== i ko = k.
T R’ VaByIS " r+R

A leképzési torvényt alkalmazva kapjuk, hogy

R
1 1 k kf
— 4+ — azaz to 2/ — _fAr

1
- = — — = R .
f t2 k2 kQ f R_-H“k — f

Mindkét keresett tavolsagra kaptunk egy-egy altalanos képletet:

R R
kf kf
L= L’ illetve ty = _Br 7
R—r R+r

Az adatokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy a filmen a lencsétél 4008 mm ~
~ 4,0 m és 6645 mm =~ 6,6 m kozotti tavolsagban 1év6 pontok kisebb, mint 0,05 mm
atmérdju foltként jelennek meg, ekkora tehat a 2R = 20 mm atméroju lencsénél
a fényképezogép ,,mélységélessége”.

Ha a lencse atmérgjét lesziikitjitk 2R = 10 mm-re, akkor a fenti képleteket al-
kalmazva azt kapjuk, hogy a lencsétol 3345 mm ~ 3,3 m és 9903 mm ~ 10 m kozotti
tavolsagban 1évé pontok latszanak a filmen ,élesen”, ekkor lesznek a pontszerii tar-
gyak képei 0,05 mm atmérgji foltnal kisebbnek, vagyis az objektiv , blendézése”
a mélységélességet megnoveli.

Toronyi Andrds (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 11. évf.)

18 dolgozat érkezett. Helyes Gurzé Jozsef, Kertész Baldzs, Koleszar Benedek, Sas
Mér, Szabé Marton, Toronyi Andrds, Téglds Panna, T6éth Abel és Varga Vazsony
megolddsa. Kicsit hidnyos (4 pont) 5, hidnyos (1-2 pont) 3, hibas 1 dolgozat.

184 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/3



GF 2021.3.8 — 17:33 — 185. oldal — 57. lap KoMalL, 2021. mércius ?

— P

Kedves Olvaséink!

Szeretnénk felmérni a K6MalL és pont-
versenyeinek tartalmarol, ismertségérdl al-
kotott véleményeket. Kérjiik, hogy a hon-
lapunk féoldaldr6l (www.komal.hu) elérhe-
t6 kérdéivet toltsék ki, és biztassdk erre
kérdéiv didkok a matematika vagy a természettudomanyok

részére irant érdekl6d6 ismerdseiket is.

kérdéiv nem
didkok részére

Felhivas a Kunfalvi Rezs6 Olimpiai
Valogatdéversenyre

A Nemzetkozi Fizikai Didkolimpidn (IPhO) és az Eurépai Fizikai Didkolimpidn
(EuPhO) szereplé magyar csapat tagjait minden évben a Kunfalvi Rezs6 Olimpiai
Viélogatoverseny keretében vélasztjuk ki a budapesti és vidéki didkolimpiai szak-
korokre jaré didkok koziil. A jarvanyhelyzet miatt idén a didkolimpiai szakkorok
nem tudtak a szokdsos formdban miikodni, ezért a Kunfalvi-verseny elsé (elméleti)
forduldjat online szervezziik meg.

A verseny teljesen nyitott: részt vehet barki, aki jelenleg kozépiskolai tanu-
16. A feladatsor 2021. marcius 22-én (hétf6n), 15:00 Oratdl lesz elérhetd
a http://ipho.elte.hu honlapon. A versenyre elézetesen jelentkezni nem kell,
elég a feladatsoron talalhaté versenyszabdlyzatnak megfelel6en elkésziteni a dolgo-
zatot, és annak szkennelt valtozatat legkésObb marcius 22. 18:30-ig elkiildeni az
iphoteamhun@gmail.com cimre.

A feladatok tematikdja azonos az IPhO hivatalos tematikdjaval®, tehat nem
szoritkozik csupdn a magyar gimnaziumi fizika tananyagra. A versenyen zsebsza-
moldgépen kiviil semmilyen segédeszkoz sem hasznalhaté (tehat fiiggvénytablizat,
konyvek, fiizetek és internet se). Felkésziiléshez javasoljuk a kordbbi évek feladat-
sorait és a budapesti szakkoér YouTube-csatorndjén (IPhO Hungary) taldlhaté vi-

dedkat. A versenybizottsag

Fizikabdl kittzott feladatok

M. 403. A kereskedelemben kaphaté néhany szemcsés anyag esetében (pl.:
lencse, rizs, tarhonya stb.) méréssel hatdrozzuk meg, hogy tarolasi térfogatuk hany
szézaléka levego!

(6 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

*Léasd a https://www.ipho-new.org/statutes-syllabus weboldalt.
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G. 737. Hany egyenld részre kell vagni a 100 Q-os ellenallashuzalt, hogy
a részeket parhuzamosan kapcsolva az eredo ellenallasuk 1 €2 legyen?

(3 pont)

G. 738. A foldrengések kipattandsakor tobbféle hulldm indul el a rengés cent-
rumabdl. Az dgynevezett primer (p) hulldmok a leggyorsabbak, esetiinkben 5 km /s
a terjedési sebességiik. A szekunder (s) hulldmok lassabbak, 3 km/s sebességgel ter-
jednek. Két szeizmoldgiai megfigyel6allomas 75 km-re fekszik egyméstol. Az egyik-
ben 6 masodpercet, a masikban 8 masodpercet észleltek a p és az s hullamok
érkezése kozott. Legfeljebb milyen mélyen lehetett a foldrengés kézpontja?

(4 pont)

G. 739. A nem megfelelGen elhelyezett terhek felborithatjik a villastargoncat.
Ezért a targoncédkhoz mellékelnek egy dgynevezett villaterhelési diagramot (lasd
az dbrdt). Allapitsuk meg a diagram alapjan, hogy milyen vizszintes tavolsagra van
a villa sarokpontjatol a targonca els6é kerekének tengelye, illetve, hogy vizszintes
irdnyban milyen messze van a villa sarkdtdl az 1200 kg-os targonca sulypontja!

1500 G%} V’*?ff
_ ! o,
iy N9,
— | SN Y0e
% 1000 — ] ———
g Sn :
ES) “On] ! !
= TN !
g 500 Lo ,
= : :
< i 1
: :

1 234 5 6 7 8 91011
A teher stlypontjanak tdvolsaga
a villa belsd élét6l

(4 pont)

G. 740. Az dbrdn lithaté aszimmetrikus U alaki csé
2 cm? keresztmetszetii, benne higany taldlhaté. A bal oldali
ag tetején a csovet lezarjuk, igy ott 10 cm magas, 1 atm
nyomdsi levegboszlop zarul be. Hany cm? higanyt kell lassan
és 6vatosan a jobb oldali szarba tolteniink, hogy a bal oldali

g agban a levegboszlop magassaga felére csckkenjen?

[en)

= (3 pont)
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P. 5305. Mari egy forgé korhintaban iil, és éppen az Imrétél kapott mézes-
kaldcsban gyonyorkodik. A mézeskaldcs péalydjanak sugara R = 5 m, kérmozgédsa-
nak periédusideje Ty =5 s, és a palya sikja H = 3,2 m magasan van a talaj f6-
lott. Mari olyan évatlan, hogy egy adott pillanatban véletleniil elejti az ajandékat.
Milyen tavolsdgra van Mari mozdulatlanul tartott keze a mézeskaldcstdl, amikor
az foldet ér? A mézeskaldcs méretét és a légellendllast elhanyagolhatjuk.

(4 pont) Kozli: Szabs Endre, Vagfiizes (Szlovékia)
P. 5306. Egy egykerekii ,kerékpar” (monocikli) 4ll
instabil helyzetben. Arrébb akarunk menni vele. Ehhez ﬁ

fel kell gyorsulni bizonyos sebességre, majd dllando se- |
bességgel haladni, utdna lelassitani, és végiil egyensilyi ,%
helyzetben megallni. Hogyan kell ehhez tekerni a pedélo- !
kat, hogy ne essiink le? ’ /

(5 pont) (1945-2021) feladata

P. 5307. Egy szivattyt szivdssebessége 150 cm?/s. Mennyi idére van sziik-
ség ahhoz, hogy egy haromliteres lombikban 1év6 levegd nyomasat szivattyizassal
a normdl 10° Pa-rél ennek ezredrészére csokkentsiik izotermikusan?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 5308. Egy 24 cm atmérdji, gomb alakd
tejiiveg lampabturaban a villanykorte kicsiny izzo6-
széla a bura kozepétél 3 cm-re tolddott el. Az iz
z0szal kozepét a gomb kozéppontjaval 6sszekotod
egyenes mentén, azzal kis szoget bezarva terjedo
és a bura falardl tobbszorosen visszaverddo fény- ° @
sugarak igy az izzoszalnak olyan két valédi képét
is létre tudjak hozni, amelyek 2-2 cm-re vannak
a gomb kozéppontjatél. Hogyan keletkeznek ezek
a képek, és hogyan aranylik egymashoz e két kép
nagysaga?’
(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5309. Harom toltetlen fémgombot gy helyeziink el, hogy koézéppontjuk
egy a oldali szabalyos haromszog csticsaira essen. A gombok sugara rendre R, R,
illetve r = %R, és sokkal kisebbek a haromszog oldalanal. Elészor az elsé gémbre
Q@ toltést visziink fel. Ezutan tgy visziink at toltést a masik kettére, hogy egy
hosszu fémhuzal végeit hozzéérintjiik elobb az els6 és a harmadik, majd az els
és a masodik gombhoz. Mekkora és milyen irdnyd lesz az elektromos térerOsség
a szabalyos haromszog kozéppontjaban?

(4 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvéros

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/3 187



GF 2021.3.8 — 17:33 — 188. oldal — 60. lap KoMalL, 2021. mércius ?

— P

P. 5310. Szigetelt vezetohuzalbdl egy olyan

1
© © egyenl6 oldali haromszoget készitiink, amely a viz-
B szintes OO’ tengely koriil surléddsmentesen foroghat.
T A huzal merev, hosszegységre esé tomege A. Kezdet-
ben a haromszog sikja fiiggdleges, és olyan homogén

mégneses mezében van, amelyben a B ma&agneses in-

dukciévektor fiiggdlegesen felfelé mutat. Egy adott pil-
lanatban fesziiltségforrast kapcsolunk a rendszerre, igy abban I erfsségli dram
indul el. (Az induktivitastdl eltekinthetiink.)

a) Mekkora gyorsuldssal indul el a haromszog vizszintes oldala?

b) Mekkora szoget zér be a hdromszog sikja a fiigg6leges irdnnyal, ha elegendd
ideig varunk?

(5 pont) Kozli: Kotek Ldszlo, Pécs

P. 5311. Az elektromos térerdsség a tengerszinten kb. 100 V/m, és az iono-
szféra magassidga 10 km. A f5ldi magneses tér tengerszinten dtlagosan 107° T, és
a Fold kozéppontjatol mért tavolsag kobével forditottan aranyos. Becsiiljitk meg
nagysagrendileg a Fold koriili magnetosztatikus energia és az elektrosztatikus ener-
gia ardnyéat!

(5 pont) Kozli: Gndadig Péter, Vacduka

P. 5312. Két henger koziil az elsében 16v6 egyatomos géz térfogata 3 dm?®,
nyomésa 2-10° Pa, benne a részecskék szama 5-10%2, a mésodikban taldlhaté
kétatomos géz térfogata 4 dm®, nyomésa 0,2-10° Pa, részecskéinek szdma 2,5 - 1022

a) Melyik géz melegebb és hanyszor nagyobb a hémérséklete?

b) Mekkora a két gaz energidja?

¢) Mennyi energia jut egy részecskére és a gézrészecskék egy szabadsigi fokara?

(3 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5313. Egy protonnyalabot &allé céltargyra ejtiink. Ha a nyalabban 1év6
protonok mozgdasi energidja nagyobb egy kritikus FEi.i; értéknél, akkor a beesd
protonok a céltargyban 1év6, nyugvonak tekintheté protonokkal iitkozve pozitiv
pionokat (71) kelthetnek az aldbbi médon:

pt+pT=p" +n’+7t.

Hatédrozzuk meg Fi,i értékét MeV egységekben!

Felhasznalhaté adatok: a proton nyugalmi energidja 938,27 MeV, a neutron
nyugalmi energidja 939,57 MeV, a pion nyugalmi energidja 139,57 MeV.

(5 pont) Kozli: Vigh Mdaté, Biatorbagy
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P. 5314. Egy fiiggoleges, jol hoszigetelt, feliil nyitott, po=0gho
Ap keresztmetszeti hengert két részre oszt egy szintén hé- || 7
szigetel6 anyagbdl késziilt, elhanyagolhaté vastagsigu és t6- e ho
megl dugattyd. A dugattyu alatti 2hy magassagu térrész- 1Ay
ben levegd, mig felette 2hy magassiagban o stiriségl folya- ho
dék taldlhaté. A dugattyu felett hg magassdgban a folyamat po

kezdetén megnyitunk egy aprd, A; keresztmetszetii nyilast,

melyen a folyadék elkezd kifolyni a hengerbdl. A szamita-

sok soran a légkori nyomas értékét vegyiik po = pghg-nak. 2ho
a) Hogyan valtoztassuk az elzdrt levegét melegité fii-

t6szal teljesitményét az id6 fiiggvényében, hogy a folyadék ~  —— -

‘ P . . . s Ao

allandé sebességgel folyjon ki a nyilason?

b) Mennyi ideig tudjuk biztositani a folyadék allandé sebességli kidramlasat,
és ezen id6pont utan ez mar miért nem oldhaté meg a flitoszallal?

(6 pont) Kozli: Olosz Baldzs, Budapest

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. aprilis 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 71. No. 3. March 2021)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 161): K. 689. In the
6th, 7th, 8th and 9th games of the season, a basketball player scored 23, 14, 11 and 20
points, respectively. His points average was higher after the 9th game than after the 5th
game. With the 10th game, his average rose above 18. What is the lowest possible number
of points that he may have scored in the 10th game? K. 690. Having a positive integer
in mind, Peti formulated twenty-three statements about it. Two consecutive statements
are false, but the rest of them are true: 1. It is divisible by 2. 2. It is divisible by 3.
3. It is divisible by 4. ... 23. It is divisible by 24. Peti was thinking about the smallest
such number. What is his number? K. 691. ABCDFEFGH is a regular octagon and its
sides are 2 units long. Squares BCIM and FGKL are drawn on sides BC' and GF', on
the inside. What is the area of the rectangle bounded by lines AH, KL, ED and IM?
K. 692. A 6 x 6 square is dissected into lattice rectangles. What is the largest possible
number of noncongruent rectangles obtained? Give an example. K. 693. Quadrilateral
ABCD has an inscribed circle centred at O. Show that the sum of ZDOC and ZBOA is
180°.

New exercises for practice — competition C (see page 161): Exercises up
to grade 10: C. 1658. A circular disc is divided into six congruent sectors. A circle is
inscribed in each sector. The circle touches the arc of the sector as well as the two radii.
What fraction of the area of the large circle is covered by the six smaller circles? C. 1659.
Ray a starts from point A of a line segment AB, and encloses an angle 0° < o < 90°
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with it. Ray b starts from point B, and encloses an angle 0° < 8 < 90° with the line
segment AB. The two rays lie in two different half planes of a plane containing line AB.
The circle of diameter AB intersects a again at Ai, and b at B;. The circle of diameter
A Bj intersects the line containing a again at A2, and the line containing b at B2. What
is the relationship between « and 3 if A; By and A2 Bs are perpendicular? Exercises for
everyone: C. 1660. The positive integers 1 to 61% are written in the fields of a 61 x 61
chessboard, starting from the top left corner and proceeding along each row in succession.
Then some changes are made as follows. In the first move, the sign of each number is
changed to negative. In the second move, the signs of all even numbers are changed. In
the third move, the sign of every multiple of 3 is changed, and so on, while the moves are
meaningful. When all this is completed, how many 1 x 2 rectangles will there be on the
chessboard in which the sum of the numbers is negative? C. 1661. In a lottery game, the
player bets 5 numbers out of the positive integers 1 to 90. Otto Lotter insists on increase,
and he always keeps the following rules when making his bets: he marks 5 numbers such
that every digit may only occur once, and if the five numbers are listed in increasing
order, the digits must be ascending, too. For example, 1, 2, 3, 46, 78. How many suitable
selections of five numbers are there? (Proposed by Berkd Erzsébet, Szolnok) C. 1662. For
what values of the real parameter a > 0 will the equation x> + a = /= — a have exactly
one solution in the set of real numbers? What is the solution of the equation in that case?
Exercises upwards of grade 11: C. 1663. The circles k1 and ks touch each other
externally at point E. Lines f and g pass through point E. One of the common external
tangents touches the circle k1 and k2 at points C' and D, respectively. Line h is obtained
by dropping perpendiculars from point C onto lines f and g, and connecting the feet of the
perpendiculars. Line m is obtained in the same way, with perpendiculars from point D.
Prove that h and m are perpendicular to each other. C. 1664. Each of the diagonals AD,
BE and CF of a convex hexagon ABCDEF halves the area of the hexagon. Prove that
these diagonals are concurrent.

New exercises — competition B (see page 163): B. 5158. Let A, B, C' and D be
points in the plane such that AB < CB and CD < AD. Prove that the line segments AB

and C'D do not intersect each other. (& points) B. 5159. Solve the equation [%] +
[%] = 82 over the set of integers, where [c] denotes the greatest integer not greater

than c. (4 points) (Proposed by Zs. M. Tatdr, Esztergom) B. 5160. What may be the value
of x+y+zifvVr—1+2/y—4+3V2—-9= %W? (8 points) (Proposed by M. Szalas,
Szeged) B. 5161. 800 L-tetrominoes are laid on a 100 x 100 chesssboard. Prove that it
is possible to place another L-tetromino on the board. The tetrominoes do not overlap,
and each of them covers exactly 4 fields of the chessboard. An L-tetromino is defined
as the shape shown in the figure, including any rotated or reflected images. (6 points)
B. 5162. The sides of triangle ABC are 9, 10 and 17 units long. What is the area of
the triangle formed by the exterior angle bisectors of triangle ABC? (5 points) (Proposed
by Zs. M. Tatdr, Esztergom) B. 5163. Triangle ABC' is right-angled at C. The right
angle is divided 2 :1 by a line such that the smaller part is closer to the shorter leg.
This line intersects hypotenuse AB at T, and the circumscribed circle at D. What are
the measures of the acute angles of the triangle if the feet of the perpendiculars dropped
from D onto the lines of the legs are collinear with 77 (4 points) B. 5164. Two players
continue playing rock-paper-scissors games until one of them wins the third time. Assume

that each player in each game selects rock, paper or scissors at random (independently of

each other and of previous games), with probabilities of 1 : L : l. Determine the expected

value of the number of games needed. (5 points) B. 5165. Given a positive integer k, is
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there a function f: N — N, such that f(z)+ f(f(z)) =z +k for all z € N? (6 points)
(Proposed by M. Lovas, Budapest)

New problems — competition A (see page 164): A. 795. The following game is
played with a group of n people: n + 1 hats are numbered from 1 to n + 1. The people are
blindfolded, and each of them is getting one of the n + 1 hats on his head (the remaining
hat is hidden). Now a line is formed from the n people, and their eyes are uncovered:
each of them can see the numbers on the hats of the people standing in front of him. Now
starting from the last person (who can see all the other players) the players take turns to
guess the number of the hat on their head, but no two players can guess the same number
(each player hears all the guesses from the other players). What is the highest number of
guaranteed correct guesses, if the n people can discuss a common strategy after learning
about the game? (Submitted by Viktor Kiss, Budapest) A. 796. Let ABCD be a cyclic
quadrilateral. Let lines AB and CD intersect in P, and lines BC' and DA intersect in Q.
The feet of the perpendiculars from P to BC' and DA are K and L, and the feet of the
perpendiculars from @ to AB and C'D are M and N. The midpoint of diagonal AC is F.
Prove that the circumcircles of triangles 'K N and F LM, and the line PQ are concurrent.
(Based on a problem by Addém Péter Balogh, Szeged)

Problems in Physics
(see page 185)

M. 403. For some commercially available granular matter (e.g. lentils, rice, egg
barley, etc.) determine by measurement what percentage of their storage volume is air.

G. 737. To how many equal parts should a piece of wire of resistance 100 €2 be cut,
in order to gain an equivalent resistance of 1 {2 when the pieces are connected in parallel?
G. 738. When an earthquake occurs several waves are generated from the centre of the
quake. The so called primary waves (P-waves) are the fastest, in our case their propagation
speed is 5 km/s. The secondary waves (S-waves) are slower, they travel at a speed of
3 km/h. Two seismic observatories are at a distance of 75 km from each other. In one of
them 6 seconds were measured between the detection of the P and S waves, whilst in the
other 8 seconds elapsed. At what maximum depth could the centre of the earthquake be?
G. 739. Improperly positioned loads can tip over the fork-lift trunk. Therefore a so-called
load capacity chart is attached to the truck (see the figure). Using the chart determine the
horizontal distance from the heel of the fork to the axle of the front wheel of the truck,
and the horizontal distance between the heel of the fork and the centre of mass of the
truck of mass 1200 kg. G. 740. The asymmetrical U-shaped tube shown in the figure has
a cross-sectional area of 2 cm?, and it is filled with mercury. The top of the tube at the
left is sealed, thus in this arm, there will be an air column of height 10 cm, at a pressure of
1 atm. How many cm® of mercury should be filled slowly and carefully into the right arm,
in order to decrease the level of mercury in the right arm to half of the original height?

P. 5305. Mary is sitting in a rotating merry-go-round, admiring the gingerbread she
has just received from Ian. The radius of the circular path of the gingerbread is R = 5 m,
its period is Top = 5 s and the plane of its path is at a height of H = 3.2 m. Mary is so
careless that she accidentally drops her gift. How far is Mary’s hand, which she does not
move, from the gingerbread at the moment when the gingerbread touches the ground?
Neglect the size of the gingerbread and air resistance. P. 5306. A bicycle-like vehicle with
only one wheel, called unicycle, is at rest in an unstable position. We would like to move
further with it. To do this we have to speed up first, then we need to move uniformly and
then we have to slow down and leave the unicycle in the original unstable position. How
do we need to pedal in order not to fall from the unicycle? P. 5307. The pumping rate of
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a pump is 150 cm?®/s. How long does it take to decrease the pressure of the air in a 3-litre
container from the normal atmospheric pressure of 10° Pa to one-thousands of this value
by pumping out the air isothermally? P. 5308. In a 24 cm diameter spherical milk glass
lampshade, the small filament of the light bulb is 3 cm from the centre of the sphere. Two
real images of the filament, each at a distance of 2 cm from the filament can be formed
by the light rays which are reflected several times from the surface of the glass, and which
originally travelled along the line which nearly coincides with the line joining the centre
of the sphere and the filament, enclosing a small angle with it. How are these images
formed and what is the ratio of the size of these images? P. 5309. Three uncharged metal
spheres are placed to the vertices of an equilateral triangle of sides a. The radius of the

first, the second and the third sphere are R, R, and r = lR7 respectively. Each radius
is much smaller than the side of the triangle. First the first sphere is charged to @, and
then the other two spheres are also charged, by connecting the two ends of a long wire to
the first and the third spheres and then connecting to the first and the second spheres.
What will the direction of the electric field be at the centre of the equilateral triangle?
P. 5310. An equilateral triangle is formed from a piece of insulated wire such that it can
be rotated frictionlessly along the horizontal axis of OO’. The wire is rigid and its mass
per unit length is A. Initially the plane of the triangle is vertical, and it is in uniform
vertical upward magnetic field of induction B. At a certain moment a voltage supply
is connected to the system thus a current of I starts to flow in the wire. (Neglect the
inductance of the wire.) a) At what acceleration does the horizontal side of the triangle
begin to move? b) After a long enough time what will the angle between the plane of
the triangle and the vertical be? P. 5311. The electric field at sea level is approximately
100 V/m, and the height of ionosphere is 10 km. The average magnetic induction of
the Barth at sea level is 107° T, and its value is approximately indirectly proportional
to the cube of the distance measured from the centre of the Earth. Estimate the order
of the ratio of the magnetostatic and electrostatic energy around the Earth. P. 5312.
We have two cylinder-shaped containers, the first contains a sample of monatomic gas of
volume 3 dm?, at a pressure of 2-10° Pa, and the number of particles in it is 5 - 10?2,
The second has a volume of 4 dm® and contains a sample of diatomic gas of 2.5 - 10%2
particles at a pressure of 0.2 - 10° Pa. a) Which gas is warmer, and by what factor is the
temperature of the warmer gas greater than that of the colder? b) What is the energy
of each sample of gas? ¢) How much energy can be related to a gas particle and to one
degree of freedom of a particle? P. 5313. A beam of protons is aimed at a target, which is
at rest. If the kinetic energy of the protons in the beam is greater than a critical value of
FEerit, then the incident protons may generate positive pions (71) by colliding the protons
of the target, which can be considered being at rest, accordingly the following equation:
pJr + pJr = pJr +n° + 71, Determine the value of Egit in MeV. Available data: the rest
energy of a proton is 938.27 MeV, the rest energy of a neutron is 939.57 MeV and the rest
energy of a pion is 139.57 MeV. P. 5314. A vertical thermally insulated cylinder of cross
sectional area Ag is open at its top and is divided into two parts by a thermally insulated
piston of negligible width and mass. The part below the piston has a height of 2h¢ and
contains air. Above the piston there is some liquid of density ¢ and of height 2ho. Above
the piston at a height of ho a small hole of cross section A; is opened at the beginning
of the process, through which the liquid begins to flow out. The ambient atmospheric
pressure is po = pgho. a) How should we change the power of the electric heating element
which can heat the air below the piston in order that the fluid flow out at a constant rate?
b) For how long can we use the heating element to maintain the constant flow rate of the
fluid, and after this time has elapsed why can’t this be done with operating the heating
element?

71. évfolyam 3. szam KoMaL Budapest, 2021. maércius
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