GF 2021.2.15 — 13:54 — 86. oldal — 22. lap

Az egyenlség akkor, és csak akkor all fenn, ha sin®a =1 —sin?a, ahol

0° < a < 120°, hiszen egy szabdlyos sokszog kiilso szogének nagysaga. Ekvivalens
atalakitasok utan:
V2

sina = :i:7,

amelynek egyetlen megoldasa az adott intervallumban: o = 45°.

45° nagyséagu kiils6 szogei a szabdlyos nyolcszognek vannak, tehat a sokszog
cstcsainak szama 8.

Kozma Katalin Abigél
Gy6r

Matematika feladatok megoldasa

B. 5005. Az ABC hegyesszigli hdromszdg magassagvonalainak talppontja
a BC, CA, AB oldalakon rendre D, E, F, az ABC hdromszig magassagpont-
ja M. Jelolje az AB, mint dtmérd folé rajzolt kort k1, a DEM hdromszég korilirt
korét ko. Vegyiik fol a ko kornek a D pontot nem tartalmazo EM ivén az E, M
pontoktol kilonbézé P pontot. Messe a DP egyenes a ki kort mdsodszor a @ pont-
ban, és legyen a PQ szakasz felez6pontja R. Mutassuk meg, hogy az AQ, M P, F'R
egyenesek eqy pontban metszik eqymdst.

(6 pont) Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

I. megoldas. Hasznéljuk az A, B,
C csucsoknal 1év6 szogek hagyomanyos
jelolését.

Legyen AQ és MP metszéspont-
ja X. Azt akarjuk belatni, hogy X rajta
van az F'R egyenesen. Az els6 észrevé-
tel, hogy AB Thalesz-korén (kq-en) raj-
tavan D és E (mivel ADB és AEB sz6g
derékszog). A mdsodik, hogy ka-n raj-
ta van C, ugyanis CM Thalész-korén is
rajta van D és E (a CDM és CEM szg
derékszog).

El6szor azt latjuk be, hogy a QX P
sz0g derékszog.

QPX<=MPD<x=MCD<« =FCB< =90° — 3, az els6 egyenléség a cstcs-
szogek miatt, a masodik a keriileti szogek tétele miatt van. AQD< = 180° — 3,
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mert AQDB hurnégyszog, tehat PQX < = 3 (kiegészitd szogek). Vagyis azt kap-
tuk, hogy PQX haromszog hasonld ABD-hez, mivel két-két szogiik egyenld, tehét
a QX P< derékszog.

A QXP haromszog derékszogll, a koréirt korének kozéppontja R (az atfogd
felez6pontja), vagyis X R = PR, tehét

RXP<g=RPXqg=QPX<1=90°-p0

(a QPX szbg nagysdgdt mar kordbban kiszdmoltuk).
AM Thalész-korén rajta van F, mert az M F A szog 90°-os, de rajta van X is,
mivel az AX M sz6g is derékszog. Tehat AF M X hurnégyszog. Emiatt

FXP<a«=FXM<=FAM< = BAD< =90° — §.

Azt kaptuk, hogy FXP< = RXP<. Az F és R pontok a PX egyenesnek
ugyanazon az oldalan vannak, mivel mindketté a QX P iranyitott szog altal meg-
hatarozott tartomanyba esik: az R azért, mert QP felez6pontja, F' pedig az AB
szakasz egy pontja, és A és B is a tartomanyban van. B pedig azért van ott, mert
P az EM 1iv egy bels6 pontja, és a B akkor keriil éppen a tartomany hatarara, ha
P = FE (akkor a PM egyenesen éppen rajta van a B pont). Tehdt R és F az X P
egyenes ugyanazon oldaldn vannak, és FX P< = RXP<, azaz F', R és X egy egye-
nesen van. Tehdt az AQ, FR, MP egyeneseknek van egy kozos pontja, az X, és
ezt kellett bizonyitani.

Dobdk Ddniel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

II. megoldas. Segéddllitas: Ha
egy O és egy Oy kozéppontu kor az A B
és B pontokban metszi egymaést, és
adott egy-egy C és D pontjuk gy,
hogy az ACD haromszog megkaphatd
az AO,0s haromszog A kozéppontu
forgatva nyujtasaval, akkor a C'D egye-

nes atmegy a B ponton. 7
Valéban, a  forgatva  nyuj- \

tds  szogtartd transzformacié, igy
CDA< = 0:0,A4. Tudjuk, hOgy
0109A< = BO2A</2 a szimmetria miatt és BOs A< = 2 - BD A< a keriileti és ko-
zépponti szogek tétele alapjan, tehdt C DA< = BDA<, igy B, C és D kollinearisak.

A feladat megolddsara térve legyen f az az E kozéppontu forgatva nyijtas,
ami a D pontot P-be viszi. Legyen X = f(A), AB felezépontja H, D pont H-ra
vett tiikorképe pedig I. A forgatva nyujtas hasonléségi transzformécio, igy mivel
a P pont mértani helye egy kor, azért f(A), f(H) és f(I) mértani helye is egy-egy
kor lesz. A Thalész-tétel megforditasabdl tudjuk, hogy ki kozéppontja H. Legyen
ks az ABC haromszog Feuerbach-kore (a H, E, D pontokon atmené kor) és ky
az AEM F harnégyszog koréirt kore.
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Ekkor a k‘l, k‘z, k‘3 és k’4 kor is at-
megy az E ponton. Tudjuk, hogy a ks
kort ugyanaz az E kozéppontu forgatva
nyujtas viszi ks-ba, amelyik D-t H-ba,
a ky korbe ugyanaz, mint amelyik D-t
I-be, k4-be pedig ugyanaz, mint amelyik
D-t A-ba. Tudjuk tehat, hogy mivel a P
pont a ko koron van, az eddigieket fel-
hasznalva f(H) a ks-on, f(I) a kq koron,
végiil f(A) a ky koron taldlhaté.

A segédallitdst felhasznalva tud-
juk, hogy az f(A)f(I) egyenes atmegy
az A ponton, mivel a ki-en az I, a ky-
en az A pontot valasztva az elforgatott
egyenes atmegy a ky és kg korck FE-t6l
kiilonb6zé metszéspontjdn, az A ponton. Hasonlé médon kapjuk, hogy az f(H) f(A)
egyenes atmegy az F ponton (a ks és ky korok E-t6l kiilonboz6 metszéspontja F'),
valamint az f(D)f(A) egyenes dtmegy M-en (mivel a ko és ky korok E-t6l kiilon-
béz6 metszéspontja M). Ezen kiviil ismert, hogy az I D szakasz felez6pontja H, igy
az f forgatva nyujtdsrdl tudjuk, hogy az f(I)f(D) szakasz felez6pontja f(H).

Az eddigiekbdl egyértelmiien kovetkezik, hogy f(I) = @, hiszen PD a @ pont-
ban metszi ki-et, f(I) pedig rajta van a ki koron, és f(I)P atmegy D-n; hasonléan
levezethetd, hogy f(H) = R.

Azt is bizonyitottuk, hogy f(A)P atmegy az M ponton, f(A)f(I) dtmegy A-n,
f(A)f(H) pedig az F ponton, vagyis az AQ, FR, PM egyenesek mind dtmennek
f(A)-n. Ezzel az &llitdst igazoltuk: mindhdrom egyenes atmegy azon a ponton,
amelyiket A-bdl kapjuk ugyanazzal az E kozéppontu forgatva nyijtdssal, amelyik
D-t P-be viszi.

Hervay Bence (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

ITI. megoldés. Hasznaljuk az els6 megoldas dbrajanak jeloléseit. Legyen ismét
az M P és AQ egyenesek metszéspontja X, tovabba legyen a C'P és B(Q) egyenesek
metszéspontja 7.

Az elsé megoldésnal leirtak szerint az XQT, X PT, QX P szogek mind derék-
szogek. A QT PX négyszog harom szoge derékszog, igy a negyedik is az, a négyszog
téglalap.

A téglalap 4tléi felezik egymast, az X, R és T pontok egy egyenesen fekszenek.

Most pedig alkalmazzuk a Desargues-tételt[1]* a QTP és AF M héromsziogek-
re. A két haromszog egyenesre nézve perspektiv, mivel a megfelel6 oldalak metsze-
éspontjai mind a BC' oldalegyenesen helyezkednek el:

QPNAM ={D}, QTNAF={B}, TPNFM ={C}.

*Ld. pl. Kés Géza: Térbe kilép6 bizonyitasok 1., KéMalL 69. évf. 7. szdm 395-396. oldal.
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A tétel szerint ekkor a két hdromszog pontra nézve is perspektiv: az M P, AQ és TF
egyenesek egy pontban metszik egymast. Az M P és AQ metszéspontja az X pont,
igy ez a kozos metszéspont csak az X pont lehet.

Tehat az F', T és X pontok egy egyenesen helyezkednek el. Korabban belattuk,
hogy XT felez6pontja R, vagyis az F', T, R és X pontok egy egyenesen vannak,
az allitast igazoltuk.

Gyorffy Agoston (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évt.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. Az elsé és méasodik megolddsbdl is kovetkezik, hogy R az ABC hdromszog
Feuerbach-korének pontja.

Osszesen 28 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 26 versenyzé, 3 pontos 1, 0 pontos
szintén 1 tanulé dolgozata.

B. 5024. Legyen p eqgy pdratlan primszdm. A (pBQ), (pIQ) e (g:;) szdmok

mindegyikét maradékosan elosztjuk p-vel. Hanyféle kilonbozé maradékot kapunk?

(4 pont) Javasolta: Gyenes Zoltdn és Hujter Bdlint (Budapest)

I. megoldas. A (pEQ), (pIQ),..., (g:g) szamsornak p — 1 darab eleme van
p—2

(ami a feladat szerint paros szdm). Mivel (pi 2) = (p—2—i
osztva is ugyanazt a maradékot adjdk, specidlisan p-vel osztva is. Parba lehet
rendezni a szamsort ugy, hogy egy parban a maradékok ugyanazok (i parjap—2—1,
és ezek nem lesznek ugyanazok a binomidlis egyiitthaték, mert ha i =p —2 — 4,
akkor 2i = p — 2 lenne, de a bal oldal pdros, mig a jobb oldal paratlan). Latjuk,

) , Igy barmilyen szammal

tehdt, hogy legfeljebb p%l—féle maradékot kaphatunk csak. Azt allitjuk, hogy ennyit
kapunk is, azaz a fenti parokon kiviil nem lesz két olyan egyiitthato, amely ugyanazt
a maradékot adja p-vel osztva.

A maradékok a fentiek szerint szimmetrikusak lesznek (azaz az elsd p%l
maradék ugyanaz, mint a mésodik p%l), igy elég ezt az Aallitast belatni: Ha

0<i<j< p%Q, akkor (172) — (p;2) nem oszthatd p-vel.

(pi2> - (pj2> :i!.((ﬁ:s)ii)! _j!-((zf:;)—!j)!'

Szorozzuk meg a kiilonbséget j!- (p — 2 — 7)!-sal. Mivel ebben a szorzatban minden
tényez6 kisebb, mint p, és a p prim, igy ez nem valtoztat azon, hogy a kiilonbség
oszthatd-e p-vel vagy sem; kapjuk:

p=2)-[(i+1)-...-j—p—2—j+1)-...-(p—2—1i)].

Azt tudjuk, hogy z = (—1) - (p— 2) (mod p). Azaz a kiilonbség p-vel vett maradéka
nem valtozik, ha (p —2 — j + 1) helyett (—=1)(2+ j — 1) = —(j + 1)-et frunk stb.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/2 89



éf 2021.2.15 — 13:54 — 90. oldal — 26. lap KoMalL, 2021. februar ?

— P

Ezt elvégezve és atrendezve kapjuk a fenti kiilonbségre azt, hogy annak mara-
déka p-vel osztva ugyanannyi, mint

(=2 [+ 1) = (C1Y T 42) - (4 1)

maradéka. Ezt viszont kiemeléssel atirhatjuk erre a formara:

(=2 +2) g [ 1) = (<17 G+ 1),
Itt a szogletes zardjel el6tti tényezék mind kisebbek, mint p — megjegyezve, hogy
j=1i+leseténaz (i+2)-...-Jrészszorzat iires, ezért értéke 1 — igy ez a rész biz-
tosan nem oszthaté p-vel; az oszthatdsdgot az donti el, hogy a szogletes zardjelben
1év6 rész oszthaté-e p-vel vagy sem.

A szogletes zardjelben 1évé rész viszont csak akkor lehetne oszthaté p-vel, ha
(t+1)=(j+1) (ami nyilvdn nem fordulhat eld, hiszen i < j), vagy ha (j + 1) +
+ (i4+1) =p és j — i paratlan (de ez sem fordulhat el§, mert akkor ¢ +j =p—2
lenne, viszont ez nem teljesiilhet az i < 7 < 1%2 feltétel miatt).

Azaz a kapott szam biztosan nem oszthatd p-vel, igy az eredeti kiilonbség sem
oszthaté. Ez azt jelenti, hogy igazoltuk az allitasunkat, mely szerint ha 0 < i < j <
< }%2, akkor (172) — (772) nem oszthaté p-vel.

A feladat kérdésére a vialasz: p%l.

Sebestyén Pdl Botond (Budapest, Badr-Madas Reformatus Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

p—2)

II. megoldas. Indukciéval azt fogjuk belatni, hogy k < p — 2 esetén ( i

maradéka p-vel osztva (—1)"(k + 1).

Elscként vizsgaljuk meg a k = 0 és k = 1 eseteket:

(pBZ) =1, tehdt (—1)O -1 = 1 maradékot ad p-vel osztva, (pIQ) = p—2, tehat
(=1)" - (1 + 1) = —2 maradékot ad.

Az indukciés 1épésben tegyiik fel, hogy (p ;2) maradéka p-vel osztva
(—1)k(kz + 1). Ekkor egyrészt a binomiélis egyiitthaté kifejtése alapjan

(-6 2
E+1 k k+1 7
masrészt tudjuk, hogy (p;Q) — (—1)k(k—|— 1) oszthaté p-vel. Szorozzuk meg ezt

a kiilonbséget egy p-nél kisebb szédmmal, (p — k — 2)-vel és osszuk el egy szintén
p-nél kisebb szdmmal, (k + 1)-gyel. A kapott szdm biztosan egész lesz, mert

(ERRESE S

_ (Z:) () p-k-2) = <Z;i) ~ (=1 (k+2)  (mod p),
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és mivel p-nél kisebb szammal osztottunk és szoroztunk a kapott egész szam
tovabbra is oszthatd lesz p-vel, azaz (Z;?)—nek a p-vel valé osztasi maradéka
(=) (k +2).

A beldtott dsszefiiggést (a binomiélis egyiitthatok szimmetridja miatt) elegen-

dé6a0<k< pT—2 esetekre alkalmazni. Ekkor viszont a kapott maradékok mind

kiilonbozoek, hiszen 0 < k <t < 1%2 esetén

1< (=) k+1) - (1) ¢t +1)] < 2-7%2 +2=p.

Kovdcs Tamds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évft.)
dolgozata alapjan

Osszesen 51 dolgozat érkezett. 4 pontos 38, 3 pontos 8 dolgozat. 2 pontot és 1 pontot
2—-2 tanulé, 0 pontot 1 tanul6 kapott.

B. 5089. Egy tetraéder két kitéro éle egymdasra merdleges, hosszuk 12 és 13,
egyeneseik tdvolsaga 14 egység. Hatdrozzuk meg a tetraéder térfogatat.

(3 pont)

Megoldas. Minden tetraéder koré pontosan egy paralelepipedon irhaté oly
modon, hogy a tetraéder mindegyik éléhez odatoljuk a vele szemkoztes élt, és
az ilyen — most mar kozos ponton atmend — élparok altal meghatarozott sikok
lesznek a paralelepipedon lapjainak sikjai. Ennek a paralelepipedonnak a kitérd
lapatloi a tetraéder élei. Ezt a paralelepipedont a tetraéder bennfoglalé paralelepi-
pedonjanak nevezziik. Kénnyen igazolhatd, ismert tény, hogy a tetraéder térfogata
egyharmada a bennfoglalé paralelepipedon térfogatanak.

A 12 cm-es és 13 cm-es élek a tetra- D
éder kitéro élei, igy a bennfoglalé parale-
lepipedon egyik paralelogramma lapjanak
atl6i az egymadsra meréleges C' D’ és C'D
élek. A paralelepipedon e lapjanak teriile-
te az atlék alapjan % = 78 teriiletegy-
ség. A paralelepipedon ehhez a laphoz tar-
toz6 magassaga éppen a két kitérd él ta-
volsdga, tehdt a megadott 14 egység. A pa-
ralelepipedon térfogata igy V' = 78 - 14 tér-
fogategység. Az eddigiek alapjan a tetra- N
éder térfogata ennek harmadrésze, vagyis T

% = 364 térfogategység.

Wiener Anna (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 8. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 67 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 14, 2 pontot 32 tanulé. 1 pontos 17,
0 pontos 4 versenyz6 dolgozata.
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B. 5116. Legyen a,b,c > 0 és x,y,z > 0. Igazoljuk, hogy ha x4+ aby < a(y+2),
y+bez <b(z+4x), és z+cax < c(x+vy), akkora =y=z=0vagya=b=c=1.

(6 pont) Javasolta: George Stoica (Saint John, Kanada)

Megoldas. Az a, b és ¢ pozitiv szamok, igy az egyenldtlenségekben oszthatunk
veliik:

X
g+by<y+z,

%+02<z+$,

f—i—amg:v—&—y.
c

Ezeket 6sszeadvas:

§+by+%+cz+i+am§2x+2y+22,
a ¢

1 1 1
x(a—i—a) +y<b+b>+z(c+c> <2@+y+2).

Vizsgaljuk a bal oldal egy-egy tagjat; példaul

(1) x(i—i—a)}%,

hiszen a pozitiv a-val szorozva, majd rendezve:

z + za® > 2za,
z(a® —2a+1) >0,

z(a—1)*>0.

Ez a feladat feltételei alapjdn teljesiil (z > 0). Egyenldség akkor és csak akkor
all fonn, ha x =0 vagy a = 1. Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért
az (1) egyenlStlenség is fenndll, és x = 0, illetve a = 1 esetén teljesiil (1)-ben is
az egyenlOség.

Logikai szimmetria miatt a bal oldal minden tagjat hasonléan becsiilve:

1 1 1
a?(a+a)+y(b+b)+z<c+c> >2x+y+2).

Mivel korabban az ezzel ellenkez6 iranyu egyenl6tlenséget igazoltuk, egyenléség all
fenn, aminek sziikséges és elégséges feltétele: x = 0 vagy a = 1; és y = 0 vagy b = 1;
és z = 0 vagy c = 1 teljesiilése. Vegytiik sorra ennek lehetséges eseteit — figyelembe
véve, hogy az x, y, z ismeretlenek és a, b, ¢ ismeretlenek szimmetrikus szerepet
toltenek be.
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1. eset: © =y = z = 0; teljestil a feladat allitasa.

2. eset: x =y =0 és ¢ = 1 (felhaszndlva a szimmetridt, ugyanez lesz x = z =0
és b = 1; valamint az y = z = 0 és a = 1 esetén is). Ekkor a feladat feltételei alapjan:
z 4 cax < c(x +y), azaz z < 0, {gy z is 0; teljesiil az allitds.

3. eset: t =0 és b=c=1 (ugyanez a gondolatmenet érvényes a szimmetria
miatt az y =0 és a=c=1; valamint a 2 =0 és a =b =1 esetben is). Ekkor
y+bcz <b(z+ x) miatt: y+ 2 < 2z, azaz y < 0, amibél y =0. Az 2 =y =0 és
c = 1 esetrdl pedig a 2. esetnél mar lattuk, hogy teljesiti az allitast.

4. eset: a = b= c =1, teljesiti a feladat allitasat.

Ezzel az Gsszes lehetéséget végignéztik, tehat a feladat allitasat belattuk.

Seres-Szabé Mdrton (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

57 dolgozat érkezett. 6 pontos 36, 4 pontos 4, 3 pontos 2, 2 pontos 1, 1 pontos 6,
0 pontos 5 dolgozat. Nem versenyszerti: 3 dolgozat.

14z +5 172 -5
B. 5118. Lehet-¢e x, m9+ €s giZ eqyszerre egész szdm?

(3 pont)

I. megoldas. A feladat alapfeltétele: x € Z. Mivel 3|9 és 3|12, ezért
3| 14x +5 és 3| 17x — 5-nek is teljesiilnie kell. Ha 3| a és 3 |b, akkor 3| a+b
is igaz. Tehat ekkor 3 | 14z + 5 + 172 — 5. Osszevonva: 3 | 31x.

Mivel (3;31) = 1, ezért 3 | . Ekkor viszont 3 | 14z, igy 142 +5 3-as maradéka
2 lesz. Hasonléan 3 | 17z, {gy 172 —5 3-as maradéka —2, azaz 1 lesz. Ekkor se
14z + 5, se 17z — 5 nem lesz oszthaté 3-mal, tehat Mz45 g 1725

=5 15 hem lehetnek
egész szamok.

fgy ellentmondaésra jutottunk, tehat a harom szam nem lehet egyszerre egész.

II. megoldas. Tételezziik fel, hogy mind a harom szam egész. Ekkor a két
tortet a kovetkezé médon lehet alakitani:

4 +5 9z +5z+5 _$+5(x+1)
9 9 - 9

17x —5 122+ 5z —5 +5(m—1)

12 12 v 12

Mivel feltettiik, hogy mind a harom szam egész, igy @ és Sez=1) is egész, tehat
9]5(x+1)és12|5(x—1). (5;9)=1¢és (5;12) =1 miatt 9| o +1és 12 |2 — 1.

Mivel 9 és 12 a 3 tobbszorosei, ezért 3 | x 4+ 1-nek és 3 | x — 1-nek is igaznak kell
lennie. Az elsé esetben az x szam 3-as maradéka 2, mig a masodik esetben az x szam
3-as maradéka 1. Ezzel viszont ellentmondéasra jutottunk. Tehat a hdrom szdm nem
lehet egyszerre egész.

Zombik Barnabds (Budapest V. Ker. Eotvos Jozsef Gimn., 9. évf.)
megoldasa alapjan
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GF 2021.2.15 — 13:54 — 94. oldal — 30. lap KéMalL, 2021. februsr EF

ITI. megoldas. Tegyiik fel, hogy x, M‘Q?T"’_E’ és % € Z. Vizsgaljuk a mara-

dékosztélyokat kongruenciaval.

A feltételek alapjén:
4z +5=0 (9).

fgy
e +5=0 (3),
172 +5=0 (3),
172 —4=0 (3).

Mivel 171’:2_ 3 €7 is igaz kell, hogy legyen, igy:

17z —5=0 (12),
172 —5=0 (3).

172 — 5 és 17x — 4 nem lehet egyszerre 3 tobbszorose, igy ellentmondésra jutottunk.
Tehat a hdrom szam nem lehet egyszerre egész.

Kovdces Gabor Benedek (Kiskunhalasi Bibé Istvan Gimn., 12. évf.)
megoldasa alapjan

14245

IV. megoldas. A feladat alapfeltétele: x € Z. Tegyiik fel, hogy =g s
—17122_5 € Z is igaz. Legyen —149;4'5 =nés —17f;5 =m (n,m € Z).

Fejezziik ki mindkét egyenletbdl z-et:

_9n—5_12m+5
14 17

T

Rendezziik n-re az egyenletet:
153n — 85 = 168m + 70,

168m + 155
n=————.

153
Mivel n € Z, igy 1572255 € 7. Alakitsuk 4t a tortet:
168m + 155 Ly bmt2
—_— m —_— .
153 153

Mivel m € Z, igy % € Z. 3| 153, ezért 3| 15m + 2 is igaz kell, hogy legyen.

Mivel 3 | 15, igy 3 | 15m. Viszont 3 1 2, igy ellentmondasra jutottunk. Tehdt a hdrom
szam nem lehet egyszerre egész.

Ungdr Eva (Budapest, Lauder Javne Gimn., 11. évf.)
megoldasa alapjan
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GF 2021.2.15 — 13:54 — 95. oldal — 31. lap KoMalL, 2021. februar ?

— P

V. megoldas. A feladat alapfeltétele: = € Z. Mivel 3|9 és 3| 12, gy pré-
balkozzunk a 3-as maradékok vizsgalatdaval. Az x szdm 3-as maradéka 0, 1 vagy 2
lehet. Vizsgéljuk meg az egyes eseteket.

1. eset: x = 3k (k € Z). Ekkor:

14245 14-3k+3+4+2 3-(14k+1)+2
9 9 N 9

és
170 -5 17-3k—6+1 3-(17k—2)+1
2 12 N 12 '
Az els6 tort szamlalojanak 3-as maradéka 2, a masodik tort szamlaléjanak pedig 1,
igy egyik tort sem lesz egész.

2. eset: © =3k + 1 (k € Z). Ekkor:

4z +5 14-(3k+1)+5 14-3k+1445 3-(14k+6)+1
9 9 N 9 N 9

és
17x —5 17-(3k+1)—-5 17-3k+17-5 3-(17k +4)
12 12 - 12 B 12 '
Ebben az esetben a méasodik tort szamlaléja oszthato lesz 3-mal, ugyanakkor az elsé
torté 1-et ad maradékul 3-mal osztva, tehdt igy sem lehet mindegyik tort egész.

3. eset: x = 3k + 2 (k € Z). Ekkor:

Mo +5 14-(Bk+2)+5 14-3k+28+5  3-(1dk+11)
9 9 - 9 B 9

és
170 -5 17-(3k+2)—-5 17-3k+34—-5 3-(17Tk+9)+2

12 12 12 12
Ebben az esetben az elsé tort szamlaloja oszthatd 3-mal, a méasodik tort szamlaloja
azonban 2-t ad maradékul 3-mal osztva. Tehat igy sem lehet mindkét tort egész.
Az Osszes esetet megvizsgalva ellentmondasra jutottunk, tehat a hdrom szdm
nem lehet egyszerre egész.
Hajdu Bdlint (Szekszardi Garay Janos Gimn., 12. évf.)
megoldasa alapjan

VI. megoldas. Tegyiik fel, hogy mindhdrom szam egész. Legyen ekkor

14z 4+ 5 ¢ 172 -5
=n ¢és

9 12
Vizsgaljuk meg az s = 3n + 8m — 16z szamot. Mivel x,n,m € Z, igy s € Z is igaz
kell, hogy legyen.

=m.

14z +5 8 17z —5

=3n+8m — 16z =3- — 16z =
S n +8m €T 9 + D €T
_ Mo+ 2.(17w-5) o Mrt5+34r-10-48 5
3 3 3 3
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