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b) A K(1;3) kozéppontt, 2 egység sugari kor belsejében melyek azok a pontok,
amelyeknek a koordindtai a kovetkezo egyenletrendszer gyokei?

1
27+ 272 =3,

(8 pont)
1622 — 162y + 4y% = 9.

¢) Mekkora szoget zar be egymédssal az a két vektor, amelyek kozos kezd6pontja
a K (1;3) pont, és az egyik az origdba, a masik pedig a P(10;0) pontba mutat?
(2 pont)

Mihalyi Gyula
Székesfehérvar

Megoldasvazlatok a 2021/1. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész
1. a) Az f figgvény olyan, hogy minden x € R -re f(z) = 1/2+ \/log3 . Hol
veszi fel a fligguény a 2 értéket? (6 pont)

b) Adott egy g figgvény dgy, hogy minden x € Dy-re g(xz +1) = Qg(z2¢ és
9(2021) = 2021. Mennyi g(2020)? (4 pont)

Megoldas. a) Az f(x) = 2 feltételbdl felirhatjuk a 2 = /2 + \/logs = egyen-

letet, amelynek mindkét oldala pozitiv, igy négyzetre emelhetjiik, majd rendezziik.
1
2=1/logix = |logyz|; logyx =+2; 1z, =4, 1o = T

Ekvivalens atalakitasokat végeztiink.

b)Ag(z+1) = 2g(a;¢ feltételt @ = 2020-ra felirva, valamint a g(2021) = 2021
alapjan
2¢g(2020 1 4041
% = 2021, 9(2020) = —— = 20205,
Ekvivalens atalakitasokat végeztiink.

2. a) Huba a bolhapiacon szeretné eladni az okostelefonjdt. Tapasztalatbdl tud-
ja, hogy az dr % részét lealkudjak a vdsdrlok, ezért a megallapitott érték % részével
tobbet kér, igy az alku utdn éppen annyit kap, amennyit szeretne. Ezittal azonban
a telefon értékének 90%-dval tért haza. Hdnyadrészét kapta meg Huba a telefon
piacon kihirdetett drdnak? (5 pont)

b) Vacsora utin Huba n = 1-t6l 100-ig sorban felirta az n utin kévetkezd
pozitiv egész szdm négyzetének és n négyzetének a kilonbségét. Testvére, Luca
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megldtta a szamsort és elolrél kezdve bekarikdzott 24 primszdmot. Meglepve ldtta,
hogy az utolsé bekarikdzott szam a sorban éppen annyiadik helyen dll, ahdny gyertya
volt aznap édesanyja sziletésnapi tortdjin. Hany éves Huba anyukdja?

(8 pont)

Megoldas. a) Legyen az okostelefon dra x. A kihirdetett dr % -z, a kapott

pénz 0,9 - x. Az ardnyuk:
09z 18

B

Huba a kihirdetett ar % részét kapta meg.

b) Az n utdn kovetkez6 pozitiv egész szdm négyzetének és n négyzetének a kii-
lnbsége: (n+1)> —n2 = 2n + 1, tehat Huba az 1-nél nagyobb paratlan szimo-
kat irta fel egymas utan, névekvd sorrendben. A huszonnegyedik pozitiv, paratlan
primszam a 97, igy 2n + 1 = 97, n = 48.

Huba édesanyja 48 éves.

3. a) Mennyi az aldbbi tabldzatban szerepld szdmok dsszege? (8 pont)
1 2 3 .. n
3 4 e | 41
3 4 5 ool n42
n |n+l|n+2|...|2n-1

b) Hétfén Gabi vett néhdny részvényt, mdsnap 10 szdzalékot veszitettek érté-
kikbol, dm szerdan ndtt az értékik 10 szdzalékkal. Ez igy folytatodott azon a héten
és még a kovetkezd héten is. Hogyan vdltozott Gabi részvényeinek értéke a mdsodik

hét utolsé napjdra? (5 pont)
Megoldas. a) A tabldzat elsd sordban egy d = 1 differencidji széamtani sorozat
elsé n tagja szerepel, az els6 tag 1, igy a szamok Osszege: S,, = @ Minden

szam 1-gyel nagyobb a felette 1é6vé szamndl, és egy sorban n darab szam van, ezért
a sorok kozotti differencia n.

A sorokban 1évé szamok Osszegei is szamtani sorozatot alkotnak, igy az n darab
sor, azaz a tablazatban szereplo szamok Osszege:

2~M+ n—1)-n

b) A részvények eredeti ardt x-szel jeldlve, méasnap az értékiik x-0,9 lesz,
harmadnap z-0,9-1,1 = z-0,99. Ez kétnaponta ismétlédik, igy 12 nap alatt hatszor
kovetkezik be. Osszesen 13 nap telik el, igy az érték a masodik vasarnapon:

z-0,99%.0,9 = 0,8473z.
A részvények értéke 84,73 szizaléka az eredeti értéknek, tehat 15,27 szdzalékkal

csokkent.
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4. Adott az A(2020;2021), B(2027;2025), C(2022;2027) és a D(2026;2022)
pont a Descartes-féle koordindtarendszerben. Legyen az E pont az AB és a CD sza-
kasz metszéspontja.
a) Hatdrozzuk meg az AE és az EB szakaszhosszak ardnydt. (7 pont)
b) Szamitsuk ki a négy adott pont dltal meghatdrozott négyszdg keriiletét és
teriletét. (8 pont)
Megoldas. a) 1. megoldds. E 2;6) és ﬁ (1;3), igy ﬁ =2- ?
Az AC parhuzamos a DB vektorral, és |1@ [=2- \ﬁ |. A parhuzamos szel6szaka-
AC _ AE
szok tétele alapjan 75 = 5 =2
Az AFE és az EB szakaszhosszak aranya 2 : 1.
2. megoldas.
AB :4x — Ty = —6067,
CD :bx+ 4y = 18218.
Az egyenletrendszer megoldasa a két egyenes metszéspontja: E( 6074 6071 ) A kér-
déses arany:
6074 6074 14 7
AE:EB = — —202 2027 — — | =—:-=2:1.
(3 oo) (m 3) 4.7
b) Az ADBC négyszog keriilete:
K=AD+ DB+ BC+CA=
=62 +12+ /12 + 32 + \/(75)2+22+ \/(—2)2 +(-6)" =
=V37+ V10 + V29 4+ V40 = 20,95 egység.
Az AB szakasz hossza /7% + 42 = v/65. Ebb6] és a fent kapott szakaszhosszakbdl
cos ACB« = 2 és cos ADB<« = 9
V4029 V37107
tehét
[ 1156 289
sin ACB< = m és sinADB< = ﬂ
Az ADBC négyszog teriilete:
AC - BC -sin(ACB< AD - DB -sin(ADB<
Tappc =Tapc, +Tapp, = 5 ( ) + 5 ( ) _
= 17 + 8,5 = 25,5 teriiletegység.
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II. rész

5.a) Az A halmaz az az® — bz +c = 0 egyenlet (a,b,c € R\ {0} ésb* —4ac > 0)
dsszes wvalds gyokének reciprokdt tartalmazza. Fejezziik ki az A halmaz elemeinek
0sszegét az a, b, c paraméterek segitségével. (6 pont)

b) Oten beszélgetnek a pozitiv egész szdmokat tartalmazd B halmazrdl. Tudjdk,
hogy B-ben wvan legaldbb egy olyan elem, ami nagyobb 1-nél és ha a B halmaz
tartalmaz egy n szdmot, akkor az dsszes n-nél nagyobb szamot is tartalmazza, kivéve
esetleg az n néhdny tébbszorosét. A kovetkezd dllitasok hangzanak el a beszélgetés
sordn:

Andi: ,B szdmossdga véges.”

Bulcsu: ,Végtelen sok olyan pozitiv egész szam van, ami nincs benne B-ben, és
végtelen sok olyan, ami benne van.”

Cecilia: ,,Szerintem az dsszes pozitiv primszam benne van a B halmazban.”

Dani: ,B=7%.7

Emdke: ,Létezik egy olyan m poziliv egész szam, hogy B tartalmazza az dsszes
m-nél nagyobb egész szamot.”

Ki(k)nek van biztosan igaza? Indokoljuk vdlaszunkat. (6 pont)

¢) Késébb az intervallumok is széba keriilnek. Adott két valds szam: x és y,
amelyekre igaz, hogy 0 < x <y < 1. Melyik intervallumban van x,/y?

Andi: ,)0;z[.”

Bulesi: )x;y[.”

Cecilia: ,)x;1[.7

Dani: y; 1[.”7

Emdke: ,]1;00[.”

Ki(k)nek van igaza és miért? (4 pont)

Megoldas. a) 1. eset. Ha b? — dac = 0, akkor A-nak egy eleme van, a %

reciproka, ami %a A kérdéses Osszeg értéke %a

2. eset. Ha b? — 4ac > 0, akkor A-nak két eleme van: w—ll és é

s= L L _mtr

€1 €2 €Ty -T2

b) Egy lehetséges B halmaz példaul a pozitiv egész szdmok halmaza, emi-
att Andi és Bulesu allitdsa hamis. Cecilidnak, illetve Daninak sincs igaza, hiszen
a B=17Z%\{1;2} is megfelel az dsszes feltételnek.

Legyen m = n, ahol n az az 1-nél nagyobb pozitiv egész szam, amirdl tudjuk,
hogy B-nek eleme. Ekkor m és m + 1 relativ primek, azaz m + 1 nem tobbszorose
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m-nek, igy biztosan eleme B-nek. Ugyanezen gondolatmenet mentén haladva, ha
m+ 1 € B, akkor m + 2 € B, amibdl kévetkezik, hogy m + 3 € B, és igy tovabb.
B tehat tartalmazza az 0sszes m-nél nagyobb pozitiv egész szamot, igy Emdékének
igaza van.

c) HayeRé 0<y<1,akkor 0<,/y<1l Ekkor 0 <z-y<z<y<lI,
ami azt jelenti, hogy ezittal Andinak van igaza és a tobbiek tévednek.

6. a) Gydr idén innepli virossd vdldsanak 750. évforduldjat. Erre az alkalomra
eqy €pitész hdarom kor alaki szokokutat tervezett gy, hogy kozilik ketté egybevd-
g0, sugaruk hossza 12 méter, kivilrdl érintik egymdst €s eqy fasort is, amely eqy
egyenest hatdroz meg. Milyen hosszi a harmadik székokut sugara, ha az kivilrol
érinti a masik kettdt és a fasor egyenesét is? (A szokdkutak a fasornak ugyanazon
az oldaldn vannak.) (8 pont)

b) Egy mdasik épitész egy hatalmas teret dlmodott meg, amelyet tiz, eqymdst

kwiilrél érintd kor hatarol. A korok kozéppontjai egy 121 méter keriletd tizszdget
alkotnak. Szamitsuk ki a legnagyobb kor ry sugardt, ha tudjuk, hogy két-két darab

ro = %rl; T3 = 3T2; T4 =3T3 €s Ty = 374 sugary kor van, a tizedik kor sugara pedig
re = %7“5. (8 pont)

Megoldas. a) Jeloljik a két egybevagd kor kozéppontjat Ki-gyel és Ko-vel,
sugaruk hosszat R-rel, egyetlen kozos pontjukat O-val. Legyen a harmadik (kisebb)
kor kozéppontja K3, sugardanak hossza r, amely a kozos f érintéegyenest az E pont-
ban érinti.

C

A K;0Kj3 haromszog derékszogi, befogéinak hossza: K10 = R és K30 =
=O0OF — K3E = R —r, atfogéja K1 K3 = R+ r. Ekkor Pitagorasz tétele alapjan
felirhatjuk a kovetkez6 egyenletet:

(R+71)>=R*>+ (R—r)".

Rendezés utan r = %, amelybe R = 12-t helyettesitve r = 3.

A harmadik szokékut sugardanak hossza 3 méter.
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b) A feltételek alapjén r5 = 3rg; amit felhaszndlva ry = 3r5 = 9rg. Hasonlokép-
pen kapjuk, hogy r3 = 27rg, ro = 81rg és 11 = 243r¢.

A korok dtmérdhosszainak osszege egyenld a tizszog keriiletével:
2[r1 +2(ro+rs+ra+rs)+ rﬁ] =121.
Alkalmazva a fenti osszefiiggéseket:

2[243r¢ + 2(81r6 + 27r¢ + 9r6 + 3r6) + 16| = 121,

1 243
T6:§, 7"1:2437"6:?.

A legnagyobb kor sugara 30,375 méter hosszusagu.

7. a) Nevesincs-sziget lakdi minden szdmot kétféle kavics sorozatdval dbrd-
zolnak. A /\ alaki kavics 1-gyel noveli az elbtte allé kavicsok dltal meghatdrozott
szamot, a @ pedig T-tel vald szorzdst jelent. Példdul a ANNA Q@ N @ AN a 156-0s
szamot jelenti. Legaldbb hdny kavics kell a 2021 kirakdsdhoz? (5 pont)

b) Janka dsszegyiijtitte a 2021 kirakdsdhoz minimdlisan szikséges szami ka-
vicsot, és véletlenszertien lerakta sorban eqgymds mellé az dsszeset. Hany kiilonbozd
mddon torténhetett ez meg, ha csak az szamit, hogy az adott helyen milyen formdji
kavics dll? (5 pont)

¢) Ezutan Janka taldlomra kivelt egy kavicsot a 20-bél, megmutatta bardtndjé-
nek, majd visszatette. Exzt még kétszer megismételte. frjuk fel a I\ alaki kavicsok
szamdnak eloszldsdt és hatdrozzuk meg a vdrhato értéket. (6 pont)

Megoldas. a) A 2021 hetes szamrendszerbeli alakja:
2021 =5-7"+6-7+1-7+5.
Ez alapjan allapitjuk meg a kavicsok minimélis szamat. A kirakashoz kell
5+64+1+5=17 darab
A alaki kavics, és annyi ® kavics, ahdny Osszeaddsjel van a fenti felirasban, azaz 3
darab.

Osszesen legaldbb 20 kavics kell.
b) A sorrendek szdma példaul az ismétléses permutécié segitségével szdmolha-

té ki:
. 20!
P = 2 — 1140,
317
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¢) Legyen X a A alaki kavicsok szdma, ekkor X € {0;1;2;3}. Ez egy binomidlis
eloszlas, amelynek paraméterei: n =3 és p = ;—g A keresett eloszlas:

-0 ) (5 (3 -

A varhato érték:

8. a) Az it szabdlyos testet a kivetkezd sikbeli grdafok segitségével dbrdazoltuk.
Lehetséges-e barmelyiket a ceruzdnk felemelése nélkil megrajzolni igy, hogy minden
élen pontosan egyszer hizzuk dt a ceruzdt? (6 pont)

Marika egységnyi élhosszisdgu, pirosra festett kockdkbol szeretne dssze-
mgasztam egy 5 X 5 x 5-ds nagyobb kockdt. Hany gramm ragasztora van sziksé-

ge Osszesen, ha két kis kocka 1-1 lapjdt 250 milligramm ragasztéval lehet stabilan
osszeragasztani? (4 pont)

¢) Az dsszeragasztds sordn kiderilt, hogy dsszesen 150 kiskocka dllt Marika
rendelkezésére. A kiskockdk 8 szdzaléka cinkbdl készilt, a tobbi aluminiumbdl. Ma-
rika véletlenszerien valogatta ki a szikséges kockdkat. Legyen az A esemény az,
hogy a nagyobb kocka nem lett cinkelt (azaz nem tartalmaz cinket), a B esemény
pedig az, hogy a nagyobb kocka az dsszes cinkbdl késziilt kiskockdt tartalmazza. Az A
vagy a B esemény bekdovetkezésének valoszinilsége a nagyobb? (6 pont)

Megoldas. a) A ceruza felemelése nélkiil gy megrajzolni a gréfot, hogy min-
den élen pontosan egyszer haladjunk at akkor, és csak akkor lehet, ha — legfeljebb
két cstcspont kivételével — minden cstics fokszama paros. Ha egy csticsba megérke-
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ziink, onnan tovabb kell indulnunk, ezért paros a fok-
szam, kivéve esetleg a kezdd és a befejez6 csticspontot.
A fenti tulajdonsdggal kizardlag a kozéps6 graf ren-
delkezik, ezért az oktaédert abrazol6 grafot meg lehet
rajzolni (minden csicspont fokszdma paros).

Példaul ha a mellékelt dbran 1évo szamozott
cstucspontokon a kovetkezé sorrendben haladunk At:
1;2;3;1;4;5;6;4;2;5;3;6; 1.

b) A kiskockdknak dsszesen 6 - 125 = 750 lapja van, ebbdl a nagykocka felii-
lete 6 - 52 = 150-et tartalmaz, kiilonbségiik 750 — 150 = 600, ez mind beliilre keriil
a nagykockaban. 600 kiskockalapot kell Osszeragasztani, ez 300 darab ragasztdst
jelent, igy a sziikséges ragaszté tomege: 300 - 0,25 = 75 gramm.

¢) 1. megoldds. 150-0,08 = 12 cinkbél késziilt kiskocka van és 138 aluminiumbdl

késziilt. Marika 150 kiskockabdl 125-6t valaszt, igy Osszesen (igg)

Az A esemény akkor, és csak akkor kovetkezik be, ha Marika mind a 125
kiskockat a 138 aluminiumkocka koziil vélasztja, tehat a kedvezd esetek szama

ekkor: Ggg) .

A B esemény akkor, és csak akkor kovetkezik be, ha Marika mind a 12 cink-
kockat kiveszi és a még sziikséges 113 kockat a 138 aluminiumkocka koziil vélasztja,

tehat a kedvez6 esetek szama ekkor: G?g)

eset van.

A keresett valészintiségek:
p(A) ~3,016-107, illetve p(B)~1,02-107".

A B esemény bekovetkezésének valdszinlisége (nagysdgrendekkel) nagyobb.

2. megoldas. 150 - 0,08 = 12 cinkbél késziilt kiskocka van és 138 aluminiumbdl
késziilt. Most a 150 kiskocka koziil a cinkb6l késziilteket tekintjiik és megnézziik,
hogy bekeriiltek-e a nagykockaba, vagy nem. fgy Osszesen (11520) eset van.

Az A esemény akkor, és csak akkor kovetkezik be, ha a 25 kimarad kiskocka

kozé keriil a 12 cinkkocka, tehat a kedvez6 esetek szdma ekkor: (?g)

A B esemény akkor, és csak akkor kovetkezik be, ha a nagykockdba beke-
riil6 125 kiskocka tartalmazza mind a 12 cinkkockat, ekkor a kedvez6 esetek sza-

] (125)
ma: 12 )"

A keresett valészintiségek:
p(A) ~3,16-1071, illetve p(B)~1,02-107".
A B esemény bekovetkezésének valdszintisége (nagysdgrendekkel) nagyobb.

9. a) Fricinek 14 nap milva lesz a szalagavatdja, és addigra minél hosszabb
szakdllat szeretne noveszteni. Most naponta fél millimétert né a szakalla €s éppen
ma borotvalkozott. A boltban vdsdrolt egy olyan balzsamot, amelyet kozvetlendil bo-
rotvdlkozds utdn a teljesen sima borre kenve, a szakdllnovekedés sebessége az el6z0
napi mdsfélszeresére né. Legfeljebb milyen hosszi lehet Frici szakdlla a szalagavato
napjdn, ha eqyik napon sem borotvdlkozik 1-nél tbbszor? (7 pont)
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b) Legyen « egy szabdlyos sokszdg kiilsé szégének nagysdga és tudjuk, hogy
az (1 + SmIQ - ) (1 + C0512 a) kifejezés értéke a lehetd legkisebb. Hatdrozzuk meg a sza-
bdlyos sokszdg csiucsainak szdmdt. (9 pont)

Megoldas. a) Fricinek 14 nap 4ll rendelkezésére. Minden nap vélaszthat, hogy
borotvalkozik vagy nem. Tegyiik fel, hogy legaldbb egyszer megborotvalkozik, ekkor
lenullazza az elotte esetlegesen meglév szakallat, amit gy noveszthetett, hogy nem
borotvalkozott. Ebbol kovetkezik, hogy a maximélis szakallhosszt gy érheti el, ha
az els6é néhany napban borotvalkozik, utdna pedig méar nem.

Legyen n (14-nél kisebb természetes szdm) azon napok szdma, amig Frici
naponta egyszer borotvalkozik, utana pedig 14 —n napig nem. Ekkor a szakall
hossza n fliggvényében:

I(n)=05-15"-(14—n)=7-1,5"-0,5-1,5" - n.

Tekintsiik az f: R = R, f(z) =7-1,5 —0,5-1,5% - x fliggvényt. Az [ derivaltfiige-
vénye:
fz)=7-In15-1,5"—05-1,5°—05-1,5°-In1,5 - 2.

A fiiggvénynek ott lehet lokélis szélséértéke, ahol a derivalt nulla:

7-In1,5-1,5"—0,5-1,5° —0,5-1,5" - In1,5- 2 = 0,
7-I15-05

— ~ 11.53.
T 05 mLs /3

Konnyen ellenérizhetd, hogy itt tényleg lokalis maximuma van az f fliggvénynek,
ami azt jelenti, hogy az l(n) fiiggvénynek n = 11 vagy n = 12 lehet a maximumhe-
lye. I(11) = 129,75; 1(12) = 129,75, igy ez a maximélis szakallhossz.

Frici szakélla legfeljebb 129,75 milliméter hosszu lehet a szalagavaté napjan.

b) A miiveletek elvégzésével, Gsszevondssal, majd a pitagoraszi azonossag al-
kalmazasaval a kifejezést a kovetkez6 alakra hozzuk:

1 1 2 2
1 1 =14+ ———F=1 .
( +sin2a)< +cos?oz) T Sna? coffa +shaoﬂ~(1—sin2 )

Alkalmazzuk sin? a-ra és (1 — sin? a) -ra a szamtani és mértani kozép kozotti ossze-
fliggést:

\/sin2a- (1 — sin® a) < %,

amelybél négyzetre emelve (megtehetjiik, hiszen mindkét oldal nemnegativ):

sin? o - (1 — sin? a) <

)

A~ =

2
>
1+sina2~(1—sin2a) Z1+

:97

»N»—l‘ [\

a kifejezés minimalis értéke 9, amely egyenldség esetén teljesiil.
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