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Hérom versenyz6 oldott meg helyesen két feladatot. Ezért a teljesitményért
II. dijban és 25000 Ft pénzjutalomban részesiil

Beke Csongor, a Békdsmegyeri Veres Péter Gimnéazium érettségizett tanuldja
(tandrai Varga Mdria és Szics Gdbor) a masodik és a harmadik feladat megold&-
saért,

Téth Baldzs, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gim-
nizium érettségizett tanuléja (tandrai Gyenes Zoltin, Kiss Géza, Dobos Sdndor és
Nikhdzy Laszld) a masodik és a harmadik feladat megoldédséért,

Varkonyi Zsombor, a Budapesti Fazekas Mihély Gyakorl6 Altalanos Iskola
és Gimnazium 12. osztdlyos tanuldja (tandrai Fazakas Tinde, Kocsis Szilveszter,
Pdésa Lajos és Dobos Sdndor) az elsd és a harmadik feladat megolddsaért.

Dicséretben és 10000 Ft pénzjutalomban részesiil

Firedi Erik, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gim-
ndzium 12. osztdlyos tanuléja (tandrai Fazakas Tinde, Kocsis Szilveszter és Dobos
Sdndor), mert az elsd feladatban a megoldds kozelébe jutott és félig megoldotta
a harmadik feladatot,

Szabé Kornél, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorl6 Altalanos Iskola és
Gimnézium 12. osztélyos tanuldja (tandrai Fazakas Tinde, Kocsis Szilveszter,
Dobos Sdndor, Gyenes Zoltdin, Surdnyi Ldszlé és Pdsa Lajos) a harmadik feladat
helyes megoldéasaért,

Weisz Maté Barnabas, a Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimnazium
érettségizett tanuldja (tandrai Schultz Jdanos és Tigyi Istvdn) a méasodik feladat
helyes megoldaséaért.

A versenybizottsag eziton koszoni meg minden versenyzd, felkészité tanar és
a lebonyolitasban kozremiikodd kolléga munkajat, a dijazottaknak pedig tovabbi
sikereket kivanva gratuldl.”

A 2020. évi Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuléverseny
feladatainak megoldasa

1. Legyenek n és k pozitiv egészek. Adott n zdart kérlap a sikon gy, hogy
kozilik barhogyan is vdlasztunk k 4+ 1 kérlapot, mindig van két olyan kivdlasztott
korlap, amelyeknek nincs k6zds pontja. Bizonyitsuk be, hogy az n kérlap besorolhato
legfeljebb 10k osztdlyba gy, hogy azonos osztdlyba esd két korlapnak sosincs kizds
pontja.

Megoldés. Legyen k > 1 rogzitett. Az allitdst 10k helyett 9k-ra bizonyitjuk,
n szerinti teljes indukciéval.

Az allitas n = 1-re trivialis, hiszen 9k > 9 > 1. Tegyiik fel, hogy n > 1 és kisebb
értékekre mar belattuk az allitast. Legyen D az n darab zart korlap halmaza,
amelyek kozott nincs k-nél t6bb pdronként metsz6. (Vagyis barmely k + 1 kozott
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van két diszjunkt.) Tegyiik fel, hogy D € D a korlapjaink koziil egy minimalis
sugaru. Feltehetjiik, hogy D sugara 1 és kozéppontja O. Legyenek Dq,..., D, € D
a D-t metsz6 korlapok. Minden i-re (1 < i< {) D; sugara legaldbb 1. Legyen
x; € DN D;. Kicsinyitsiik le D;-t x;-b8l 1 sugarira, D} a kapott korlap.

Legyen C' az O kozéppontu 3 sugari korlap. Mivel D) metszi D-t, D, C C.
Ugyanakkor, mivel D} C D;, a D, D1,..., D) egységsugaru korlapok kozott nincs
k-ndl tobb paronként metsz6. Specidlisan, egy pontot sem tartalmaz koziiliik tobb,
mint k. Ezért

t(D}) + (D) < kt(C),
i=1

tehdt (¢ + 1) < 9km, vagyis £ < 9k — 1. (¢(X) az X teriiletét jeloli.)

Az indukcids feltevés alapjan osszuk be a D\ D halmazba tartozé kérlapokat
a feltételeknek megfelelGen legfeljebb 9k osztalyba. Mivel a D korlapot legfeljebb
9k — 1 korlap metszi, a 9k osztdly koziil valamelyikben nincs a D-t metsz6 korok
koziil egy sem. Tegyiik D-t ebbe az osztalyba és ez egy megfelel6 beosztasat adja
D korlapjainak. Ezzel belattuk az allitast. O

2. Hatdrozzuk meg azokat a raciondlis szamok halmazdn értelmezett, nemne-
gativ valos értékd [ fligguényeket, melyekre teljestil, hogy tetszdleges x, y raciondlis
szamokra

o flx+y) < flx)+ fy),
o f(xy) = f(=)f(y),
o f(2)=1/2.

I. megoldas. Elészor vegyiik észre, hogy
FU) = (1% = f(1)%
fgy f(1) € {0,1}. Ugyanakkor
1/2=f(2) = f1+1) < f(1) + f(1) = 2f(1),

fgy f(1) > 1/4, ennélfogva f(1) = 1.
Vegyiik azt is észre, hogy

FED? = H((-D)7) = f) = 1,

és mivel f(—1) > 0, ezért f(—1) = 1. Ebbdl az is kovetkezik, hogy minden a racio-
nélis szamra f(—a) = f(—=1)f(a) = f(a).

Tovabba az 1-hez hasonléan a 0-ra is
F(0) = £(0%) = £(0)%,
fgy f(0) € {0,1}. Ugyanakkor
£(0) < f(4) + f(—4) =2f(2-2) = 2f(2)£(2) = 1/2,
tehat f(0) = 0.
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Legyen most p > 3 tetsz6leges primszdm, beldtjuk, hogy f(p) < 1. Legyen
ugyanis indirekte f(p) = a > 1. Tegyiik fel, hogy p-nek a 2-es szdmrendszerben
m jegye van, ekkor minden k-ra pF-nak a 2-es szamrendszerben legfeljebb mk jegye
van. Ekkor p* felirhat6 legfeljebb mk darab 2-hatvany 6sszegeként, a 2-hatvanyokon
f legfeljebb 1, igy azt kapjuk, hogy

af = f(p*) < mk.

Megmutatjuk, hogy ez elegendGen nagy k-ra nem teljesiilhet, ez az ellentmondas
mutatja majd, hogy f(p) < 1. Legyen ugyanis h > 0 olyan, hogy 1+ h < a. Ekkor
k > 2-re

k

ak>(1+h)k>1+<2

)h2 > 1+ k2h2/4

(hiszen (%) = (k2 — k)/2, és mivel k > 2, a kivonandé k-t k?/2-vel feliilrél becsiil-
ve (5) = (k? — ¥2/2)/2 = k2/4). Ha most k > 4m/h, akkor k2h?/4 > mk, tehdt
o > mk, ami valéban ellentmondds. Tehét f(p) < 1.

Ekkor, mivel minden egész szam primek szorzata, azt is megkaptuk, hogy
f(n) <1, ha n egész szam.

A kovetkez6 1épésben ugyanerre a p > 3 primre azt is belatjuk, hogy f(p) < 1
is ellentmondésra vezet. Tegyiik fel ugyanis, hogy f(p) = < 1. Vélasszuk meg
most k-t olyan nagynak, hogy 8% < 1/2. (Ezt megtehetjiik, hiszen az el6z6 részben
latottak alapjén 1/8 > l-nek van olyan hatvdnya, ami 2-nél nagyobb, és ezen
hatvény reciproka 3 egy 1/2-nél kisebb hatvéanya.) Mivel p* paratlan szam, alkalmas
n egész szamra pF + 2n = 1, és igy a feltételek alapjan

) < ")+ f2n) = 85+ f(2) f(n) <1/2+1/2=1,
ami ellentmondas.
Tehat az f fliggvény minden péaratlan primen az 1 értéket veszi fel.

A szdmelmélet alaptételének egyszert kovetkezménye, hogy minden 0-t6l kii-
16nb6z6 raciondlis szam egyértelmiien irhaté fel 2% - % alakban, ahol m és 0 <n
egymadshoz relativ prim, pdratlan szdmok, k pedig egész (negativ is lehet). Az ed-
digiek alapjan vildgos, hogy f értéke ezen raciondlis szamnal 27% kell legyen.

Be kell még latnunk, hogy ez az f megfelel a feltételeknek. A szorzasi feltétel
vildgos, az Gsszeaddsihoz pedig vegyiik észre, hogy ha a; = 2%t - 7:—11 és ag = 2F2. 7:—22
egymas ellentettje, akkor az allitds trividlis, hiszen f(0) = 0. Ha pedig a; és as nem
egymas ellentettje, akkor az 6sszegiikben a 2-es kitevéje legalabb min(kq, ko), hiszen
az Osszegiik

2k‘1m1n2 + 2k2m2n1 2k‘1—min(k1,k2)mln2 + 2k2—min(k1,k‘2)m2nl

_ 2111in(k1 ko)
ning nin2

b

ahol a nevez6 paratlan, a szdmlalé pedig egy egész szam, mely esetleg még tartal-
mazhat 2-eseket pozitiv kitevovel, de negativval biztosan nem. Ekkor

flar + az) < 2mF1k2) = max(f(aq), fasz)) < fla1) + f(az),

igy a bizonyitéas kész. O
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I1. megoldas. El6szor vegyiik észre, hogy
fW/2=f0)f2)=f1-2)= f(2) =1/2,

fgy f(1) = 1.
Vegyiik azt is észre, hogy

FED = F((-1)) = F1) =1,

ésmivel f(—1) > 0, ezért f(—1) = 1. Ebbdl az is kovetkezik, hogy minden raciondlis
a-ra f(—a) = f(=1)f(a) = f(a).

Tovabba az 1-hez hasonléan a O-ra is

tehat f£(0) = 0.

Vegyiik észre, hogy minden természetes k kitevére f(2%) = f(2)" = 1/2%. Mivel
minden természetes szam felirhaté véges sok kiilonb6zé 2-hatvany Osszegeként,
ezért az f fiiggvény értéke minden természetes helyen kisebb, mint 1 4+1/2+1/4 +
+ ---=2.De akkor f(n) = ¥/f(n¥) < ¥/2 minden természetes n-re és pozitiv egész
k-ra, ahonnan f(n) < 1 minden természetes, és igy minden egész n-re.

Ugyanakkor minden paratlan egész n-re és természetes k-ra léteznek olyan u
és v egész szamok, hogy

un +v2% = (n,2%) = 1.

Ekkor

1= f(1) < f(un) + f(02%) = f(u) f(n) + f(0) £(2%) < f(n) + 1/2".

Ezért minden k-ra 1 —1/2% < f(n), és igy f(n) > 1. Tehat f(n) = 1 minden parat-
lan egész n-re. Igy minden természetes k-ra és paratlan n-re

1
1) = 121 (n) = 5.
Az f fiiggvény szorzattarté tulajdonsiga miatt tetszbleges egész k-ra és paratlan
egész m-re és n-re f(28n/m) = f(2¥n)/f(m) = 1/2k.

Meég ellendrizniink kell, hogy ez az f megfeleld, ezt példaul az I. megoldasban
latott modon tehetjitk meg. |

Megjegyzés. A 2. feladat Ostrowski nevezetes tételének! specislis esete.

3. Egy vdrosban N hdz van. Télapo minden kardcsonykor végigjaria a hdzakat
valamilyen sorrendben. Mutassuk meg, hogy ha N elég nagy, akkor teljesiil, hogy
harom egymdst kévetd évben mindig taldlhatd 13 olyan hdz, amit (a hdrom koziil)
két évben is ugyanabban a sorrendben ldtogatott meg. Hatdrozzuk meg a legkisebb
N szamot, melyre ez fenndll.

1L4sd példdul a kovetkezé linket:
https://en.wikipedia.org/wiki/Ostrowski’%27s_theorem
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I. megoldés. Ha csupdn azt akarjuk beldtni, hogy létezik megfelelé N (és nem
akarjuk meghatdrozni a legkisebb ilyen N értékét), akkor a Ramsey-tétel segitsé-
gével a kovetkezdképpen lathatjuk be gyorsan az allitast. Tekintsiik az N cstcsi
teljes grafot, ahol minden cstcs az egyik haznak felel meg. Szinezziink két haz koz-
ti élt pirosra / zoldre / kékre, ha Télapé ugyanabban a sorrendben ldtogatta meg
Sket az 1. és 2. / 1. és 3. / 2. és 3. évben. Vildgos, hogy minden él legalabb egy szint
kap. A Ramsey-tétel szerint elég nagy N-re mindenképpen lesz 13 csticsi, egyszini
teljes részgraf, ami éppen a feladat allitasaval ekvivalens.

Ha a legjobb NN értéket akarjuk meghatarozni, akkor méas megkozelitésre van
szitkségiink. Erdés és Szekeres aldbbi tételét fogjuk alkalmazni:

Erdés—Szekeres-tétel. Legyen k és ¢ pozitiv egész; ekkor minden kf + 1
hosszu, kiilonb6z6 szamokbdl allé sorozatbdl kivalaszthatéd k + 1 hosszi monoton
novo6 vagy £ + 1 hosszi monoton csokkeno részsorozat.

Legyen N = 123 + 1 és szdmozzuk meg a hdzakat az els6 év bejardsanak sor-
rendjében 1-t61 N-ig. A mésodik év bejardsi sorrendjére ezen szamokbdl all6 soro-
zatként gondolunk. Alkalmazzuk erre a sorozatra az Erd&s—Szekeres-tételt k = 12,
illetve ¢ = 122 vélasztéssal. Ha k + 1 = 13 hosszi monoton névé részsorozatot ta-
lalunk, akkor azonnal kész is vagyunk, mert ekkor az 1. és 2. évben az ezekhez
tartozé 13 hazat ugyanolyan sorrendben latogatta meg Télapé. Tegyiik fel tehat,
hogy ¢+ 1 = 122 + 1 hosszti monoton csokkend részsorozatot talaltunk. Most te-
kintsiik kizdrélag ezt a 122 + 1 hizat, amelyet ezek szerint Télapé az elsé két évben
éppen forditott sorrendben jart be. Ha most alkalmazzuk az Erdos—Szekeres-tételt
k = ¢ = 12 vélasztassal arra a 122 + 1 hosszi sorozatra, ahogy a harmadik évben
latogatta meg Télapé ezeket a hazakat, akkor mindenképpen végeztiink: ha mono-
ton névo sorozatot kapunk, akkor az 1. és 3. évben lesz egyforma sorrend; monoton
csokkend esetben pedig a 2. és 3. évben.

Végiil megmutatjuk, hogy N = 123-ra még nem igaz az &llitds (és igy ennél
kisebb N-ekre sem). A hdzakat cimkézziik meg kiilonb6z6 (a, b, ¢) harmasokkal, ahol
a,b,c €{0,1,2,...,11}. Legyen = > 12 tetszllegesen rogzitett, és minden (a,b, c)
hérmashoz rendeljiink harom értéket a kovetkez6 modon:

fi(a,b,¢) = ax? + bx + ¢,
fa(a,b,¢) = ax® — bx — ¢,
fa(a,b,c) = —ax® — bx +c.
Ha az i-edik évben a hazakat a cimkéik f; értéke szerinti névekvé sorrendben

latogatja meg Télapd (i € {1,2,3}), akkor kénnyen ellendrizhetd, hogy nem lesz
13 haz, melyek két évben is ugyanabban a sorrendben keriiltek sorra. O

II. megoldas. A hazak halmazat S-sel fogjuk jelolni. Azt, hogy az s hazat
Télapé az i-edik évben (ahol 7 € {1,2,3}) nem késébb latogatja meg, mint az s’
hazat tgy jeloljiik, hogy s <; s’. Ez tehdt azt jelenti, hogy vagy s = s’, vagy s-et
(szigorian) el8bb ldtogatta meg, mint s'-t.

A héazak ezen bejardsi sorrendjeire tgy is hivatkozunk majd, mint a hézak
egy-egy sorbarendezése.
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Legyen n = 13. El6szor megmutatjuk, hogy N = (n — 1)* még nem elég. (Eb-
bél persze kovetkezik, hogy ennél kisebb N értékek sem megfelelék.) Megadjuk
az S ={(i,j,k): 1< 14,7,k <n—1} halmaz elemeinek haromféle sorbarendezését
gy, hogy ne létezzen n elem, amelynek kétféle rendezés szerint is ugyanaz a sor-
rendje. A =<; rendezés legyen az tgynevezett lexikografikus rendezés:

(1,7,k) =1 (@', 7, k') <=

— (i<i)vagy (i=1iésj<j)vagy (i=1,j=7 ésk<Kk).

A masik két rendezés definicidja hasonld, azzal a kiilonbséggel, hogy bizonyos
koordinatak esetén ‘,forditott” sorrendet vesziink. Legyen

(ia.j7 k) =2 (i/7.j/ak/) —

— (i>i)vagy (i=1iésj<j)vagy (i=1,j=j ésk=>Fk),
(i7j7 k) j3 (i/7j/ak/) —

— (i>i)vagy (i=1iésj>j)vagy (i=17,j=7 ésk <Kk).

Megvizsgaljuk, hogy ¢ darab (kiilonbz0) hérmas milyen feltételek mellett
alkothat névekvo sorrendet kétféle rendezés szerint is.

El6szor tegyiik fel, hogy
(ilajlakl) jl e jl (Z.fvjé)ké)
és
(i1;j17k1) 52 e 52 (iE?jé7kZ)'

A rendezések definiciéjdbdl rogton kovetkezik, hogy i; = - - - = iy =: ip. A hdrmasok
tehdt (ig, x,*) alakiak. Tovabbd, egy rogzitett jo mellett csak egyetlen (ig, jo, *)
alaku elem lehet a harmasok ko6zott, hiszen

(7;07.7.07]9) jl (i07j03k/) és (i[)aj()?k) 52 (i()ijak/)

esetén k < k’-nek és k > k’-nek is teljesiilnie kell. Tehat ebben az esetben £ < n —1.
Most tegyiik fel, hogy

(41,71, k1) =1 -+ =21 (ie, Jes ke)
és
(i1, 41, k1) =3 -+ =3 (ie, Je, ko).
Az el6z6 esethez hasonléan kovetkezik, hogy
i1 =--=dg=tdp €& jJ1=--"=ji=tJo,
tehdt a hdrmasok (o, jo, *) alaktak, szamuk szintén legfeljebb n — 1 lehet.

Végiil tegyiik fel, hogy

(11,41, k1) 22 -+ 22 (Lo, jo ke) és (i, 71, k1) 23 -+ =3 (ir, Ju, ko).
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Ekkor a definicié alapjén az deriil ki, hogy barmely i( esetén csak egyetlen (ig, *, *)
alaki harmas lehet, ekkor is £ < n — 1.

Ez azt jelenti, hogy ebben a példaban nincs n héz, melyeket két évben is
ugyanolyan sorrendben jart be Télapé.

Tehét (n — 1)* még nem feltétleniil elég. Beldtjuk, hogy N = (n — 1) + 1 mar
igen. Minden hazhoz rendeljiink hozza egy rendezett harmast a kovetkez6 médon.
Egy hézhoz akkor rendeljiik az (a, b, ¢) hdrmast, ha

e a a leghosszabb olyan hazsorozat hossza, mely az els6é két rendezés szerint is
novekvé sorrendben van, és a széban forgd hazzal kezdddik,

e ehhez hasonléan, b a leghosszabb olyan hazsorozat hossza, mely az elsd és
a harmadik rendezés szerint is novekvé sorrendben van, és a széban forgd
hézzal kezdddik,

e végiill ¢ a leghosszabb olyan hazsorozat hossza, mely a masodik és harmadik
rendezés szerint is novekvo sorrendben van, és a széban forgd hazzal kezdddik.

Vildgos, hogy ha egy hazhoz az (a,b,c) harmast rendeljiik, akkor a,b,c po-
zitiv egész szamok, tovabba, ha van koztiik olyan, ami legalabb n, akkor készen
vagyunk. Tegyiik fel tehat indirekten, hogy nincs koztiik olyan, ami legalabb n.
A lehetséges harmasok széma (n — 1)®, {gy mivel (n — 1)® 4+ 1 hdz van, a skatulya-
elv szerint biztosan lesz két hdz, s és s’, melyekhez ugyanazt, mondjuk az (a, b, c)
hérmast rendeltiik. A két héz koziil valamelyiket a harom év koziil legalabb ket-
t6ben el6bb latogatta meg Télapd, mint a masikat. Az évek (és a hazak) kozotti
logikai szimmetria alapjan feltehetd, hogy példaul s-et az elsé és a masodik évben
elébb ldtogatta meg, mint s’-t. Tudjuk, hogy van egy a hosszi hdzsorozat, ami s'-
vel kezdodik, és az els6 két rendezés szerint novekvo sorozatot alkot. Ennek elejére
téve s-et egy s-sel kezdddd, a + 1 hosszu, az elsd két rendezés szerint is novek-
v6 hazsorozatot kapunk, ami ellentmond annak, hogy s-hez is az (a, b, ¢) harmast
rendeltiik. Ez az ellentmondas igazolja, hogy valoban lesz megfelelé n hosszu haz-
sorozat, vagyis n olyan haz, amit két évben is ugyanabban a sorrendben latogatott
meg.

Ezzel megmutattuk, hogy 1étezik megfeleld N érték, éspedig N = (n — 1)3 +1.
A feladatban n = 13, vagyis a legkisebb megfelel§ N értéke N = 1729. O

Megjegyzés. A megoldés sordn nem jatszott szerepet, hogy n = 13. A feladatot azért
ezzel a specidlis értékkel tiliztiik ki, mert igy a vélasz éppen 1729, ami az ugynevezett
,taxicab number”? (vagy Hardy-Ramanujan szdm): a legkisebb olyan szdm, ami kétfé-
leképpen is eléall két (pozitiv) kébszam dsszegeként: 1729 = 10° + 9% = 123 + 1%, Ezen
tulajdonsdga a megoldds sordan persze nem jatszott szerepet, de éppen 2020-ban volt
Srinivasa Ramanujan haldldnak 100-adik évforduléja, igy az 6 tiszteletére valasztottuk
ezt a specidlis értéket.®

Pach Péter Pal

2 https://en.wikipedia.org/wiki/Taxicab_number
3 Turdn Pdl: Egy kiilonos élettit, Ramanujan. I. rész: KéMalL (2020/9), 453-459.,
II. rész: KéMaL (2021/1), 6-16.
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