2021.2.15 — 13:54 — 65. oldal — 1. lap

KoMalL, 2021. februér

KOZEPISKOLAT MATEMATIKAI ES FIZIKAI LAPOK
INFORMATIKA ROVATTAL BOVITVE

ALAPITOTTA: ARANY DANIEL 1894-ben

71. évfolyam 2. szdm

Budapest, 2021. februar

Megjelenik évente 9 szamban, januartél majusig és szeptembertél decemberig havonta 64 oldalon. ARA: 950 Ft

TARTALOMJEGYZEK
Jelentés a 2020. évi Kiirschak Jézsef Matematikai

Tanuléversenyr6l ..........ooovviiiiiiiii.

Pach Péter Pdl: A 2020. évi Kiirschdk Jézsef
Matematikai Tanuléverseny feladatainak meg-
olddsa ...

Mihdlyi Gyula: Gyakorl6 feladatsor emelt szinti
matematika érettségire...................... L.

Kozma  Katalin ~ Abigél: ~ Megoldasvézlatok
a 2021/1. szdm emelt szintli matematika
gyakorl6 feladatsordhoz . ......................

Matematika feladatok megolddsa (5005., 5024.,
5089., 5116, 5118.) v.vvvvviiiiiieeeei e

A K pontversenyben kit{izott gyakorlatok (684
B88.) et

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok (1651
1657.) oo

A B pontversenyben kit{izott feladatok (5150
BLBT.) e

Az A pontversenyben kitlizétt nehezebb feladatok
(T93-T94L) ..o

Informatikabdl kitizott feladatok (520-531., 51.,
150.) e

Kozlemény ...
Fizika gyakorlat megolddsa (722.)................

Fizika feladatok megolddsa (5251., 5253., 5256.,
5260., 5266., 5268., 5269., 5271., 5272., 5275.,
BT6.) .o

KOSZONEO. oo e et

Fizikabol kittizott feladatok (402., 733-736.,
5294-5304) ...

Problems in Mathematics........................
Problems in Physics ...

Problems of the 2020 Kiirschdk competition ......

66

67

74

7

86

96

97

98

99

100

104

105

105

120

121

125

126

128

Fészerkeszt: RATKO EVA

Fizikus szerkeszt6: GNADIG PETER
Miiszaki szerkeszté: MIKLOS ILDIKO
Borité: BURGHARDT ZSUZSA

Kiadja: MATFUND ALAPITVANY
Alapitvanyi képvisel6: OLAH VERA

Felelds kiadé: KATONA GYULA

Nyomda: OOK-PRESS Kft.

Felelds vezets: SZATHMARY ATTILA
INDEX: 25 450 ISSN 1215-9247

A matematika bizottsig vezetdje:
HERMANN PETER

Tagjai: BIRO BALINT, GYENES ZOLTAN,
HUJTER BALINT, KAROLYI GERGELY, KISS
GEZA, KOS GEZA, KOS RITA, LORANT
LASZLO, OKORDI PETERNE, PACH PETER
PAL, VIGH VIKTOR

A fizika bizottsag vezetgje:

RADNAI GYULA

Tagjai: BARANYAI KLARA, HOLICS LASZLO,
HONYEK GYULA, OLOSZ BALAZS, SIMON
LASZLO, SZASZ KRISZTIAN, SZECHENYI
GABOR, VIGH MATE, VLADAR KAROLY,
WOYNAROVICH FERENC

Az informatika bizottsag vezetdje:
SCHMIEDER LASZLO
Tagjai: BUSA MATE, FARKAS CSABA, FODOR
ZSOLT, LASZLO NIKOLETT, LOCZI LAJOS,
SIEGLER GABOR, SZENTE PETER, TOTH
TAMAS
Forditék: GROF ANDREA, TASNADI ANIKO
SzerkesztOségi titkar: TRASY GYORGYNE
A szerkesztség cime: 1117 Budapest,
Pézmény Péter sétdny 1/C IIL. emelet 3.405.
Telefon: 372-2850
A lap megrendelhet6 az Interneten:
www.komal . hu/megrendelolap/reszletek.h.shtml.
Eléfizetési dij egy évre: 8100 Ft
Kéziratokat nem 6rziink meg és nem kiildiink
vissza. Minden jog a K6MalL tulajdonosaié.
E-mail: szerk@komal.hu
Internet: http://www.komal.hu
This journal can be ordered from
the Editorial office:
Pdzmény Péter sétdny 1/C IIL. emelet 3.405.
1117-Budapest, Hungary
telephone: +36 (1) 372-2850
or on the Postal address
H-1518 Budapest 112, P.O.B. 32, Hungary,
or on the Internet:
www.komal . hu/megrendelolap/reszletek.e.shtml.

A Lapban megjelend hirdetések tartalmaért
felel6sséget nem véllalunk.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/2

65

—®



éf 2021.2.15 — 13:54 — 66. oldal — 2. lap KoMalL, 2021. februar ?

— P

Jelentés a 2020. évi Kiirschak Joézsef
Matematikai Tanul6versenyro6l

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a 2020. évi Kiirschak J6zsef Matematikai
Tanuloversenyt oktober 2-an, kozép-eurdpai id6 szerint 14 érai kezdettel rendezte
meg — a verseny torténetében elészoér — online formaban.

A Tarsulat elnoksége a verseny lebonyolitdsara az aldbbi bizottsdgot kérte
fel: Bird Andrds, Frenkel Péter, Harangi Viktor, Kés Géza, Maga Péter (titkdr),
Pach Péter Pdl (elnok), Toth Géza. A bizottsag szeptember 3-ai iilésén a kovetkezd
feladatokat tiizte ki:

1. Legyenek n és k pozitiv egészek. Adott m zdrt korlap a sikon gy, hogy
kozilik barhogyan is vdlasztunk k + 1 korlapot, mindig van két olyan kivdlasztott
korlap, amelyeknek nincs k6zds pontja. Bizonyitsuk be, hogy az n kérlap besorolhato
legfeljebb 10k osztdlyba gy, hogy azonos osztdlyba esd két korlapnak sosincs kizds
pontja.

2. Hatdrozzuk meg azokat a raciondlis szamok halmazdn értelmezett, nemne-
gativ valos értékd [ fligguényeket, melyekre teljesil, hogy tetszdleges x, y raciondlis
szamokra

o flz+y) < [flx)+ fy),
o flzy) = f(=)f(y),
e f(2)=1/2.
3. Egy vdarosban N hdz van. Télapo minden kardcsonykor végigjdrja a hdzakat
valamilyen sorrendben. Mutassuk meg, hogy ha N elég nagy, akkor teljestil, hogy
hdarom egymdst kovetd évben mindig taldlhaté 13 olyan hdz, amit (a hdrom kozil)

két évben is ugyanabban a sorrendben latogatott meg. Hatdrozzuk meg a legkisebb
N szamot, melyre ez fenndll.

A bizottség a(z elektronikusan) beérkezett dolgozatok dtnézése utin, november
16-ai iilésén a kovetkezd jelentést fogadta el:

»A verseny rendben zajlott le: a 73 regisztralt versenyz&t6l dsszesen 58 dolgozat
érkezett be.

Az idei versenyen a masodik feladatot 5-en oldottdk meg helyesen vagy lénye-
gében helyesen, a harmadik feladatra szintén 5 helyes megoldés érkezett. A leg-
nehezebbnek bizonyult elsd feladatnal két helyes megoldds mellett egy versenyzé
jutott a megoldas kozelébe.

Egyetlen versenyzé oldotta meg lényegében mindharom feladatot. Ezért
I. dijban és 45000 Ft pénzjutalomban részesiil

Gyimesi Péter, a Békdsmegyeri Veres Péter Gimndazium érettségizett tanu-
16ja (tandrai Varga Mdria, Sziics Gdbor és Pésa Lajos).
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Hérom versenyz6 oldott meg helyesen két feladatot. Ezért a teljesitményért
II. dijban és 25000 Ft pénzjutalomban részesiil

Beke Csongor, a Békdsmegyeri Veres Péter Gimnéazium érettségizett tanuldja
(tandrai Varga Mdria és Szics Gdbor) a masodik és a harmadik feladat megold&-
saért,

Téth Baldzs, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gim-
nizium érettségizett tanuléja (tandrai Gyenes Zoltin, Kiss Géza, Dobos Sdndor és
Nikhdzy Laszld) a masodik és a harmadik feladat megoldédséért,

Varkonyi Zsombor, a Budapesti Fazekas Mihély Gyakorl6 Altalanos Iskola
és Gimnazium 12. osztdlyos tanuldja (tandrai Fazakas Tinde, Kocsis Szilveszter,
Pdésa Lajos és Dobos Sdndor) az elsd és a harmadik feladat megolddsaért.

Dicséretben és 10000 Ft pénzjutalomban részesiil

Firedi Erik, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gim-
ndzium 12. osztdlyos tanuléja (tandrai Fazakas Tinde, Kocsis Szilveszter és Dobos
Sdndor), mert az elsd feladatban a megoldds kozelébe jutott és félig megoldotta
a harmadik feladatot,

Szabé Kornél, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorl6 Altalanos Iskola és
Gimnézium 12. osztélyos tanuldja (tandrai Fazakas Tinde, Kocsis Szilveszter,
Dobos Sdndor, Gyenes Zoltdin, Surdnyi Ldszlé és Pdsa Lajos) a harmadik feladat
helyes megoldéasaért,

Weisz Maté Barnabas, a Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimnazium
érettségizett tanuldja (tandrai Schultz Jdanos és Tigyi Istvdn) a méasodik feladat
helyes megoldaséaért.

A versenybizottsag eziton koszoni meg minden versenyzd, felkészité tanar és
a lebonyolitasban kozremiikodd kolléga munkajat, a dijazottaknak pedig tovabbi
sikereket kivanva gratuldl.”

A 2020. évi Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuléverseny
feladatainak megoldasa

1. Legyenek n és k pozitiv egészek. Adott n zdart kérlap a sikon gy, hogy
kozilik barhogyan is vdlasztunk k 4+ 1 kérlapot, mindig van két olyan kivdlasztott
korlap, amelyeknek nincs k6zds pontja. Bizonyitsuk be, hogy az n kérlap besorolhato
legfeljebb 10k osztdlyba gy, hogy azonos osztdlyba esd két korlapnak sosincs kizds
pontja.

Megoldés. Legyen k > 1 rogzitett. Az allitdst 10k helyett 9k-ra bizonyitjuk,
n szerinti teljes indukciéval.

Az allitas n = 1-re trivialis, hiszen 9k > 9 > 1. Tegyiik fel, hogy n > 1 és kisebb
értékekre mar belattuk az allitast. Legyen D az n darab zart korlap halmaza,
amelyek kozott nincs k-nél t6bb pdronként metsz6. (Vagyis barmely k + 1 kozott
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van két diszjunkt.) Tegyiik fel, hogy D € D a korlapjaink koziil egy minimalis
sugaru. Feltehetjiik, hogy D sugara 1 és kozéppontja O. Legyenek Dq,..., D, € D
a D-t metsz6 korlapok. Minden i-re (1 < i< {) D; sugara legaldbb 1. Legyen
x; € DN D;. Kicsinyitsiik le D;-t x;-b8l 1 sugarira, D} a kapott korlap.

Legyen C' az O kozéppontu 3 sugari korlap. Mivel D) metszi D-t, D, C C.
Ugyanakkor, mivel D} C D;, a D, D1,..., D) egységsugaru korlapok kozott nincs
k-ndl tobb paronként metsz6. Specidlisan, egy pontot sem tartalmaz koziiliik tobb,
mint k. Ezért

t(D}) + (D) < kt(C),
i=1

tehdt (¢ + 1) < 9km, vagyis £ < 9k — 1. (¢(X) az X teriiletét jeloli.)

Az indukcids feltevés alapjan osszuk be a D\ D halmazba tartozé kérlapokat
a feltételeknek megfelelGen legfeljebb 9k osztalyba. Mivel a D korlapot legfeljebb
9k — 1 korlap metszi, a 9k osztdly koziil valamelyikben nincs a D-t metsz6 korok
koziil egy sem. Tegyiik D-t ebbe az osztalyba és ez egy megfelel6 beosztasat adja
D korlapjainak. Ezzel belattuk az allitast. O

2. Hatdrozzuk meg azokat a raciondlis szamok halmazdn értelmezett, nemne-
gativ valos értékd [ fligguényeket, melyekre teljestil, hogy tetszdleges x, y raciondlis
szamokra

o flx+y) < flx)+ fy),
o f(xy) = f(=)f(y),
o f(2)=1/2.

I. megoldas. Elészor vegyiik észre, hogy
FU) = (1% = f(1)%
fgy f(1) € {0,1}. Ugyanakkor
1/2=f(2) = f1+1) < f(1) + f(1) = 2f(1),

fgy f(1) > 1/4, ennélfogva f(1) = 1.
Vegyiik azt is észre, hogy

FED? = H((-D)7) = f) = 1,

és mivel f(—1) > 0, ezért f(—1) = 1. Ebbdl az is kovetkezik, hogy minden a racio-
nélis szamra f(—a) = f(—=1)f(a) = f(a).

Tovabba az 1-hez hasonléan a 0-ra is
F(0) = £(0%) = £(0)%,
fgy f(0) € {0,1}. Ugyanakkor
£(0) < f(4) + f(—4) =2f(2-2) = 2f(2)£(2) = 1/2,
tehat f(0) = 0.
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Legyen most p > 3 tetsz6leges primszdm, beldtjuk, hogy f(p) < 1. Legyen
ugyanis indirekte f(p) = a > 1. Tegyiik fel, hogy p-nek a 2-es szdmrendszerben
m jegye van, ekkor minden k-ra pF-nak a 2-es szamrendszerben legfeljebb mk jegye
van. Ekkor p* felirhat6 legfeljebb mk darab 2-hatvany 6sszegeként, a 2-hatvanyokon
f legfeljebb 1, igy azt kapjuk, hogy

af = f(p*) < mk.

Megmutatjuk, hogy ez elegendGen nagy k-ra nem teljesiilhet, ez az ellentmondas
mutatja majd, hogy f(p) < 1. Legyen ugyanis h > 0 olyan, hogy 1+ h < a. Ekkor
k > 2-re

k

ak>(1+h)k>1+<2

)h2 > 1+ k2h2/4

(hiszen (%) = (k2 — k)/2, és mivel k > 2, a kivonandé k-t k?/2-vel feliilrél becsiil-
ve (5) = (k? — ¥2/2)/2 = k2/4). Ha most k > 4m/h, akkor k2h?/4 > mk, tehdt
o > mk, ami valéban ellentmondds. Tehét f(p) < 1.

Ekkor, mivel minden egész szam primek szorzata, azt is megkaptuk, hogy
f(n) <1, ha n egész szam.

A kovetkez6 1épésben ugyanerre a p > 3 primre azt is belatjuk, hogy f(p) < 1
is ellentmondésra vezet. Tegyiik fel ugyanis, hogy f(p) = < 1. Vélasszuk meg
most k-t olyan nagynak, hogy 8% < 1/2. (Ezt megtehetjiik, hiszen az el6z6 részben
latottak alapjén 1/8 > l-nek van olyan hatvdnya, ami 2-nél nagyobb, és ezen
hatvény reciproka 3 egy 1/2-nél kisebb hatvéanya.) Mivel p* paratlan szam, alkalmas
n egész szamra pF + 2n = 1, és igy a feltételek alapjan

) < ")+ f2n) = 85+ f(2) f(n) <1/2+1/2=1,
ami ellentmondas.
Tehat az f fliggvény minden péaratlan primen az 1 értéket veszi fel.

A szdmelmélet alaptételének egyszert kovetkezménye, hogy minden 0-t6l kii-
16nb6z6 raciondlis szam egyértelmiien irhaté fel 2% - % alakban, ahol m és 0 <n
egymadshoz relativ prim, pdratlan szdmok, k pedig egész (negativ is lehet). Az ed-
digiek alapjan vildgos, hogy f értéke ezen raciondlis szamnal 27% kell legyen.

Be kell még latnunk, hogy ez az f megfelel a feltételeknek. A szorzasi feltétel
vildgos, az Gsszeaddsihoz pedig vegyiik észre, hogy ha a; = 2%t - 7:—11 és ag = 2F2. 7:—22
egymas ellentettje, akkor az allitds trividlis, hiszen f(0) = 0. Ha pedig a; és as nem
egymas ellentettje, akkor az 6sszegiikben a 2-es kitevéje legalabb min(kq, ko), hiszen
az Osszegiik

2k‘1m1n2 + 2k2m2n1 2k‘1—min(k1,k2)mln2 + 2k2—min(k1,k‘2)m2nl

_ 2111in(k1 ko)
ning nin2

b

ahol a nevez6 paratlan, a szdmlalé pedig egy egész szam, mely esetleg még tartal-
mazhat 2-eseket pozitiv kitevovel, de negativval biztosan nem. Ekkor

flar + az) < 2mF1k2) = max(f(aq), fasz)) < fla1) + f(az),

igy a bizonyitéas kész. O
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I1. megoldas. El6szor vegyiik észre, hogy
fW/2=f0)f2)=f1-2)= f(2) =1/2,

fgy f(1) = 1.
Vegyiik azt is észre, hogy

FED = F((-1)) = F1) =1,

ésmivel f(—1) > 0, ezért f(—1) = 1. Ebbdl az is kovetkezik, hogy minden raciondlis
a-ra f(—a) = f(=1)f(a) = f(a).

Tovabba az 1-hez hasonléan a O-ra is

tehat f£(0) = 0.

Vegyiik észre, hogy minden természetes k kitevére f(2%) = f(2)" = 1/2%. Mivel
minden természetes szam felirhaté véges sok kiilonb6zé 2-hatvany Osszegeként,
ezért az f fiiggvény értéke minden természetes helyen kisebb, mint 1 4+1/2+1/4 +
+ ---=2.De akkor f(n) = ¥/f(n¥) < ¥/2 minden természetes n-re és pozitiv egész
k-ra, ahonnan f(n) < 1 minden természetes, és igy minden egész n-re.

Ugyanakkor minden paratlan egész n-re és természetes k-ra léteznek olyan u
és v egész szamok, hogy

un +v2% = (n,2%) = 1.

Ekkor

1= f(1) < f(un) + f(02%) = f(u) f(n) + f(0) £(2%) < f(n) + 1/2".

Ezért minden k-ra 1 —1/2% < f(n), és igy f(n) > 1. Tehat f(n) = 1 minden parat-
lan egész n-re. Igy minden természetes k-ra és paratlan n-re

1
1) = 121 (n) = 5.
Az f fiiggvény szorzattarté tulajdonsiga miatt tetszbleges egész k-ra és paratlan
egész m-re és n-re f(28n/m) = f(2¥n)/f(m) = 1/2k.

Meég ellendrizniink kell, hogy ez az f megfeleld, ezt példaul az I. megoldasban
latott modon tehetjitk meg. |

Megjegyzés. A 2. feladat Ostrowski nevezetes tételének! specislis esete.

3. Egy vdrosban N hdz van. Télapo minden kardcsonykor végigjaria a hdzakat
valamilyen sorrendben. Mutassuk meg, hogy ha N elég nagy, akkor teljesiil, hogy
harom egymdst kévetd évben mindig taldlhatd 13 olyan hdz, amit (a hdrom koziil)
két évben is ugyanabban a sorrendben ldtogatott meg. Hatdrozzuk meg a legkisebb
N szamot, melyre ez fenndll.

1L4sd példdul a kovetkezé linket:
https://en.wikipedia.org/wiki/Ostrowski’%27s_theorem
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I. megoldés. Ha csupdn azt akarjuk beldtni, hogy létezik megfelelé N (és nem
akarjuk meghatdrozni a legkisebb ilyen N értékét), akkor a Ramsey-tétel segitsé-
gével a kovetkezdképpen lathatjuk be gyorsan az allitast. Tekintsiik az N cstcsi
teljes grafot, ahol minden cstcs az egyik haznak felel meg. Szinezziink két haz koz-
ti élt pirosra / zoldre / kékre, ha Télapé ugyanabban a sorrendben ldtogatta meg
Sket az 1. és 2. / 1. és 3. / 2. és 3. évben. Vildgos, hogy minden él legalabb egy szint
kap. A Ramsey-tétel szerint elég nagy N-re mindenképpen lesz 13 csticsi, egyszini
teljes részgraf, ami éppen a feladat allitasaval ekvivalens.

Ha a legjobb NN értéket akarjuk meghatarozni, akkor méas megkozelitésre van
szitkségiink. Erdés és Szekeres aldbbi tételét fogjuk alkalmazni:

Erdés—Szekeres-tétel. Legyen k és ¢ pozitiv egész; ekkor minden kf + 1
hosszu, kiilonb6z6 szamokbdl allé sorozatbdl kivalaszthatéd k + 1 hosszi monoton
novo6 vagy £ + 1 hosszi monoton csokkeno részsorozat.

Legyen N = 123 + 1 és szdmozzuk meg a hdzakat az els6 év bejardsanak sor-
rendjében 1-t61 N-ig. A mésodik év bejardsi sorrendjére ezen szamokbdl all6 soro-
zatként gondolunk. Alkalmazzuk erre a sorozatra az Erd&s—Szekeres-tételt k = 12,
illetve ¢ = 122 vélasztéssal. Ha k + 1 = 13 hosszi monoton névé részsorozatot ta-
lalunk, akkor azonnal kész is vagyunk, mert ekkor az 1. és 2. évben az ezekhez
tartozé 13 hazat ugyanolyan sorrendben latogatta meg Télapé. Tegyiik fel tehat,
hogy ¢+ 1 = 122 + 1 hosszti monoton csokkend részsorozatot talaltunk. Most te-
kintsiik kizdrélag ezt a 122 + 1 hizat, amelyet ezek szerint Télapé az elsé két évben
éppen forditott sorrendben jart be. Ha most alkalmazzuk az Erdos—Szekeres-tételt
k = ¢ = 12 vélasztassal arra a 122 + 1 hosszi sorozatra, ahogy a harmadik évben
latogatta meg Télapé ezeket a hazakat, akkor mindenképpen végeztiink: ha mono-
ton névo sorozatot kapunk, akkor az 1. és 3. évben lesz egyforma sorrend; monoton
csokkend esetben pedig a 2. és 3. évben.

Végiil megmutatjuk, hogy N = 123-ra még nem igaz az &llitds (és igy ennél
kisebb N-ekre sem). A hdzakat cimkézziik meg kiilonb6z6 (a, b, ¢) harmasokkal, ahol
a,b,c €{0,1,2,...,11}. Legyen = > 12 tetszllegesen rogzitett, és minden (a,b, c)
hérmashoz rendeljiink harom értéket a kovetkez6 modon:

fi(a,b,¢) = ax? + bx + ¢,
fa(a,b,¢) = ax® — bx — ¢,
fa(a,b,c) = —ax® — bx +c.
Ha az i-edik évben a hazakat a cimkéik f; értéke szerinti névekvé sorrendben

latogatja meg Télapd (i € {1,2,3}), akkor kénnyen ellendrizhetd, hogy nem lesz
13 haz, melyek két évben is ugyanabban a sorrendben keriiltek sorra. O

II. megoldas. A hazak halmazat S-sel fogjuk jelolni. Azt, hogy az s hazat
Télapé az i-edik évben (ahol 7 € {1,2,3}) nem késébb latogatja meg, mint az s’
hazat tgy jeloljiik, hogy s <; s’. Ez tehdt azt jelenti, hogy vagy s = s’, vagy s-et
(szigorian) el8bb ldtogatta meg, mint s'-t.

A héazak ezen bejardsi sorrendjeire tgy is hivatkozunk majd, mint a hézak
egy-egy sorbarendezése.
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Legyen n = 13. El6szor megmutatjuk, hogy N = (n — 1)* még nem elég. (Eb-
bél persze kovetkezik, hogy ennél kisebb N értékek sem megfelelék.) Megadjuk
az S ={(i,j,k): 1< 14,7,k <n—1} halmaz elemeinek haromféle sorbarendezését
gy, hogy ne létezzen n elem, amelynek kétféle rendezés szerint is ugyanaz a sor-
rendje. A =<; rendezés legyen az tgynevezett lexikografikus rendezés:

(1,7,k) =1 (@', 7, k') <=

— (i<i)vagy (i=1iésj<j)vagy (i=1,j=7 ésk<Kk).

A masik két rendezés definicidja hasonld, azzal a kiilonbséggel, hogy bizonyos
koordinatak esetén ‘,forditott” sorrendet vesziink. Legyen

(ia.j7 k) =2 (i/7.j/ak/) —

— (i>i)vagy (i=1iésj<j)vagy (i=1,j=j ésk=>Fk),
(i7j7 k) j3 (i/7j/ak/) —

— (i>i)vagy (i=1iésj>j)vagy (i=17,j=7 ésk <Kk).

Megvizsgaljuk, hogy ¢ darab (kiilonbz0) hérmas milyen feltételek mellett
alkothat névekvo sorrendet kétféle rendezés szerint is.

El6szor tegyiik fel, hogy
(ilajlakl) jl e jl (Z.fvjé)ké)
és
(i1;j17k1) 52 e 52 (iE?jé7kZ)'

A rendezések definiciéjdbdl rogton kovetkezik, hogy i; = - - - = iy =: ip. A hdrmasok
tehdt (ig, x,*) alakiak. Tovabbd, egy rogzitett jo mellett csak egyetlen (ig, jo, *)
alaku elem lehet a harmasok ko6zott, hiszen

(7;07.7.07]9) jl (i07j03k/) és (i[)aj()?k) 52 (i()ijak/)

esetén k < k’-nek és k > k’-nek is teljesiilnie kell. Tehat ebben az esetben £ < n —1.
Most tegyiik fel, hogy

(41,71, k1) =1 -+ =21 (ie, Jes ke)
és
(i1, 41, k1) =3 -+ =3 (ie, Je, ko).
Az el6z6 esethez hasonléan kovetkezik, hogy
i1 =--=dg=tdp €& jJ1=--"=ji=tJo,
tehdt a hdrmasok (o, jo, *) alaktak, szamuk szintén legfeljebb n — 1 lehet.

Végiil tegyiik fel, hogy

(11,41, k1) 22 -+ 22 (Lo, jo ke) és (i, 71, k1) 23 -+ =3 (ir, Ju, ko).
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Ekkor a definicié alapjén az deriil ki, hogy barmely i( esetén csak egyetlen (ig, *, *)
alaki harmas lehet, ekkor is £ < n — 1.

Ez azt jelenti, hogy ebben a példaban nincs n héz, melyeket két évben is
ugyanolyan sorrendben jart be Télapé.

Tehét (n — 1)* még nem feltétleniil elég. Beldtjuk, hogy N = (n — 1) + 1 mar
igen. Minden hazhoz rendeljiink hozza egy rendezett harmast a kovetkez6 médon.
Egy hézhoz akkor rendeljiik az (a, b, ¢) hdrmast, ha

e a a leghosszabb olyan hazsorozat hossza, mely az els6é két rendezés szerint is
novekvé sorrendben van, és a széban forgd hazzal kezdddik,

e ehhez hasonléan, b a leghosszabb olyan hazsorozat hossza, mely az elsd és
a harmadik rendezés szerint is novekvé sorrendben van, és a széban forgd
hézzal kezdddik,

e végiill ¢ a leghosszabb olyan hazsorozat hossza, mely a masodik és harmadik
rendezés szerint is novekvo sorrendben van, és a széban forgd hazzal kezdddik.

Vildgos, hogy ha egy hazhoz az (a,b,c) harmast rendeljiik, akkor a,b,c po-
zitiv egész szamok, tovabba, ha van koztiik olyan, ami legalabb n, akkor készen
vagyunk. Tegyiik fel tehat indirekten, hogy nincs koztiik olyan, ami legalabb n.
A lehetséges harmasok széma (n — 1)®, {gy mivel (n — 1)® 4+ 1 hdz van, a skatulya-
elv szerint biztosan lesz két hdz, s és s’, melyekhez ugyanazt, mondjuk az (a, b, c)
hérmast rendeltiik. A két héz koziil valamelyiket a harom év koziil legalabb ket-
t6ben el6bb latogatta meg Télapd, mint a masikat. Az évek (és a hazak) kozotti
logikai szimmetria alapjan feltehetd, hogy példaul s-et az elsé és a masodik évben
elébb ldtogatta meg, mint s’-t. Tudjuk, hogy van egy a hosszi hdzsorozat, ami s'-
vel kezdodik, és az els6 két rendezés szerint novekvo sorozatot alkot. Ennek elejére
téve s-et egy s-sel kezdddd, a + 1 hosszu, az elsd két rendezés szerint is novek-
v6 hazsorozatot kapunk, ami ellentmond annak, hogy s-hez is az (a, b, ¢) harmast
rendeltiik. Ez az ellentmondas igazolja, hogy valoban lesz megfelelé n hosszu haz-
sorozat, vagyis n olyan haz, amit két évben is ugyanabban a sorrendben latogatott
meg.

Ezzel megmutattuk, hogy 1étezik megfeleld N érték, éspedig N = (n — 1)3 +1.
A feladatban n = 13, vagyis a legkisebb megfelel§ N értéke N = 1729. O

Megjegyzés. A megoldés sordn nem jatszott szerepet, hogy n = 13. A feladatot azért
ezzel a specidlis értékkel tiliztiik ki, mert igy a vélasz éppen 1729, ami az ugynevezett
,taxicab number”? (vagy Hardy-Ramanujan szdm): a legkisebb olyan szdm, ami kétfé-
leképpen is eléall két (pozitiv) kébszam dsszegeként: 1729 = 10° + 9% = 123 + 1%, Ezen
tulajdonsdga a megoldds sordan persze nem jatszott szerepet, de éppen 2020-ban volt
Srinivasa Ramanujan haldldnak 100-adik évforduléja, igy az 6 tiszteletére valasztottuk
ezt a specidlis értéket.®

Pach Péter Pal

2 https://en.wikipedia.org/wiki/Taxicab_number
3 Turdn Pdl: Egy kiilonos élettit, Ramanujan. I. rész: KéMalL (2020/9), 453-459.,
II. rész: KéMaL (2021/1), 6-16.
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Gyakorlé feladatsor
' emelt szintli matematika érettségire

I. rész

1. a) Hany megolddsa van az egész szédmok halmazdn a kovetkez6 egyenldtlen-
ségnek?

ll_x—l‘ 1

> —. (3 pont)

T 2021

b) Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet:
5
log, z+1log, x — 2logg z = 3 (3 pont)

¢) Hatérozzuk meg azokat az x, y és z valés szamokat, amelyekre:

1222 + 15y 4+ 422 — 122y — 12y2z — 82 4+ 16 = 0. (6 pont)
2. a) Igazoljuk, hogy log,gsn 2021 irraciondlis szam. (4 pont)

b) Oldjuk meg a kiovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan:

3
cos 2z + cos 5T = 2. (6 pont)
¢) A kovetkez6 két &llitasrél dontsiik el, hogy igaz vagy hamis. Vélaszunkat
indokoljuk. (4 pont)
I. Van olyan 6 csticst nem Osszefiiggd egyszer®i graf, amelyiknek minden csicsa
masodfoku.

II. Ha egy 6 csucsu Osszefiiggd egyszer®i grafban a fokszamok 1, 1, 1, 3, 3, 3,
akkor a grafban biztosan van kor.

3. Evelin minden nap iszik egy kavét vagy egy teat. Ha tegnap kavét ivott,
akkor 0,3 valészintiséggel iszik ma is. Ha tedt ivott tegnap, akkor 0,6 valészintiséggel
ma kavét iszik.

a) Ha Evelin tegnap kavét ivott, mekkora a valdszintisége, hogy holnap tedt

iszik? (4 pont)
b) Hosszu tdvon Evelin a napok hdny szazalékdban iszik kdvét? (7 pont)
¢) Hosszu tavon Evelin a napok hany szazalékaban iszik teat? (2 pont)

4. Egy n oldali szabdlyos sokszog alapi egyenes hasab magassiga és alaplap-
janak az oldalai is 1 cm-esek.

a) Ha a hasdb lapdtloinak és testdtloinak osszege 6960, akkor hany csicsa van

az alaplapjat képezd szabdlyos n-szognek? (5 pont)
b) Mekkora ennek a hasédbnak a felszine és a térfogata? (7 pont)
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II. rész

5. a) Adjuk meg az f(x) = ﬁ hozzéarendelési szaballyal megadott fiiggvény
legh6vebb értelmezési tartomanyat. (1 pont)

b) Mennyi az f(x) fiiggvény hatdrértéke + végtelenben, azaz 1i5[_1 flx) =
Tr—r+00

(3 pont)
¢) Mennyi az f(z) figgvény maximuma a [0;2] intervallumon, és ezt hol
veszi fel? (6 pont)
d) Szémitsuk ki a kovetkezé hatarozott integral értékét:
2
/ 2?4+ 1) f%(z (3 pont)
0
e) Mennyi annak a ,serleg” alakid testnek a térfogata, mely testet
ugy kapjuk meg, hogy az f(z) fiiggvénynek a [0; 2] intervallumon vett
grafikonjat az x tengely koriil megforgatjuk? (Természetesen a nyak
feletti részrol van sz6 és az egység legyen 1 cm. A kép csak illusztracid.)
(3 pont)
« =

6. Emeljiink egy meréleges szakaszt az ABCD téglalap sikjara a D pontban
gy, hogy a szakasz mésik végpontjara, M-re igazak a kovetkezék: MA = 12v/2,
MB =434, MC = 20.

Ha a hossztsagokat centiméterben mérjiik, szamitsuk ki:

a) a téglalap oldalainak hosszat; (7 pont)
b) az M AB héromszog sikjdnak az ABCD téglalap sikjdval bezdrt szogét;

(6 pont)
¢) az ABCDM test térfogatat. (3 pont)

7. Képzeljiik el, hogy a 2025-6s évben vagyunk. Pénziigytudatos Patrik ponto-
san ot évvel ezel6tt, 2020-ban egy nagyobb Gsszeghez jutott és azzal a céllal vasarolt
ebbdl 10 millié forintért egy dllamkstvényt (vagyis befektette a pénzét), hogy az 6t
éves futamido leteltével, amikor felveszi a kamatokkal megnovelt Osszeget, azt fel-
hasznalja lakasvasarlasra.

a) Ot év elteltével mekkora lett a kamatokkal névelt osszeg, ha a kamat
szamitdsa a kovetkezdk szerint torténik? Az 6t éves futamidét hat kamatozdsi
periodusra osztottdk, és az egyes idGszakaszokban valtozé mértékii kamatlabat
allapitottak meg. Az elsd félévben az éves kamat 3,50% (vagyis félévre 1,75%),
a mésodik félévre az éves kamat 4,00% (vagyis erre a félévre 2%). A masodik évtol
kezdve mér egész évente valtozik a kamat és ezen beliill egész évre vonatkozdan
ugyanakkora mértékii: a mdsodik évre 4,50%, a harmadikra 5,00%, a negyedikre
5,50%, végiil az otodikre 6,00%. Lényeges tovdbba, hogy az egy-egy kamatozasi
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periddus végén létrejott, a névérték kamattal megnovelt Gsszege képezi a kovetkezd
kamatperiédus sordn a kamatszamitds alapjit (kamatos kamat). (5 pont)

b) Pénziigytudatos Patrik hdzastdrsa is rendelkezik egy ot éves futamidejt,
hasonlé névértékli, de fix kamatozasi allampapirral, melynek az éves kamata 5%
és ez is éppen 2025-ben jar le. Ezen kiviil a hdzaspar kap az allamtol 10 milli6 forint
vissza nem téritend6 csalddalapitasi tdmogatast. Ezt a harom forrdst felhasznalva
szézezresekre kerekitve mekkora 6sszeghdl tud a hdzaspdr lakast vésarolni? (5 pont)

¢) Pénziigytudatosék mellett masik hdrom bardti hazaspér is lakdst vasdrol,
mégpedig valamennyien egy 1j épitésii lakoparkban, amely a 10 lakésos ,,Z6ld Haz"-
bol és a 20 lakasos ,,Fehér Haz”-bdl all. A beruhazé a vitak elkeriilése végett sorsoléas-
sal dont arrol, hogy a 30 lakds koziil melyiknek melyik csalad legyen a tulajdonosa.
A sorsoldsnal iigyelnek arra, hogy barmelyik lakdshoz ugyanakkora eséllyel lehes-
sen hozzajutni. Mekkora a valésziniisége annak, hogy a négy hazaspar koziil ketto
a ,Zold Héz"-ba, a masik kettd pedig a ,,Fehér Haz"-ba koltozhet? (6 pont)

8. a) Adott az {z,} valés szdmsorozat, ahol 21 = /2 és x, 11 = /2 + @,
ha n > 1. Igazoljuk, hogy az {x,} sorozat konvergens és hatdrozzuk meg lim x,,
7 71,2 n—oo
értékét. (7 pont)
b) Igazoljuk, hogy ha az x és y pozitiv szamok 6sszege 2, akkor

<1 + i) <1 + 5) >4, (5 pont)

Egy négyzet alaki varban a csu-
csokndl egy-egy torony 4&ll, az Esza-
ki Torony (E), a Keleti Torony (K),
a Déli Torony (D) és a Nyugati To-
rony (N). Orségben a vérfal tetején 16v6
négy falszakaszon sétalnak a varorok.
Az Eszaki Toronyban 1év6 Srszobabdl
indulnak és toronytdl toronyig halad-
va az EK, KD, DN és NE koziil min-
dig pontosan hat falszakaszon haladnak
végig egy Orjarat soran. (Ertelemszerﬁ—
en egy falszakasz tobbszor is szerepel-
het egy Orjarat soran, példaul akkor, ha
a kovetkez6 toronynal egybol visszafor-
dul a vérdr.)

Forrds:

https://varlexikon.hu/varpalota

¢) Legfeljebb hény tagu a vér6rség, ha mindegyikiik kiilonbézé dtvonalon sé-
talt? (Az 6rjaratnak nem kell feltétleniil az Eszaki Toronynal végzdédnie. Két ttvo-
nalat nem tekintiink kiilonb6z6ének, ha ugyanazokat a falszakaszokat tartalmazza
ugyanabban a sorrendben.) (4 pont)

9. a) Egy egységoldalii négyzet belsejében és oldalain 1év6 pontok mindegyikét
kiszineztiik két szin valamelyikével. Mutassuk meg, hogy létezik két egyszinii pont,

amelyek legalabb ‘/75 tavolsdgra vannak egymastol. (6 pont)
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b) A K(1;3) kozéppontt, 2 egység sugari kor belsejében melyek azok a pontok,
amelyeknek a koordindtai a kovetkezo egyenletrendszer gyokei?

1
27+ 272 =3,

(8 pont)
1622 — 162y + 4y% = 9.

¢) Mekkora szoget zar be egymédssal az a két vektor, amelyek kozos kezd6pontja
a K (1;3) pont, és az egyik az origdba, a masik pedig a P(10;0) pontba mutat?
(2 pont)

Mihalyi Gyula
Székesfehérvar

Megoldasvazlatok a 2021/1. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész
1. a) Az f figgvény olyan, hogy minden x € R -re f(z) = 1/2+ \/log3 . Hol
veszi fel a fligguény a 2 értéket? (6 pont)

b) Adott egy g figgvény dgy, hogy minden x € Dy-re g(xz +1) = Qg(z2¢ és
9(2021) = 2021. Mennyi g(2020)? (4 pont)

Megoldas. a) Az f(x) = 2 feltételbdl felirhatjuk a 2 = /2 + \/logs = egyen-

letet, amelynek mindkét oldala pozitiv, igy négyzetre emelhetjiik, majd rendezziik.
1
2=1/logix = |logyz|; logyx =+2; 1z, =4, 1o = T

Ekvivalens atalakitasokat végeztiink.

b)Ag(z+1) = 2g(a;¢ feltételt @ = 2020-ra felirva, valamint a g(2021) = 2021
alapjan
2¢g(2020 1 4041
% = 2021, 9(2020) = —— = 20205,
Ekvivalens atalakitasokat végeztiink.

2. a) Huba a bolhapiacon szeretné eladni az okostelefonjdt. Tapasztalatbdl tud-
ja, hogy az dr % részét lealkudjak a vdsdrlok, ezért a megallapitott érték % részével
tobbet kér, igy az alku utdn éppen annyit kap, amennyit szeretne. Ezittal azonban
a telefon értékének 90%-dval tért haza. Hdnyadrészét kapta meg Huba a telefon
piacon kihirdetett drdnak? (5 pont)

b) Vacsora utin Huba n = 1-t6l 100-ig sorban felirta az n utin kévetkezd
pozitiv egész szdm négyzetének és n négyzetének a kilonbségét. Testvére, Luca

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/2 77



éf 2021.2.15 — 13:54 — 78. oldal — 14. lap KoMalL, 2021. februar ?

— P

megldtta a szamsort és elolrél kezdve bekarikdzott 24 primszdmot. Meglepve ldtta,
hogy az utolsé bekarikdzott szam a sorban éppen annyiadik helyen dll, ahdny gyertya
volt aznap édesanyja sziletésnapi tortdjin. Hany éves Huba anyukdja?

(8 pont)

Megoldas. a) Legyen az okostelefon dra x. A kihirdetett dr % -z, a kapott

pénz 0,9 - x. Az ardnyuk:
09z 18

B

Huba a kihirdetett ar % részét kapta meg.

b) Az n utdn kovetkez6 pozitiv egész szdm négyzetének és n négyzetének a kii-
lnbsége: (n+1)> —n2 = 2n + 1, tehat Huba az 1-nél nagyobb paratlan szimo-
kat irta fel egymas utan, névekvd sorrendben. A huszonnegyedik pozitiv, paratlan
primszam a 97, igy 2n + 1 = 97, n = 48.

Huba édesanyja 48 éves.

3. a) Mennyi az aldbbi tabldzatban szerepld szdmok dsszege? (8 pont)
1 2 3 .. n
3 4 e | 41
3 4 5 ool n42
n |n+l|n+2|...|2n-1

b) Hétfén Gabi vett néhdny részvényt, mdsnap 10 szdzalékot veszitettek érté-
kikbol, dm szerdan ndtt az értékik 10 szdzalékkal. Ez igy folytatodott azon a héten
és még a kovetkezd héten is. Hogyan vdltozott Gabi részvényeinek értéke a mdsodik

hét utolsé napjdra? (5 pont)
Megoldas. a) A tabldzat elsd sordban egy d = 1 differencidji széamtani sorozat
elsé n tagja szerepel, az els6 tag 1, igy a szamok Osszege: S,, = @ Minden

szam 1-gyel nagyobb a felette 1é6vé szamndl, és egy sorban n darab szam van, ezért
a sorok kozotti differencia n.

A sorokban 1évé szamok Osszegei is szamtani sorozatot alkotnak, igy az n darab
sor, azaz a tablazatban szereplo szamok Osszege:

2~M+ n—1)-n

b) A részvények eredeti ardt x-szel jeldlve, méasnap az értékiik x-0,9 lesz,
harmadnap z-0,9-1,1 = z-0,99. Ez kétnaponta ismétlédik, igy 12 nap alatt hatszor
kovetkezik be. Osszesen 13 nap telik el, igy az érték a masodik vasarnapon:

z-0,99%.0,9 = 0,8473z.
A részvények értéke 84,73 szizaléka az eredeti értéknek, tehat 15,27 szdzalékkal

csokkent.
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4. Adott az A(2020;2021), B(2027;2025), C(2022;2027) és a D(2026;2022)
pont a Descartes-féle koordindtarendszerben. Legyen az E pont az AB és a CD sza-
kasz metszéspontja.
a) Hatdrozzuk meg az AE és az EB szakaszhosszak ardnydt. (7 pont)
b) Szamitsuk ki a négy adott pont dltal meghatdrozott négyszdg keriiletét és
teriletét. (8 pont)
Megoldas. a) 1. megoldds. E 2;6) és ﬁ (1;3), igy ﬁ =2- ?
Az AC parhuzamos a DB vektorral, és |1@ [=2- \ﬁ |. A parhuzamos szel6szaka-
AC _ AE
szok tétele alapjan 75 = 5 =2
Az AFE és az EB szakaszhosszak aranya 2 : 1.
2. megoldas.
AB :4x — Ty = —6067,
CD :bx+ 4y = 18218.
Az egyenletrendszer megoldasa a két egyenes metszéspontja: E( 6074 6071 ) A kér-
déses arany:
6074 6074 14 7
AE:EB = — —202 2027 — — | =—:-=2:1.
(3 oo) (m 3) 4.7
b) Az ADBC négyszog keriilete:
K=AD+ DB+ BC+CA=
=62 +12+ /12 + 32 + \/(75)2+22+ \/(—2)2 +(-6)" =
=V37+ V10 + V29 4+ V40 = 20,95 egység.
Az AB szakasz hossza /7% + 42 = v/65. Ebb6] és a fent kapott szakaszhosszakbdl
cos ACB« = 2 és cos ADB<« = 9
V4029 V37107
tehét
[ 1156 289
sin ACB< = m és sinADB< = ﬂ
Az ADBC négyszog teriilete:
AC - BC -sin(ACB< AD - DB -sin(ADB<
Tappc =Tapc, +Tapp, = 5 ( ) + 5 ( ) _
= 17 + 8,5 = 25,5 teriiletegység.
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II. rész

5.a) Az A halmaz az az® — bz +c = 0 egyenlet (a,b,c € R\ {0} ésb* —4ac > 0)
dsszes wvalds gyokének reciprokdt tartalmazza. Fejezziik ki az A halmaz elemeinek
0sszegét az a, b, c paraméterek segitségével. (6 pont)

b) Oten beszélgetnek a pozitiv egész szdmokat tartalmazd B halmazrdl. Tudjdk,
hogy B-ben wvan legaldbb egy olyan elem, ami nagyobb 1-nél és ha a B halmaz
tartalmaz egy n szdmot, akkor az dsszes n-nél nagyobb szamot is tartalmazza, kivéve
esetleg az n néhdny tébbszorosét. A kovetkezd dllitasok hangzanak el a beszélgetés
sordn:

Andi: ,B szdmossdga véges.”

Bulcsu: ,Végtelen sok olyan pozitiv egész szam van, ami nincs benne B-ben, és
végtelen sok olyan, ami benne van.”

Cecilia: ,,Szerintem az dsszes pozitiv primszam benne van a B halmazban.”

Dani: ,B=7%.7

Emdke: ,Létezik egy olyan m poziliv egész szam, hogy B tartalmazza az dsszes
m-nél nagyobb egész szamot.”

Ki(k)nek van biztosan igaza? Indokoljuk vdlaszunkat. (6 pont)

¢) Késébb az intervallumok is széba keriilnek. Adott két valds szam: x és y,
amelyekre igaz, hogy 0 < x <y < 1. Melyik intervallumban van x,/y?

Andi: ,)0;z[.”

Bulesi: )x;y[.”

Cecilia: ,)x;1[.7

Dani: y; 1[.”7

Emdke: ,]1;00[.”

Ki(k)nek van igaza és miért? (4 pont)

Megoldas. a) 1. eset. Ha b? — dac = 0, akkor A-nak egy eleme van, a %

reciproka, ami %a A kérdéses Osszeg értéke %a

2. eset. Ha b? — 4ac > 0, akkor A-nak két eleme van: w—ll és é

s= L L _mtr

€1 €2 €Ty -T2

b) Egy lehetséges B halmaz példaul a pozitiv egész szdmok halmaza, emi-
att Andi és Bulesu allitdsa hamis. Cecilidnak, illetve Daninak sincs igaza, hiszen
a B=17Z%\{1;2} is megfelel az dsszes feltételnek.

Legyen m = n, ahol n az az 1-nél nagyobb pozitiv egész szam, amirdl tudjuk,
hogy B-nek eleme. Ekkor m és m + 1 relativ primek, azaz m + 1 nem tobbszorose
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m-nek, igy biztosan eleme B-nek. Ugyanezen gondolatmenet mentén haladva, ha
m+ 1 € B, akkor m + 2 € B, amibdl kévetkezik, hogy m + 3 € B, és igy tovabb.
B tehat tartalmazza az 0sszes m-nél nagyobb pozitiv egész szamot, igy Emdékének
igaza van.

c) HayeRé 0<y<1,akkor 0<,/y<1l Ekkor 0 <z-y<z<y<lI,
ami azt jelenti, hogy ezittal Andinak van igaza és a tobbiek tévednek.

6. a) Gydr idén innepli virossd vdldsanak 750. évforduldjat. Erre az alkalomra
eqy €pitész hdarom kor alaki szokokutat tervezett gy, hogy kozilik ketté egybevd-
g0, sugaruk hossza 12 méter, kivilrdl érintik egymdst €s eqy fasort is, amely eqy
egyenest hatdroz meg. Milyen hosszi a harmadik székokut sugara, ha az kivilrol
érinti a masik kettdt és a fasor egyenesét is? (A szokdkutak a fasornak ugyanazon
az oldaldn vannak.) (8 pont)

b) Egy mdasik épitész egy hatalmas teret dlmodott meg, amelyet tiz, eqymdst

kwiilrél érintd kor hatarol. A korok kozéppontjai egy 121 méter keriletd tizszdget
alkotnak. Szamitsuk ki a legnagyobb kor ry sugardt, ha tudjuk, hogy két-két darab

ro = %rl; T3 = 3T2; T4 =3T3 €s Ty = 374 sugary kor van, a tizedik kor sugara pedig
re = %7“5. (8 pont)

Megoldas. a) Jeloljik a két egybevagd kor kozéppontjat Ki-gyel és Ko-vel,
sugaruk hosszat R-rel, egyetlen kozos pontjukat O-val. Legyen a harmadik (kisebb)
kor kozéppontja K3, sugardanak hossza r, amely a kozos f érintéegyenest az E pont-
ban érinti.

C

A K;0Kj3 haromszog derékszogi, befogéinak hossza: K10 = R és K30 =
=O0OF — K3E = R —r, atfogéja K1 K3 = R+ r. Ekkor Pitagorasz tétele alapjan
felirhatjuk a kovetkez6 egyenletet:

(R+71)>=R*>+ (R—r)".

Rendezés utan r = %, amelybe R = 12-t helyettesitve r = 3.

A harmadik szokékut sugardanak hossza 3 méter.
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b) A feltételek alapjén r5 = 3rg; amit felhaszndlva ry = 3r5 = 9rg. Hasonlokép-
pen kapjuk, hogy r3 = 27rg, ro = 81rg és 11 = 243r¢.

A korok dtmérdhosszainak osszege egyenld a tizszog keriiletével:
2[r1 +2(ro+rs+ra+rs)+ rﬁ] =121.
Alkalmazva a fenti osszefiiggéseket:

2[243r¢ + 2(81r6 + 27r¢ + 9r6 + 3r6) + 16| = 121,

1 243
T6:§, 7"1:2437"6:?.

A legnagyobb kor sugara 30,375 méter hosszusagu.

7. a) Nevesincs-sziget lakdi minden szdmot kétféle kavics sorozatdval dbrd-
zolnak. A /\ alaki kavics 1-gyel noveli az elbtte allé kavicsok dltal meghatdrozott
szamot, a @ pedig T-tel vald szorzdst jelent. Példdul a ANNA Q@ N @ AN a 156-0s
szamot jelenti. Legaldbb hdny kavics kell a 2021 kirakdsdhoz? (5 pont)

b) Janka dsszegyiijtitte a 2021 kirakdsdhoz minimdlisan szikséges szami ka-
vicsot, és véletlenszertien lerakta sorban eqgymds mellé az dsszeset. Hany kiilonbozd
mddon torténhetett ez meg, ha csak az szamit, hogy az adott helyen milyen formdji
kavics dll? (5 pont)

¢) Ezutan Janka taldlomra kivelt egy kavicsot a 20-bél, megmutatta bardtndjé-
nek, majd visszatette. Exzt még kétszer megismételte. frjuk fel a I\ alaki kavicsok
szamdnak eloszldsdt és hatdrozzuk meg a vdrhato értéket. (6 pont)

Megoldas. a) A 2021 hetes szamrendszerbeli alakja:
2021 =5-7"+6-7+1-7+5.
Ez alapjan allapitjuk meg a kavicsok minimélis szamat. A kirakashoz kell
5+64+1+5=17 darab
A alaki kavics, és annyi ® kavics, ahdny Osszeaddsjel van a fenti felirasban, azaz 3
darab.

Osszesen legaldbb 20 kavics kell.
b) A sorrendek szdma példaul az ismétléses permutécié segitségével szdmolha-

té ki:
. 20!
P = 2 — 1140,
317
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¢) Legyen X a A alaki kavicsok szdma, ekkor X € {0;1;2;3}. Ez egy binomidlis
eloszlas, amelynek paraméterei: n =3 és p = ;—g A keresett eloszlas:

-0 ) (5 (3 -

A varhato érték:

8. a) Az it szabdlyos testet a kivetkezd sikbeli grdafok segitségével dbrdazoltuk.
Lehetséges-e barmelyiket a ceruzdnk felemelése nélkil megrajzolni igy, hogy minden
élen pontosan egyszer hizzuk dt a ceruzdt? (6 pont)

Marika egységnyi élhosszisdgu, pirosra festett kockdkbol szeretne dssze-
mgasztam egy 5 X 5 x 5-ds nagyobb kockdt. Hany gramm ragasztora van sziksé-

ge Osszesen, ha két kis kocka 1-1 lapjdt 250 milligramm ragasztéval lehet stabilan
osszeragasztani? (4 pont)

¢) Az dsszeragasztds sordn kiderilt, hogy dsszesen 150 kiskocka dllt Marika
rendelkezésére. A kiskockdk 8 szdzaléka cinkbdl készilt, a tobbi aluminiumbdl. Ma-
rika véletlenszerien valogatta ki a szikséges kockdkat. Legyen az A esemény az,
hogy a nagyobb kocka nem lett cinkelt (azaz nem tartalmaz cinket), a B esemény
pedig az, hogy a nagyobb kocka az dsszes cinkbdl késziilt kiskockdt tartalmazza. Az A
vagy a B esemény bekdovetkezésének valoszinilsége a nagyobb? (6 pont)

Megoldas. a) A ceruza felemelése nélkiil gy megrajzolni a gréfot, hogy min-
den élen pontosan egyszer haladjunk at akkor, és csak akkor lehet, ha — legfeljebb
két cstcspont kivételével — minden cstics fokszama paros. Ha egy csticsba megérke-
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ziink, onnan tovabb kell indulnunk, ezért paros a fok-
szam, kivéve esetleg a kezdd és a befejez6 csticspontot.
A fenti tulajdonsdggal kizardlag a kozéps6 graf ren-
delkezik, ezért az oktaédert abrazol6 grafot meg lehet
rajzolni (minden csicspont fokszdma paros).

Példaul ha a mellékelt dbran 1évo szamozott
cstucspontokon a kovetkezé sorrendben haladunk At:
1;2;3;1;4;5;6;4;2;5;3;6; 1.

b) A kiskockdknak dsszesen 6 - 125 = 750 lapja van, ebbdl a nagykocka felii-
lete 6 - 52 = 150-et tartalmaz, kiilonbségiik 750 — 150 = 600, ez mind beliilre keriil
a nagykockaban. 600 kiskockalapot kell Osszeragasztani, ez 300 darab ragasztdst
jelent, igy a sziikséges ragaszté tomege: 300 - 0,25 = 75 gramm.

¢) 1. megoldds. 150-0,08 = 12 cinkbél késziilt kiskocka van és 138 aluminiumbdl

késziilt. Marika 150 kiskockabdl 125-6t valaszt, igy Osszesen (igg)

Az A esemény akkor, és csak akkor kovetkezik be, ha Marika mind a 125
kiskockat a 138 aluminiumkocka koziil vélasztja, tehat a kedvezd esetek szama

ekkor: Ggg) .

A B esemény akkor, és csak akkor kovetkezik be, ha Marika mind a 12 cink-
kockat kiveszi és a még sziikséges 113 kockat a 138 aluminiumkocka koziil vélasztja,

tehat a kedvez6 esetek szama ekkor: G?g)

eset van.

A keresett valészintiségek:
p(A) ~3,016-107, illetve p(B)~1,02-107".

A B esemény bekovetkezésének valdszinlisége (nagysdgrendekkel) nagyobb.

2. megoldas. 150 - 0,08 = 12 cinkbél késziilt kiskocka van és 138 aluminiumbdl
késziilt. Most a 150 kiskocka koziil a cinkb6l késziilteket tekintjiik és megnézziik,
hogy bekeriiltek-e a nagykockaba, vagy nem. fgy Osszesen (11520) eset van.

Az A esemény akkor, és csak akkor kovetkezik be, ha a 25 kimarad kiskocka

kozé keriil a 12 cinkkocka, tehat a kedvez6 esetek szdma ekkor: (?g)

A B esemény akkor, és csak akkor kovetkezik be, ha a nagykockdba beke-
riil6 125 kiskocka tartalmazza mind a 12 cinkkockat, ekkor a kedvez6 esetek sza-

] (125)
ma: 12 )"

A keresett valészintiségek:
p(A) ~3,16-1071, illetve p(B)~1,02-107".
A B esemény bekovetkezésének valdszintisége (nagysdgrendekkel) nagyobb.

9. a) Fricinek 14 nap milva lesz a szalagavatdja, és addigra minél hosszabb
szakdllat szeretne noveszteni. Most naponta fél millimétert né a szakalla €s éppen
ma borotvalkozott. A boltban vdsdrolt egy olyan balzsamot, amelyet kozvetlendil bo-
rotvdlkozds utdn a teljesen sima borre kenve, a szakdllnovekedés sebessége az el6z0
napi mdsfélszeresére né. Legfeljebb milyen hosszi lehet Frici szakdlla a szalagavato
napjdn, ha eqyik napon sem borotvdlkozik 1-nél tbbszor? (7 pont)
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b) Legyen « egy szabdlyos sokszdg kiilsé szégének nagysdga és tudjuk, hogy
az (1 + SmIQ - ) (1 + C0512 a) kifejezés értéke a lehetd legkisebb. Hatdrozzuk meg a sza-
bdlyos sokszdg csiucsainak szdmdt. (9 pont)

Megoldas. a) Fricinek 14 nap 4ll rendelkezésére. Minden nap vélaszthat, hogy
borotvalkozik vagy nem. Tegyiik fel, hogy legaldbb egyszer megborotvalkozik, ekkor
lenullazza az elotte esetlegesen meglév szakallat, amit gy noveszthetett, hogy nem
borotvalkozott. Ebbol kovetkezik, hogy a maximélis szakallhosszt gy érheti el, ha
az els6é néhany napban borotvalkozik, utdna pedig méar nem.

Legyen n (14-nél kisebb természetes szdm) azon napok szdma, amig Frici
naponta egyszer borotvalkozik, utana pedig 14 —n napig nem. Ekkor a szakall
hossza n fliggvényében:

I(n)=05-15"-(14—n)=7-1,5"-0,5-1,5" - n.

Tekintsiik az f: R = R, f(z) =7-1,5 —0,5-1,5% - x fliggvényt. Az [ derivaltfiige-
vénye:
fz)=7-In15-1,5"—05-1,5°—05-1,5°-In1,5 - 2.

A fiiggvénynek ott lehet lokélis szélséértéke, ahol a derivalt nulla:

7-In1,5-1,5"—0,5-1,5° —0,5-1,5" - In1,5- 2 = 0,
7-I15-05

— ~ 11.53.
T 05 mLs /3

Konnyen ellenérizhetd, hogy itt tényleg lokalis maximuma van az f fliggvénynek,
ami azt jelenti, hogy az l(n) fiiggvénynek n = 11 vagy n = 12 lehet a maximumhe-
lye. I(11) = 129,75; 1(12) = 129,75, igy ez a maximélis szakallhossz.

Frici szakélla legfeljebb 129,75 milliméter hosszu lehet a szalagavaté napjan.

b) A miiveletek elvégzésével, Gsszevondssal, majd a pitagoraszi azonossag al-
kalmazasaval a kifejezést a kovetkez6 alakra hozzuk:

1 1 2 2
1 1 =14+ ———F=1 .
( +sin2a)< +cos?oz) T Sna? coffa +shaoﬂ~(1—sin2 )

Alkalmazzuk sin? a-ra és (1 — sin? a) -ra a szamtani és mértani kozép kozotti ossze-
fliggést:

\/sin2a- (1 — sin® a) < %,

amelybél négyzetre emelve (megtehetjiik, hiszen mindkét oldal nemnegativ):

sin? o - (1 — sin? a) <

)

A~ =

2
>
1+sina2~(1—sin2a) Z1+

:97

»N»—l‘ [\

a kifejezés minimalis értéke 9, amely egyenldség esetén teljesiil.
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Az egyenlség akkor, és csak akkor all fenn, ha sin®a =1 —sin?a, ahol

0° < a < 120°, hiszen egy szabdlyos sokszog kiilso szogének nagysaga. Ekvivalens
atalakitasok utan:
V2

sina = :i:7,

amelynek egyetlen megoldasa az adott intervallumban: o = 45°.

45° nagyséagu kiils6 szogei a szabdlyos nyolcszognek vannak, tehat a sokszog
cstcsainak szama 8.

Kozma Katalin Abigél
Gy6r

Matematika feladatok megoldasa

B. 5005. Az ABC hegyesszigli hdromszdg magassagvonalainak talppontja
a BC, CA, AB oldalakon rendre D, E, F, az ABC hdromszig magassagpont-
ja M. Jelolje az AB, mint dtmérd folé rajzolt kort k1, a DEM hdromszég korilirt
korét ko. Vegyiik fol a ko kornek a D pontot nem tartalmazo EM ivén az E, M
pontoktol kilonbézé P pontot. Messe a DP egyenes a ki kort mdsodszor a @ pont-
ban, és legyen a PQ szakasz felez6pontja R. Mutassuk meg, hogy az AQ, M P, F'R
egyenesek eqy pontban metszik eqymdst.

(6 pont) Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

I. megoldas. Hasznéljuk az A, B,
C csucsoknal 1év6 szogek hagyomanyos
jelolését.

Legyen AQ és MP metszéspont-
ja X. Azt akarjuk belatni, hogy X rajta
van az F'R egyenesen. Az els6 észrevé-
tel, hogy AB Thalesz-korén (kq-en) raj-
tavan D és E (mivel ADB és AEB sz6g
derékszog). A mdsodik, hogy ka-n raj-
ta van C, ugyanis CM Thalész-korén is
rajta van D és E (a CDM és CEM szg
derékszog).

El6szor azt latjuk be, hogy a QX P
sz0g derékszog.

QPX<=MPD<x=MCD<« =FCB< =90° — 3, az els6 egyenléség a cstcs-
szogek miatt, a masodik a keriileti szogek tétele miatt van. AQD< = 180° — 3,
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mert AQDB hurnégyszog, tehat PQX < = 3 (kiegészitd szogek). Vagyis azt kap-
tuk, hogy PQX haromszog hasonld ABD-hez, mivel két-két szogiik egyenld, tehét
a QX P< derékszog.

A QXP haromszog derékszogll, a koréirt korének kozéppontja R (az atfogd
felez6pontja), vagyis X R = PR, tehét

RXP<g=RPXqg=QPX<1=90°-p0

(a QPX szbg nagysdgdt mar kordbban kiszdmoltuk).
AM Thalész-korén rajta van F, mert az M F A szog 90°-os, de rajta van X is,
mivel az AX M sz6g is derékszog. Tehat AF M X hurnégyszog. Emiatt

FXP<a«=FXM<=FAM< = BAD< =90° — §.

Azt kaptuk, hogy FXP< = RXP<. Az F és R pontok a PX egyenesnek
ugyanazon az oldalan vannak, mivel mindketté a QX P iranyitott szog altal meg-
hatarozott tartomanyba esik: az R azért, mert QP felez6pontja, F' pedig az AB
szakasz egy pontja, és A és B is a tartomanyban van. B pedig azért van ott, mert
P az EM 1iv egy bels6 pontja, és a B akkor keriil éppen a tartomany hatarara, ha
P = FE (akkor a PM egyenesen éppen rajta van a B pont). Tehdt R és F az X P
egyenes ugyanazon oldaldn vannak, és FX P< = RXP<, azaz F', R és X egy egye-
nesen van. Tehdt az AQ, FR, MP egyeneseknek van egy kozos pontja, az X, és
ezt kellett bizonyitani.

Dobdk Ddniel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

II. megoldas. Segéddllitas: Ha
egy O és egy Oy kozéppontu kor az A B
és B pontokban metszi egymaést, és
adott egy-egy C és D pontjuk gy,
hogy az ACD haromszog megkaphatd
az AO,0s haromszog A kozéppontu
forgatva nyujtasaval, akkor a C'D egye-

nes atmegy a B ponton. 7
Valéban, a  forgatva  nyuj- \

tds  szogtartd transzformacié, igy
CDA< = 0:0,A4. Tudjuk, hOgy
0109A< = BO2A</2 a szimmetria miatt és BOs A< = 2 - BD A< a keriileti és ko-
zépponti szogek tétele alapjan, tehdt C DA< = BDA<, igy B, C és D kollinearisak.

A feladat megolddsara térve legyen f az az E kozéppontu forgatva nyijtas,
ami a D pontot P-be viszi. Legyen X = f(A), AB felezépontja H, D pont H-ra
vett tiikorképe pedig I. A forgatva nyujtas hasonléségi transzformécio, igy mivel
a P pont mértani helye egy kor, azért f(A), f(H) és f(I) mértani helye is egy-egy
kor lesz. A Thalész-tétel megforditasabdl tudjuk, hogy ki kozéppontja H. Legyen
ks az ABC haromszog Feuerbach-kore (a H, E, D pontokon atmené kor) és ky
az AEM F harnégyszog koréirt kore.
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Ekkor a k‘l, k‘z, k‘3 és k’4 kor is at-
megy az E ponton. Tudjuk, hogy a ks
kort ugyanaz az E kozéppontu forgatva
nyujtas viszi ks-ba, amelyik D-t H-ba,
a ky korbe ugyanaz, mint amelyik D-t
I-be, k4-be pedig ugyanaz, mint amelyik
D-t A-ba. Tudjuk tehat, hogy mivel a P
pont a ko koron van, az eddigieket fel-
hasznalva f(H) a ks-on, f(I) a kq koron,
végiil f(A) a ky koron taldlhaté.

A segédallitdst felhasznalva tud-
juk, hogy az f(A)f(I) egyenes atmegy
az A ponton, mivel a ki-en az I, a ky-
en az A pontot valasztva az elforgatott
egyenes atmegy a ky és kg korck FE-t6l
kiilonb6zé metszéspontjdn, az A ponton. Hasonlé médon kapjuk, hogy az f(H) f(A)
egyenes atmegy az F ponton (a ks és ky korok E-t6l kiilonboz6 metszéspontja F'),
valamint az f(D)f(A) egyenes dtmegy M-en (mivel a ko és ky korok E-t6l kiilon-
béz6 metszéspontja M). Ezen kiviil ismert, hogy az I D szakasz felez6pontja H, igy
az f forgatva nyujtdsrdl tudjuk, hogy az f(I)f(D) szakasz felez6pontja f(H).

Az eddigiekbdl egyértelmiien kovetkezik, hogy f(I) = @, hiszen PD a @ pont-
ban metszi ki-et, f(I) pedig rajta van a ki koron, és f(I)P atmegy D-n; hasonléan
levezethetd, hogy f(H) = R.

Azt is bizonyitottuk, hogy f(A)P atmegy az M ponton, f(A)f(I) dtmegy A-n,
f(A)f(H) pedig az F ponton, vagyis az AQ, FR, PM egyenesek mind dtmennek
f(A)-n. Ezzel az &llitdst igazoltuk: mindhdrom egyenes atmegy azon a ponton,
amelyiket A-bdl kapjuk ugyanazzal az E kozéppontu forgatva nyijtdssal, amelyik
D-t P-be viszi.

Hervay Bence (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

ITI. megoldés. Hasznaljuk az els6 megoldas dbrajanak jeloléseit. Legyen ismét
az M P és AQ egyenesek metszéspontja X, tovabba legyen a C'P és B(Q) egyenesek
metszéspontja 7.

Az elsé megoldésnal leirtak szerint az XQT, X PT, QX P szogek mind derék-
szogek. A QT PX négyszog harom szoge derékszog, igy a negyedik is az, a négyszog
téglalap.

A téglalap 4tléi felezik egymast, az X, R és T pontok egy egyenesen fekszenek.

Most pedig alkalmazzuk a Desargues-tételt[1]* a QTP és AF M héromsziogek-
re. A két haromszog egyenesre nézve perspektiv, mivel a megfelel6 oldalak metsze-
éspontjai mind a BC' oldalegyenesen helyezkednek el:

QPNAM ={D}, QTNAF={B}, TPNFM ={C}.

*Ld. pl. Kés Géza: Térbe kilép6 bizonyitasok 1., KéMalL 69. évf. 7. szdm 395-396. oldal.
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A tétel szerint ekkor a két hdromszog pontra nézve is perspektiv: az M P, AQ és TF
egyenesek egy pontban metszik egymast. Az M P és AQ metszéspontja az X pont,
igy ez a kozos metszéspont csak az X pont lehet.

Tehat az F', T és X pontok egy egyenesen helyezkednek el. Korabban belattuk,
hogy XT felez6pontja R, vagyis az F', T, R és X pontok egy egyenesen vannak,
az allitast igazoltuk.

Gyorffy Agoston (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évt.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. Az elsé és méasodik megolddsbdl is kovetkezik, hogy R az ABC hdromszog
Feuerbach-korének pontja.

Osszesen 28 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 26 versenyzé, 3 pontos 1, 0 pontos
szintén 1 tanulé dolgozata.

B. 5024. Legyen p eqgy pdratlan primszdm. A (pBQ), (pIQ) e (g:;) szdmok

mindegyikét maradékosan elosztjuk p-vel. Hanyféle kilonbozé maradékot kapunk?

(4 pont) Javasolta: Gyenes Zoltdn és Hujter Bdlint (Budapest)

I. megoldas. A (pEQ), (pIQ),..., (g:g) szamsornak p — 1 darab eleme van
p—2

(ami a feladat szerint paros szdm). Mivel (pi 2) = (p—2—i
osztva is ugyanazt a maradékot adjdk, specidlisan p-vel osztva is. Parba lehet
rendezni a szamsort ugy, hogy egy parban a maradékok ugyanazok (i parjap—2—1,
és ezek nem lesznek ugyanazok a binomidlis egyiitthaték, mert ha i =p —2 — 4,
akkor 2i = p — 2 lenne, de a bal oldal pdros, mig a jobb oldal paratlan). Latjuk,

) , Igy barmilyen szammal

tehdt, hogy legfeljebb p%l—féle maradékot kaphatunk csak. Azt allitjuk, hogy ennyit
kapunk is, azaz a fenti parokon kiviil nem lesz két olyan egyiitthato, amely ugyanazt
a maradékot adja p-vel osztva.

A maradékok a fentiek szerint szimmetrikusak lesznek (azaz az elsd p%l
maradék ugyanaz, mint a mésodik p%l), igy elég ezt az Aallitast belatni: Ha

0<i<j< p%Q, akkor (172) — (p;2) nem oszthatd p-vel.

(pi2> - (pj2> :i!.((ﬁ:s)ii)! _j!-((zf:;)—!j)!'

Szorozzuk meg a kiilonbséget j!- (p — 2 — 7)!-sal. Mivel ebben a szorzatban minden
tényez6 kisebb, mint p, és a p prim, igy ez nem valtoztat azon, hogy a kiilonbség
oszthatd-e p-vel vagy sem; kapjuk:

p=2)-[(i+1)-...-j—p—2—j+1)-...-(p—2—1i)].

Azt tudjuk, hogy z = (—1) - (p— 2) (mod p). Azaz a kiilonbség p-vel vett maradéka
nem valtozik, ha (p —2 — j + 1) helyett (—=1)(2+ j — 1) = —(j + 1)-et frunk stb.
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Ezt elvégezve és atrendezve kapjuk a fenti kiilonbségre azt, hogy annak mara-
déka p-vel osztva ugyanannyi, mint

(=2 [+ 1) = (C1Y T 42) - (4 1)

maradéka. Ezt viszont kiemeléssel atirhatjuk erre a formara:

(=2 +2) g [ 1) = (<17 G+ 1),
Itt a szogletes zardjel el6tti tényezék mind kisebbek, mint p — megjegyezve, hogy
j=1i+leseténaz (i+2)-...-Jrészszorzat iires, ezért értéke 1 — igy ez a rész biz-
tosan nem oszthaté p-vel; az oszthatdsdgot az donti el, hogy a szogletes zardjelben
1év6 rész oszthaté-e p-vel vagy sem.

A szogletes zardjelben 1évé rész viszont csak akkor lehetne oszthaté p-vel, ha
(t+1)=(j+1) (ami nyilvdn nem fordulhat eld, hiszen i < j), vagy ha (j + 1) +
+ (i4+1) =p és j — i paratlan (de ez sem fordulhat el§, mert akkor ¢ +j =p—2
lenne, viszont ez nem teljesiilhet az i < 7 < 1%2 feltétel miatt).

Azaz a kapott szam biztosan nem oszthatd p-vel, igy az eredeti kiilonbség sem
oszthaté. Ez azt jelenti, hogy igazoltuk az allitasunkat, mely szerint ha 0 < i < j <
< }%2, akkor (172) — (772) nem oszthaté p-vel.

A feladat kérdésére a vialasz: p%l.

Sebestyén Pdl Botond (Budapest, Badr-Madas Reformatus Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

p—2)

II. megoldas. Indukciéval azt fogjuk belatni, hogy k < p — 2 esetén ( i

maradéka p-vel osztva (—1)"(k + 1).

Elscként vizsgaljuk meg a k = 0 és k = 1 eseteket:

(pBZ) =1, tehdt (—1)O -1 = 1 maradékot ad p-vel osztva, (pIQ) = p—2, tehat
(=1)" - (1 + 1) = —2 maradékot ad.

Az indukciés 1épésben tegyiik fel, hogy (p ;2) maradéka p-vel osztva
(—1)k(kz + 1). Ekkor egyrészt a binomiélis egyiitthaté kifejtése alapjan

(-6 2
E+1 k k+1 7
masrészt tudjuk, hogy (p;Q) — (—1)k(k—|— 1) oszthaté p-vel. Szorozzuk meg ezt

a kiilonbséget egy p-nél kisebb szédmmal, (p — k — 2)-vel és osszuk el egy szintén
p-nél kisebb szdmmal, (k + 1)-gyel. A kapott szdm biztosan egész lesz, mert

(ERRESE S

_ (Z:) () p-k-2) = <Z;i) ~ (=1 (k+2)  (mod p),
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és mivel p-nél kisebb szammal osztottunk és szoroztunk a kapott egész szam
tovabbra is oszthatd lesz p-vel, azaz (Z;?)—nek a p-vel valé osztasi maradéka
(=) (k +2).

A beldtott dsszefiiggést (a binomiélis egyiitthatok szimmetridja miatt) elegen-

dé6a0<k< pT—2 esetekre alkalmazni. Ekkor viszont a kapott maradékok mind

kiilonbozoek, hiszen 0 < k <t < 1%2 esetén

1< (=) k+1) - (1) ¢t +1)] < 2-7%2 +2=p.

Kovdcs Tamds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évft.)
dolgozata alapjan

Osszesen 51 dolgozat érkezett. 4 pontos 38, 3 pontos 8 dolgozat. 2 pontot és 1 pontot
2—-2 tanulé, 0 pontot 1 tanul6 kapott.

B. 5089. Egy tetraéder két kitéro éle egymdasra merdleges, hosszuk 12 és 13,
egyeneseik tdvolsaga 14 egység. Hatdrozzuk meg a tetraéder térfogatat.

(3 pont)

Megoldas. Minden tetraéder koré pontosan egy paralelepipedon irhaté oly
modon, hogy a tetraéder mindegyik éléhez odatoljuk a vele szemkoztes élt, és
az ilyen — most mar kozos ponton atmend — élparok altal meghatarozott sikok
lesznek a paralelepipedon lapjainak sikjai. Ennek a paralelepipedonnak a kitérd
lapatloi a tetraéder élei. Ezt a paralelepipedont a tetraéder bennfoglalé paralelepi-
pedonjanak nevezziik. Kénnyen igazolhatd, ismert tény, hogy a tetraéder térfogata
egyharmada a bennfoglalé paralelepipedon térfogatanak.

A 12 cm-es és 13 cm-es élek a tetra- D
éder kitéro élei, igy a bennfoglalé parale-
lepipedon egyik paralelogramma lapjanak
atl6i az egymadsra meréleges C' D’ és C'D
élek. A paralelepipedon e lapjanak teriile-
te az atlék alapjan % = 78 teriiletegy-
ség. A paralelepipedon ehhez a laphoz tar-
toz6 magassaga éppen a két kitérd él ta-
volsdga, tehdt a megadott 14 egység. A pa-
ralelepipedon térfogata igy V' = 78 - 14 tér-
fogategység. Az eddigiek alapjan a tetra- N
éder térfogata ennek harmadrésze, vagyis T

% = 364 térfogategység.

Wiener Anna (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 8. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 67 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 14, 2 pontot 32 tanulé. 1 pontos 17,
0 pontos 4 versenyz6 dolgozata.
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B. 5116. Legyen a,b,c > 0 és x,y,z > 0. Igazoljuk, hogy ha x4+ aby < a(y+2),
y+bez <b(z+4x), és z+cax < c(x+vy), akkora =y=z=0vagya=b=c=1.

(6 pont) Javasolta: George Stoica (Saint John, Kanada)

Megoldas. Az a, b és ¢ pozitiv szamok, igy az egyenldtlenségekben oszthatunk
veliik:

X
g+by<y+z,

%+02<z+$,

f—i—amg:v—&—y.
c

Ezeket 6sszeadvas:

§+by+%+cz+i+am§2x+2y+22,
a ¢

1 1 1
x(a—i—a) +y<b+b>+z(c+c> <2@+y+2).

Vizsgaljuk a bal oldal egy-egy tagjat; példaul

(1) x(i—i—a)}%,

hiszen a pozitiv a-val szorozva, majd rendezve:

z + za® > 2za,
z(a® —2a+1) >0,

z(a—1)*>0.

Ez a feladat feltételei alapjdn teljesiil (z > 0). Egyenldség akkor és csak akkor
all fonn, ha x =0 vagy a = 1. Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért
az (1) egyenlStlenség is fenndll, és x = 0, illetve a = 1 esetén teljesiil (1)-ben is
az egyenlOség.

Logikai szimmetria miatt a bal oldal minden tagjat hasonléan becsiilve:

1 1 1
a?(a+a)+y(b+b)+z<c+c> >2x+y+2).

Mivel korabban az ezzel ellenkez6 iranyu egyenl6tlenséget igazoltuk, egyenléség all
fenn, aminek sziikséges és elégséges feltétele: x = 0 vagy a = 1; és y = 0 vagy b = 1;
és z = 0 vagy c = 1 teljesiilése. Vegytiik sorra ennek lehetséges eseteit — figyelembe
véve, hogy az x, y, z ismeretlenek és a, b, ¢ ismeretlenek szimmetrikus szerepet
toltenek be.
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1. eset: © =y = z = 0; teljestil a feladat allitasa.

2. eset: x =y =0 és ¢ = 1 (felhaszndlva a szimmetridt, ugyanez lesz x = z =0
és b = 1; valamint az y = z = 0 és a = 1 esetén is). Ekkor a feladat feltételei alapjan:
z 4 cax < c(x +y), azaz z < 0, {gy z is 0; teljesiil az allitds.

3. eset: t =0 és b=c=1 (ugyanez a gondolatmenet érvényes a szimmetria
miatt az y =0 és a=c=1; valamint a 2 =0 és a =b =1 esetben is). Ekkor
y+bcz <b(z+ x) miatt: y+ 2 < 2z, azaz y < 0, amibél y =0. Az 2 =y =0 és
c = 1 esetrdl pedig a 2. esetnél mar lattuk, hogy teljesiti az allitast.

4. eset: a = b= c =1, teljesiti a feladat allitasat.

Ezzel az Gsszes lehetéséget végignéztik, tehat a feladat allitasat belattuk.

Seres-Szabé Mdrton (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

57 dolgozat érkezett. 6 pontos 36, 4 pontos 4, 3 pontos 2, 2 pontos 1, 1 pontos 6,
0 pontos 5 dolgozat. Nem versenyszerti: 3 dolgozat.

14z +5 172 -5
B. 5118. Lehet-¢e x, m9+ €s giZ eqyszerre egész szdm?

(3 pont)

I. megoldas. A feladat alapfeltétele: x € Z. Mivel 3|9 és 3|12, ezért
3| 14x +5 és 3| 17x — 5-nek is teljesiilnie kell. Ha 3| a és 3 |b, akkor 3| a+b
is igaz. Tehat ekkor 3 | 14z + 5 + 172 — 5. Osszevonva: 3 | 31x.

Mivel (3;31) = 1, ezért 3 | . Ekkor viszont 3 | 14z, igy 142 +5 3-as maradéka
2 lesz. Hasonléan 3 | 17z, {gy 172 —5 3-as maradéka —2, azaz 1 lesz. Ekkor se
14z + 5, se 17z — 5 nem lesz oszthaté 3-mal, tehat Mz45 g 1725

=5 15 hem lehetnek
egész szamok.

fgy ellentmondaésra jutottunk, tehat a harom szam nem lehet egyszerre egész.

II. megoldas. Tételezziik fel, hogy mind a harom szam egész. Ekkor a két
tortet a kovetkezé médon lehet alakitani:

4 +5 9z +5z+5 _$+5(x+1)
9 9 - 9

17x —5 122+ 5z —5 +5(m—1)

12 12 v 12

Mivel feltettiik, hogy mind a harom szam egész, igy @ és Sez=1) is egész, tehat
9]5(x+1)és12|5(x—1). (5;9)=1¢és (5;12) =1 miatt 9| o +1és 12 |2 — 1.

Mivel 9 és 12 a 3 tobbszorosei, ezért 3 | x 4+ 1-nek és 3 | x — 1-nek is igaznak kell
lennie. Az elsé esetben az x szam 3-as maradéka 2, mig a masodik esetben az x szam
3-as maradéka 1. Ezzel viszont ellentmondéasra jutottunk. Tehat a hdrom szdm nem
lehet egyszerre egész.

Zombik Barnabds (Budapest V. Ker. Eotvos Jozsef Gimn., 9. évf.)
megoldasa alapjan
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ITI. megoldas. Tegyiik fel, hogy x, M‘Q?T"’_E’ és % € Z. Vizsgaljuk a mara-

dékosztélyokat kongruenciaval.

A feltételek alapjén:
4z +5=0 (9).

fgy
e +5=0 (3),
172 +5=0 (3),
172 —4=0 (3).

Mivel 171’:2_ 3 €7 is igaz kell, hogy legyen, igy:

17z —5=0 (12),
172 —5=0 (3).

172 — 5 és 17x — 4 nem lehet egyszerre 3 tobbszorose, igy ellentmondésra jutottunk.
Tehat a hdrom szam nem lehet egyszerre egész.

Kovdces Gabor Benedek (Kiskunhalasi Bibé Istvan Gimn., 12. évf.)
megoldasa alapjan

14245

IV. megoldas. A feladat alapfeltétele: x € Z. Tegyiik fel, hogy =g s
—17122_5 € Z is igaz. Legyen —149;4'5 =nés —17f;5 =m (n,m € Z).

Fejezziik ki mindkét egyenletbdl z-et:

_9n—5_12m+5
14 17

T

Rendezziik n-re az egyenletet:
153n — 85 = 168m + 70,

168m + 155
n=————.

153
Mivel n € Z, igy 1572255 € 7. Alakitsuk 4t a tortet:
168m + 155 Ly bmt2
—_— m —_— .
153 153

Mivel m € Z, igy % € Z. 3| 153, ezért 3| 15m + 2 is igaz kell, hogy legyen.

Mivel 3 | 15, igy 3 | 15m. Viszont 3 1 2, igy ellentmondasra jutottunk. Tehdt a hdrom
szam nem lehet egyszerre egész.

Ungdr Eva (Budapest, Lauder Javne Gimn., 11. évf.)
megoldasa alapjan
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V. megoldas. A feladat alapfeltétele: = € Z. Mivel 3|9 és 3| 12, gy pré-
balkozzunk a 3-as maradékok vizsgalatdaval. Az x szdm 3-as maradéka 0, 1 vagy 2
lehet. Vizsgéljuk meg az egyes eseteket.

1. eset: x = 3k (k € Z). Ekkor:

14245 14-3k+3+4+2 3-(14k+1)+2
9 9 N 9

és
170 -5 17-3k—6+1 3-(17k—2)+1
2 12 N 12 '
Az els6 tort szamlalojanak 3-as maradéka 2, a masodik tort szamlaléjanak pedig 1,
igy egyik tort sem lesz egész.

2. eset: © =3k + 1 (k € Z). Ekkor:

4z +5 14-(3k+1)+5 14-3k+1445 3-(14k+6)+1
9 9 N 9 N 9

és
17x —5 17-(3k+1)—-5 17-3k+17-5 3-(17k +4)
12 12 - 12 B 12 '
Ebben az esetben a méasodik tort szamlaléja oszthato lesz 3-mal, ugyanakkor az elsé
torté 1-et ad maradékul 3-mal osztva, tehdt igy sem lehet mindegyik tort egész.

3. eset: x = 3k + 2 (k € Z). Ekkor:

Mo +5 14-(Bk+2)+5 14-3k+28+5  3-(1dk+11)
9 9 - 9 B 9

és
170 -5 17-(3k+2)—-5 17-3k+34—-5 3-(17Tk+9)+2

12 12 12 12
Ebben az esetben az elsé tort szamlaloja oszthatd 3-mal, a méasodik tort szamlaloja
azonban 2-t ad maradékul 3-mal osztva. Tehat igy sem lehet mindkét tort egész.
Az Osszes esetet megvizsgalva ellentmondasra jutottunk, tehat a hdrom szdm
nem lehet egyszerre egész.
Hajdu Bdlint (Szekszardi Garay Janos Gimn., 12. évf.)
megoldasa alapjan

VI. megoldas. Tegyiik fel, hogy mindhdrom szam egész. Legyen ekkor

14z 4+ 5 ¢ 172 -5
=n ¢és

9 12
Vizsgaljuk meg az s = 3n + 8m — 16z szamot. Mivel x,n,m € Z, igy s € Z is igaz
kell, hogy legyen.

=m.

14z +5 8 17z —5

=3n+8m — 16z =3- — 16z =
S n +8m €T 9 + D €T
_ Mo+ 2.(17w-5) o Mrt5+34r-10-48 5
3 3 3 3
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Mivel —g nem egész szam, ezért ellentmonddasra jutottunk. Tehat a harom szam
nem lehet egyszerre egész.

Haldsz Henrik (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 10. évf.)
megoldasa alapjan

Megjegyzések. 1. A honlapon kozolt megoldds hasonld Gtleten alapul: azt mutatja

meg, hogy 4m — 3n =z — m.

2. Mint lathaté, a megoldédsok elég sokfélék voltak, a tobbi megoldas csak kis mér-
tékben tért el a kozolt megoldasoktol.

3. Ha valaki indokléas nélkiil csak annyit irt, hogy nem lehet a harom szdm egyszerre
egész szam, nem kapott pontot.

Roka Balint, javitd

197 dolgozat érkezett. 3 pontos 169, 2 pontos 11, 1 pontos 5, 0 pontos 6 dolgozat.
Nem versenyszerii 3 dolgozat.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(684—688.)

K. 684. a) Zsofi és Baldzs egy 10 x 5 kockabdl &ll6 csokit darabolnak fel, és
kozben egy jatékot jatszanak, melyben a tét harom kocka csoki. A csokit felvaltva
torik el a kockakra oszté vonalak mentén, és az veszit a jatékban, aki el6szor tor le
egy egy kockabdl 4116 darabot a csokibdl. A jaték soran egyszerre csak egy darabot
foghatnak meg, és torhetnek ketté a megadott szabaly szerint. A jatékot Zsofi kezdi.
El tudja-e érni, hogy 6 nyerjen?

b) Az els6 jaték utdan Baldzs visszavagdt kért, azzal a feltétellel, hogy megint
7Zs6fi kezdjen, de most az nyerjen, aki el0szor tor egy egy kockabdl allé darabot.
El tudja-e érni Zséfi, hogy ismét & nyerjen?

K. 685. Pisti elment gombéat szedni. Mivel egyre gyakorlottabb, eztuttal 62 var-
ganyat talalt, igy az elmult egy évben a gombagytijtéseire vonatkozoan a megtalalt
varganydak atlagos darabszamét 30-rél 32-re emelte. Hany varganyéat kellett volna
taldlnia a legutolsé alkalommal, hogy az atlag 33-ra emelkedjen?

K. 686. Felirjuk 1-t6] 100-ig az egész szamokat egy-egy céduldra. A 100 darab
cédula koziil kivalasztunk véletlenszertien 20 darabot. Mutassuk meg, hogy mindig
taldlunk a kivéalasztottak kozott négy olyat, hogy koziilitk ketton-kettén alld szamok
Osszege megegyezik.

K. 687. Egy utca egyik oldalan all valahany jatékrobot. Egy lépésben ponto-

san négy robotnak tudunk parancsot adni, hogy menjen &t az ut tiloldaldra. Hany
robot esetén lehet elérni, hogy a robotok az utca tiloldaldra keriiljenek at?
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K. 688. a) Pérba lehet-e dllitani az 1,2,3,4,...,23,24 szamokat gy, hogy
minden parban a szamok Osszege négyzetszam legyen?

b) Parba lehet-e éllitani az 1,2,3,4,...,21,22 szdmokat ugy, hogy minden
parban a szamok Osszege négyzetszam legyen?

Bekiildési hatarid6: 2021. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1651-1657.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1651. Egy szamsorozat tagjait a kovetkez6 moddon képezziik: a sorozat
elso6 tagja 895, a kovetkez6 tagot pedig mindig ugy kapjuk, hogy az el6zé tag
szamjegyeinek Osszegét megszorozzuk 61-gyel. Hatdrozzuk meg a sorozat 2021.
tagjat és az els6é 2021 tag Osszegét.

C. 1652. Két derékszogli haromszognek egységnyi a révidebb befogdja. Mind-
kett6 haromszoghen a derékszognél levo csiics egységnyire van az atfogé harmado-
lopontjatol: az egyik esetében a kozelebbi, a masik esetében a tavolabbi harmado-
l6ponttol. Igazoljuk, hogy a haromszogek egységtdl kiillonbozé oldalai kozott van
harom, amelybdl derékszogli haromszog szerkesztheto.

Feladatok mindenkinek

C. 1653. Hany megoldédsa van az egész szamparok korében az
|| + |y| < 2021
egyenl6tlenségnek?

C. 1654. Adjuk me2g azoknak a koroknek a sugarat, amelyek érintik az
flx) = 33”4_ 6 ¢s a g(z) = 834:” fiiggvények grafikonjat, valamint az = tengelyt.

C. 1655. Oldjuk meg a 2(z +y — 1831)% = (2z — 1802)(2y — 1860) egyenletet
a valos szamparok halmazén.
Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1656. Egy szamtani sorozat harom szomszédos tagja 3-nal nagyobb prim-
szam. Mutassuk meg, hogy a sorozat differencidja oszthaté harommal.

Javasolta: Németh Ldszlé (Fonyéd)
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C. 1657. Az ABC derékszogii haromszog BC' és C'A befogdira kifelé a BC'D
és CAE szabalyos héromszogeket rajzoljuk. Bizonyitsuk be, hogy az AB, C'D és
CF szakaszok felezOpontjai szabalyos haromszoget alkotnak.

Bekiildési hatarid6: 2021. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

A B pontversenyben kittizott feladatok
(5150-5157.)

B. 5150. Igazoljuk, hogy csak véges sok olyan pozitiv egész szam van, amelyet
nem lehet megkapni tgy, hogy egy kisebb szdmhoz hozzaadjuk annak valamelyik
szamjegyét. Melyik a legnagyobb ezek koziil?

(4 pont)

B. 5151. Igazoljuk, hogy ha a? = b? + ac = ¢® + ab, akkor az a, b, ¢ szdmok
koziil valamelyik ketto egyenlé.

(3 pont)

B. 5152. Hatarozzuk meg azokat az 1-nél nagyobb pozitiv egész szdmokat,
amelyek Osszes pozitiv osztéjat fel lehet irni egy korvonalra uigy, hogy a szomszédos
osztok hanyadosa mindig primszam legyen.

(5 pont) Javasolta: Lenger Ddniel (Budapest) és Sziics Gabor (Szikszo)

B. 5153. Legyenek A, B, C egy egy-
ségnyi oldalt szabalyos haromszog csticsai,
mig D egy pont az AB oldal B-n tili meg-
hosszabbitasan. A BC szakaszra B-ben &l-
litott merdleges a C'D szakaszt az E pont-
ban metszi. Hatarozzuk meg a C'E szakasz
hosszat, ha ED = 1.

(4 pont) Javasolta: Szilassi Lajos és Tarcsay Tamds (Szeged)

B. 5154. Adjuk meg az Osszes olyan pozitiv egészeken értelmezett, pozitiv
egész értékl f figgvényt, amelyre f(f(n)) =2n és f(4n—3) =4n — 1 teljesiil
barmely pozitiv egész n esetén.

(4 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

B. 5155. Az ABCD konvex négyszognek nincsenek parhuzamos oldalai,
az AB és CD egyenesek metszéspontja M. Az AB oldal belsejében az X, a CD
oldal belsejében pedig az Y pont gy mozog, hogy kizben AX : XB = DY : YC.

98 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/2



ﬁ} 2021.2.15 — 13:54 — 99. oldal — 35. lap KoMalL, 2021. februar ?

Mutassuk meg, hogy az M XY korcknek van még egy, M-t6l kiillonboz6 kozos
pontja.

(5 pont)

B. 5156. Legyen K egy konvex 2n-szog, amelynek minden oldala egységnyi,
és szemkozti oldalai parhuzamosak. Mutassuk meg, hogy K-t fel lehet bontani
véges sok egységnyi oldalhosszisagu rombuszra. Hany rombuszbdl allhat egy ilyen
felbontas?

(6 pont)

B. 5157. A didkok a tébldra felirtak néhany egész szdmot. Hirman (egymds-
t6l fiiggetleniil) véletlenszertien kivéilasztanak egy-egy tdblara {rt szdmot, és leirjdk
a fiizetiikkbe. Mutassuk meg, hogy a hirom leirt szdm 6sszege legalabb 1/4 valdszi-
niiséggel 3-mal oszthaté.

(6 pont)

Bekiildési hatarid6: 2021. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(793-794.)

A. 793. Adva van egy 43 dimenzids térbeli véges S ponthalmaz konvex burka-
ban egy 47 cstucsu P poliéder. Mutassuk meg, hogy kivélaszthatjuk S-nek legfeljebb
2021 pontjat ugy, hogy mar az 6 konvex burkukban is benne legyen P, és ez éles.

Javasolta: Pdlvélgyi Domaotor, Budapest

A. 794. Egy négyzetracson egy n darab négyzetbdl all6 P polimindt egy 1é-
pésben fel lehet emelni a négyzetracsrdl, és egy 1) poziciéba vissza lehet tenni (egy
ilyen 1épésnél minden egybevagosagi transzformécié megengedett, amely a négy-
zetracsot énmagaba viszi), ha a régi és az 1j pozicié pontosan n — 1 darab kozos
egységnégyzetet tartalmaz. A P polimindra azt mondjuk, hogy n teriiletii pillangd,
ha ilyen lépések sorozatdval el lehet érni, hogy a P altal eredetileg elfoglalt Gsszes
egységnégyzet, felszabaduljon.

Hényféle nem egybevagd 10% + 1 teriilet(i pillang6t lehet taldlni?

Javasolta: Nikolai Beluhov, Bulgaria

Bekiildési hatarid6: 2021. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 529. Nevezziik rendes szamoknak azokat a pozitiv egészeket, amelyekben
minden szamjegy értéke nagyobb anndl, mint ahdnyadik helyiértéken (balrél jobbra
szamolva) megtaldlhaté a szdmjegy. Példaul a 256 rendes szam, mivel az elsé helyen
van egy 2-es, a masodik helyen van egy 5-6s és a harmadik helyen van egy 6-os.
A 2538 viszont nem rendes szdm, mert a harmadik helyen egy 3-as all.

Készitsiink programot, amely megadja az N-edik rendes szémot (1 < N <
< 100000). A program a standard bemenetrdl olvassa be N értékét, majd a stan-
dard kimenet egyetlen soraba irja ki az N-edik rendes szamot.

Bekiildendo egy tomoritett 1529.zip allomanyban a program forrdskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

I. 530. Néhany elem Osszes sorbarendezését, az-
az ismétlés nélkiili permutéciéjat nem is olyan konnyti
szamitégéppel megadni.

1234
1243
1324
1342
1423
1432
2134
2143
2314
2341
2413
2431
3124
3142
3214
3241
3412
3421
4123
4132
4213
4231
4312
4321

Tablazatkezel6 programban hozzuk létre az 1530
nevli munkafiizetet. Ebben készitsiik el az A, B, C, D, E
karakterek Osszes lehetséges permutaciojat lexikogra-
fikus sorrendben az ABCDE-t6l az EDCBA-ig. A minta
szerint szdmozzuk és jelenitsiik meg az eseteket. Ar-
ra figyeljiink, hogy az A oszlopban csak akkor jelenjen
meg szam, tovabba mellette a B oszlopban csak akkor
legyen a cellanak szegélye és #FFFFCC kédu héttérszi-
ne, ha tartalmaz adatot. Az A:B tartomédny adatait
igazitsuk vizszintesen kozépre. (A mintan az 1, 2, 3, 4
szamjegyek Osszes lehetséges sorrendjét 1atjuk.)
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Segédszamitasokat a kiilon erre a célra létreho-
zott Permutdcié munkalapon végezhetiink, a Munkal
munkalapon csak az A:B tartomany tartalmazhat ada-
tokat. A megolddshoz makré vagy mas program nem
hasznalhaté, csak a tablazatkezelé beépitett fliggvé-
nyei.
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Bekiildend6 egy 1530.zip tomoritett allomany-
ban a tablazatkezel¢ munkafiizet és egy rovid doku-
mentacio, amely megadja, hogy a program melyik tab-
lazatkezel6 hanyas verzidjaban késziilt és egy kb. hisz-
soros magyarazat a megoldas mddszerérol.
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I. 531 (E). Ebben a feladatban egy kis létszamu iskola tanuléinak adatait
elemezziik adatbédzis-kezel6 segitségével. A tanuldk adatait a tanulo.txt, az osz-
talyok adatait pedig az osztaly.txt tabuldtorral tagolt, UTF-8 kédoldsu széveg-
fajlok tartalmazzdk. A mezénevek az els6 sorban vannak.

Készitsiink 1j adatbézist i531 néven, és a mellékelt adatallomanyokat im-
portaljuk az adatbédzisba a forrdasallomanyokkal azonos néven. A létrehozéds soran

allitsuk be a megfelelo tipusokat és kulcsokat.

Tablak:

tanulo (id, veznev, utonev, fiu, atlag, nyelv, osztid)

id
veznev
utonev

fiu
atlag

szul
nyelv
osztid
osztaly (id,
id
evfolya
betu

A tanulé azonositdja, ez a kulcs (szdmldlo).

A tanulé vezetékneve (szoveg).

A tanul6 uténeve (széveg). Minden tanulénak csak egy uténeve

van.

A tanul6 neme (logikai). Igaz, ha a tanuld fid, és hamis, ha

lany.

A tanulé eléz6 félévi tanulmanyi atlaga (két tizedesjegy

pontossagu valds szdm).

A tanulf sziiletési ddtuma (ddtum).
A tanulé édltal valasztott mésodik idegen nyelv (széveg).

A tanulé osztalyét azonosité szam (idegen kulces).

evfolyam, betu, osztalyfonok)

Az osztaly azonositéja, ez a kulcs (szdm).
m Az osztély az adott tanévben melyik évfolyamra jar (szdm).

Az osztély betlijele az adott évfolyamon (szoveg).
osztalyfonok Az osztélyfénok neve (szoveg).

tanulo

tid
veznev
utonev
fiu
atlag
szul
nyelv
osztid

osztaly

B id
evfolyam
betu
osztalyfonok

Készitsiik el a kovetkez6 feladatok megoldasat. Az egyes lekérdezéseknél tigyel-
jiink arra, hogy mindig csak a kért értékek jelenjenek meg és mas adatok ne. A meg-

oldasokat a zardjelben 1évo néven mentsiik el.
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1. Listazzuk ki a 4,5-nél jobb tanulményi eredményt elért tanuldk vezeték- és
utonevét, atlagat, valamint osztalydnak évfolyamat és bettijelét az osztalyok
szerinti, azon beliil pedig az dtlag szerinti sorrendben. (1jelesek)

2. Irassuk ki lekérdezéssel az osztalyok évfolyamat, betlijelét, 1étszamat és osz-
télyatlagat. Az adatok &tlag szerint csokkend sorrendben jelenjenek meg.
Az osztélydtlagokat két tizedesjegyre kerekitve frassuk ki. (2osztalyok)

3. Zold Alma szeretne nyelvi tanulmanyutat szervezni a vele azonos nyelvet tanulé
didkoknak. Kiket kell megkeresnie? A lekérdezésben jelenjen meg az érintett
tanulok vezeték- és utoneve, valamint osztalyuk évfolyama és betiijele, de maga
Z6ld Alma ne legyen a listdban. (3alma)

4. A tanévnyité tinnepélyen a belépé kilencedik osztalyokat mindig az iskola leg-
fiatalabb, mar tavaly is ide jard tanuléja koszonti. Az idén van olyan didk, aki
valamennyi kilencedikesnél fiatalabb. Adjuk meg a tanulé vezeték- és uténe-
vét, valamint évfolyamat és osztalyat. Ha tobb ilyen tanuld is van, mindegyiket
adjuk meg. (4fiatal)

5. Az iskolaban az egyik legnépszeriibb idegen nyelv a francia. Ennek ellenére
vannak olyan osztalyok, amelyekben senki sem valasztotta. Az alabbi lekérde-
zés ezeket az osztalyokat adja meg. Mit kell irnunk ehhez a . .. helyére? A teljes
lekérdezést készitsiik el. (5francia)

SELECT DISTINCT evfolyam, betu
FROM tanulo, osztaly

WHERE osztid NOT IN (...)

AND osztid=osztaly.id;

6. Az iskoldban az ,a” osztalyok real, a ,b” osztalyok huméan tagozatosok. Igaz-e,
hogy a redl tagozatos osztalyokban a fitk, a huméan tagozatos osztalyokban
a lanyok szama nagyobb? Készitsiink lekérdezést, amely kifratja a fiuk és
lanyok szdmét mindkét tagozaton, az aldbbi mintdnak megfelelGen. (6real)

7 sfiikianyok ><|
Tagozat ~-| Nem - Fo -
Redl Fitik 20
__Redl Lanyok 12
| Human Fiuk 20
|Human Lanyok 8

7. Hatarozzuk meg osztalyonként a legjobb atlagu tanuldkat. A lekérdezés jele-
nitse meg a tanuldék osztalydnak évfolyamdt és betijelét, a tanulék vezeték-
és utonevét, valamint atlagat. A lista legyen az évfolyam, azon beliil osztédly
és a tanuldk neve szerinti sorrendben. Ha egy osztalyban t6bb ilyen tanul6 is
van, mindegyik jelenjen meg. (7legjobbak)

8. Készitsiink jelentést, amely a mintanak megfelel6 szerkezetben listdzza ki az is-
kola névsorat osztalyonként. A jelentés cime és az adatok cimsora a mintdnak
megfelelen, ékezethelyesen jelenjen meg. (8Lista)
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Osztaly  Osztalyfénok Tanuld

9.a Rettegett Ivan

Fa Zoltan
Mak Viradg
Moth Oszkar

Bekiildendo egy tomoritett i531.zip allomanyban az adatbazis, valamint egy
rovid dokumentacid, amelybol kideriil az alkalmazott adatbazis-kezel6 neve, ver-
zi6szama.

I/S. 51. Adott egy kép, amit egy N sorbdl és M oszlopbdl allé pixelrdcs
reprezentdl. Jeloljikk az i-edik sor j-edik pixelét P[é][j]-vel. Minden pixel hdrom
kiilonboz6 értéket vehet fel: R = piros, G = zold, B = kék. A képeknél elég ritka, hogy
egy Pli][j] pixel egyik élszomszédja sem azonos szinti a P[i][j] pixellel, ezért ezeket
gyanis pixeleknek hivjuk. Hibds pixelnek nevezziik azokat, amelyek gyantsak, és
egyik élszomszédjuk sem gyantus. Készitsiink programot, amely megadja a hibés
pixelek szamat.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza az N és az M szamot. A kovetkezd N sor
mindegyike a pixelrdcs egy adott sorat reprezentdlja. Minden sor pontosan M ka-
rakterbdl all, ezek értéke lehet R, G vagy B. Az i-edik sor j-edik betiije a kép P[i][j]
pixelét irja le.

Kimenet: Adjuk meg a hibas pixelek szdmét.

Példa:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesiti) Kimenet
4 4 / RRGB / RRRB / RRGG / RGRB 1

Magyardzat: a P[1][3], P[4][2], P[4][3], P[4][4] pixelek gyantisak, melyek koziil
csak a P[1][3] hibés.

Korlatok: 3 < N, M < 100, P[i][j] =R vagy G vagy B. Id6korlat: 0,4 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté, ha tudjuk, hogy minden gyants pixel hibés.

Bekiildendo egy is51.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 150. Van egy N x M mez6bol all6 jatéktablank, melynek egyes mez6i lyu-
kasak. Van tovabba egy 1 x 1 x 2 oldalu téglatestiink, melyet a kivetkezd szabalyok
szerint mozgathatunk a tabldn: a téglatestnek minden 1épés utan teljes feliiletével
szildrd mez6n kell allnia (kiilonben leesik); a téglatestet minden lépésben egy hosszi
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vagy egy rovid, a talajon 1évé élén atforgatva
mozgathatjuk a szomszédos mezokre.

Arra vagyunk kivéncsiak, hogy el lehet-e
juttatni a tablan elhelyezett téglatestet a kiin-
dul6 mez6jérol egy adott célmezére. A téglatest-
nek a kiindulé és a célmezbjén is egy 1 x 1-es
oldalan kell allnia.

Bemenet: az elsé sor tartalmazza a tabla sorainak és oszlopainak szamat,
azaz N-et és M-et. A kovetkez6 N sor mindegyikében M karakter taldlhato.
Az i-edik sor j-edik karaktere ,#”, ha a mez6 nem lyukas, és ,,.”, ha a mez6 lyukas.
A kovetkezé sorban a megvélaszolandé kérdések @) szdma szerepel. Az utdna 16v§
@ sor mindegyikében egy téglatest kezd6 mezojének sor- és oszlopindexe, majd egy
célmez6 sor- és oszlopindexe szerepel szokozzel elvalasztva. A sorokat és oszlopokat
nullatol indexeljiik.

Kimenet: az a szam, ahany kérdésre igen a valasz.
Példa:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesiti) Kimenet
45 1

CoGH L/ L R
2/3004/2404

Magyardzat: az elsé téglatest az alabbi 1épésekkel eljuthat a célba: elfektetés
a (3,1) és (3,2) mezdkre, feldllitds a (3, 3)-ra, elfektetés az (1,3) és (2,3) mezdkre,
atforditas az (1,4)—(2,4)-re, feldllitds a (0,4)-re. A mésodik téglatest nem juttat-
hato el a célba allé helyzetben.

Korldatok: 1 < N, M < 200, 1 < @ < 10000. Idékorlat: 0,5 mp.

Ertékelés: A pontok 50%-a kaphat6, ha Q = 1.

Bekiildendo egy s150.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

L1

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2021. marcius 15.

L1

Ko6zlemény

A szerkeszt6ség elkoltozott, az Gj cim:
1117 Budapest, Pdzmany Péter sétany 1/C III. emelet 3.405.

A telefonszam és a postai cim nem valtozott.
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Fizika gyakorlat megoldasa

G. 722. Felil nyitott edényben gdzldngon vizet forralunk. Kozvetlenil a gaz
elzardasa €s a lang kialvdasa utdn fehér gézfelhét figyelhetink meg az edény felett.
Magyardzzuk meg ezt a jelenséget!

(3 pont)

Megoldas. Az edényben 1év6 viz a melegités kozben erdteljesen parolog, viz-
parat juttatva az edény folotti levegbbe. Ez a folyamat egy dramlds is egyben,
hiszen a forré para mindig felfelé széll, és a korabban képz&dott rétegek helyét at-
veszik az djonnan képzédottek. Ez a parolgds nem annyira szembeotld jelenség,
mint amit a feladat leir, hiszen a vizgéz atlatszo, és a levegd a melegités hofokan
képes ezt a paratartalmat megtartani. Amint a melegités megsziinik, ez az dram-
las is megall, tehat az intenziv parolgasbdl adédo paratartalom az edény kozelében
marad. Ezutdn — szintén a héforrds hidnya miatt — gyors lehtilés kovetkezik be.
A hideg levegd kevesebb parat tud megtartani, aminek kovetkeztében a maradék
paratartalom kodszert, fehér gozfelhé formajaban kicsapédik. A gézfelhében 16vo
paranyi vizcseppeken szérodik a fény, ezért az jol lathato.

Jeszendi Sdra (Kecskeméti Katona J. Gimn., 10. évf.)

47 dolgozat érkezett. Helyes 26 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 14, hibds 3, nem
versenyszerii 4 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5251. Az m tomegt, kis mére-
ti testet az abran ldthato, rogzitett hasab
A pontjiban kezddsebesség nélkil elenged-
jiik. A test a bal oldali egyenes szakaszon
és az R sugariu koriven surloddsmentesen
csuszik. A jobb oldali eqyenes szakasz nem
surlodasmentes, a surlodast tényezo .

a) Mekkora erével nyomja a test a ha-
sabot a pdlya legmélyebb pontjan?

b) Mekkora a test sebessége a C pontban?

¢) Milyen h magassigba emelkedik fel a test?

Adatok: m = 0,6 kg, R =30 cm, o = 60°, = %tg a.
(5 pont) Kozli: Kotek Ldszlo, Pécs
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Megoldéas. a) A mozgds azon szakaszdn, ahol nincs sirlédds, alkalmazhatd
a mechanikai energiamegmaradds tétele. A test helyzeti energidja az A pont és

a palya legmélyebb pontja kézott AEy, = mg- 2R értékkel csokken. Ez akkor egyezik

meg a v sebességgel haladé test F,, = %mv2 mozgasi energiajaval, ha

m m
v=1y/4gR=,/4-9,81 - -03m=~343 —,
S s
ekkora tehat a palya alsé részénél kormozgast végzé test keriileti sebessége. A pélya
legmélyebb pontjan a kormozgést végzo test centripetdlis gyorsuldsat a testre haté
mg nagysagu nehézségi erd és a palya altal kifejtett N nagysagu nyoméero eléjeles

Osszege biztositja:
02
mE =N —mg,

ahonnan

v? N
N=m|g+—=)=5mg=5-0,6kg-981 — ~294N
R kg

adédik. Ekkora erével nyomja a hasib a testet fiiggblegesen felfelé, tehdt (a hatds-
ellenhatds térvénye szerint) ugyanekkora erét fejt ki a test a hasdbra fiiggblegesen
lefelé.

b) A test a C pontban R+ Rcosa = %R = 0,45 méterrel alacsonyabban van,
mint az A pontban volt. Az energiamegmaradds tétele szerint

1
—_— M R
3 mvo = mg oL

vagyis a test sebessége a C' pontban

vczx/3gR:\/3-9,81$-0,3m:2,97?%3r§

nagysagu lesz.

¢) Miutén a test letér a korpdlyardl, egy o = 60°-0s meredekségii lejtén halad
tovdbb. A test mozgasat egyrészt a nehézségi erd lejté iranyt komponense, méasrészt
a surlodasi erd lassitja. Ezek ereddje:

. . tga 3 .
F =mgsina + pmg cosa = mgsina + — “mgcosa = ymgsina,
és ennek megfeleloen a test lassuldsa
3 m
= —gsina = 12,74 —.
|al 5 gsina 2
Ekkora lassuldssal a lejté aljanal vo sebességgel rendelkezé test

¢ 0,233 s

At =
lal
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id6 miulva all meg. Mivel az egyenletesen lassuld test atlagsebessége
1
T= ~vo = 1,485 =,
2 S

a megalldsig megtett Ut hossza: s = v - At = 0,346 m. Ennek megfelelen a lejtén
mozgd test fiiggdleges emelkedési magassaga

hy =s-sina = 0,30 m,

amihez hozzdadva a C' pontnak a palya legalsé pontjahoz viszonyitott
1
he = R(1 — cosa) = iR = 0,15 m-es

magassagat, az emelkedés teljes magassagara a h = hy + ho = 0,45 m eredményt
kapjuk.

Kovdcs Kinga (Kecskeméti Katona J. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

91 dolgozat érkezett. Helyes 43 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 16, hidnyos
(1-3 pont) 26, hibas 5, nem értékelhet6 1 dolgozat.

P. 5253. Az Orfin taldlhaté Pécsi-té dtlagos vizmélysége 3,3 méter. A 25 °C-
0s viz homérsékletének mekkora vdltozdsa okoznd a vizszint fél centiméteres siillye-
dését?

(4 pont) Kozli: Stmon Péter, Pécs

Megoldas. Legyen a t6 kezdeti hémérséklete tg = 25 °C, kezdeti atlagos mély-
sége dy = 3,3 m, kezdeti térfogata Vj, a térfogatvaltozas AV, a t6 dtlagos mélysé-
gének megvaltozasa Ad = —0,5 cm = —5- 1072 m, a keresett hémérséklet-valtozas
At, tg + At = tq, és a viz slirlisége t; hémérsékleten p;.

Az egyszeriiség kedvéért tekintsiik gy, hogy a té6 medrének fala fiiggéleges
az adott fél centiméteren. (Ez nyilvdn nem igaz, de a meder faldnak ferdeségébdl
adodé térfogatkiilonbség az egész t6 fél centiméter vastag rétegének térfogatahoz
képest elhanyagolhatéan kicsi.) Megallapithatjuk, hogy

Ad 0,5
AV ="Vy=—— .
v do Vo 330 Vo
A fluggvénytablazat szerint
kg

025 oc = 997,07 5

Szamitsuk ki, hogy mekkora a viz stirlisége a keresett t; hémérsékleten! Mivel
a viz tomege (m) allandd,

m m 1
Oty = = =02°C" (5 —
K 1 K
:997,07m—%~ﬁz998,58 m—%.
1 =33
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Ugyancsak a fliggvénytablazat adatai szerint:

kg
015 °C = 999,126 3
m

k
020 0 = 998,23 —=.
m
tehat a keresett t1 hémérséklet 15 °C és 20 °C kozé esik.

Kozelitsiik a viz siirtiség-hémérséklet fiiggvényét a [15 °C; 20 °Cl-os intervallu-
mon egy linedris fiiggvénnyel, mely értéke 15 °C-nal g15 .c = 999,126 rl;ng, 20 °C-nal
020 oc = 998,23 %. Ennek a linedris fiiggvénynek a meredeksége:

o - o k
onoc Q15o C o ~0,179 g
20°C—-15°C m?3(°C)
Linedris interpolaciénal ugyanezt a meredekséget adja a % hényados, azaz
felirhatjuk a kovetkezé egyenletet:

Qtl - IQ15 °C kg
S Z S0 0,179
t; — 15 °C m3 (°C)
Innen
— o 998,58 — 999,126 ° o
tl:wJﬂwc: C+15°C~18°C.
—0,179 ke —0,179

A t6 hémérséklete tehat 18 °C-ra valtozik, azaz a viz lehtilése:

At=1t1 —tHp=18°C—-25°C=—-7°C.

Barta Gergely (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 12. évf.)

Megjegyzés. A legtobb versenyzé a viz térfogatvaltozasat a viz valamilyen hémérsék-
lethez tartozd hétagulasi egylitthatéjanak segitségével probalta meghatarozni. Ez meg-
lehetésen pontatlan eljaras, hiszen a viz siirliség—hémérséklet Osszefiiggése csak nagyon
kicsiny szakaszokon tekinthetd linedris fiiggvénynek. (Ezt a tulajdonsdgot ugy is meg-
fogalmazhatjuk, hogy a viz hétdguldsi egyiitthatdja er6sen hémérsékletfiiggs.) Pontosabb
eredményt kapunk, ha a siirliség—hémérséklet kapcsolatot tablazatbdl keressiik ki. Az in-
terneten megtaldlhaté tabldzatok (vagy slirtiségkalkuldtorok) hasznédlatdval még a linedris
interpolacié faradsagos munkgjat is elkeriilhetjiik.

94 dolgozat érkezett. Helyes 35 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 16, hidnyos
(1-2 pont) 25, hibds 13, nem versenyszer( 5 dolgozat.

P. 5256. Hogyan valtozik meg eqy sikkondenzdtor kapacitdsa, ha a fegyverzetek
kozotti térrész két felét két kilonbozo dielektromos dllanddju, homogén, elektromo-
san szigeteld anyaggal toltjik ki, és a két réteget elvalaszto feliilet

a) a fegyverzetekre merdleges sik;
b) a fegyverzetekkel parhuzamos sik?
(4 pont) Kozli: Wiedemann Ldszld, Budapest
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Megoldas. Legyen a kétféle anyag relativ dielektromos allanddja 5§rel) és 5§rel).

Tudjuk, hogy ha egy C kapacitasi kondenzétort egyenletesen kitoltiink e*e) relativ
dielektromos allandéju anyaggal, akkor a kapacitds €' = e("®) C-re véltozik.

a) Ebben az esetben az elrendezés felfoghaté két pdrhuzamosan kapcsolt kon-

denzatorként, melyek egyike a?el), masika egen relativ dielektromos allandéja

anyaggal van kitoltve, hiszen ott is az egyik és masik oldalon 1évé fegyverzetek
kiilon-kiilon 6ssze vannak kotve egymassal, és igy ekvipotencialisak, éppen tugy,
mint a mi esetiinkben. Az igy kapott két kondenzétor fegyverzetének teriilete fele-
akkora, mint az eredetié, és a kitolt6 szigetelbanyagot is figyelembe véve kapacité-
saik

C

5"

)

C
Cy = el oo dlletve  Cy= ered
Az ered§ kapacitas parhuzamos kapcsoldsnal ezek Osszege:

Egrel) + Eérel)

5 C.

C'=C1+Cy =

Ezek szerint a relativ dielektromos allanddk szdmtani kozepével szorzodik meg
az eredeti kapacitds. Az is konnyen belathato, hogy ha més aranyban osztjak fel
az egyes szigetelok a kondenzator térfogatat, akkor szorzdétényezonek a silyozott
szamtani kozepet kapjuk.

b) Ebben az esetben a kétféle szigeteldanyagot elvélaszté feliilet pontjai ekvi-
potencialisak, hiszen a hatérfeliilet sikja parhuzamos a fegyverzetekkel. Ha ide két,
vezetékkel 6sszekotott, vékony fémlapot rakunk, attél nem valtozik meg az elekt-
romos tér szerkezete, igy sem a toltéselrendezodés, sem az eredd kapacitas nem
valtozhat meg. fgy két, kiillonbozo szigetelovel kitoltott kondenzator soros kapceso-
lasat kapjuk. A két j kondenzator fegyverzetei kozti tavolsag az eredeti érték fele,
igy a szigetel6anyagok jelenlétét is figyelembe véve a kapacitdasuk

cp=2c & cp=20"c

Az ered§ kapacitds soros kapcsoldsnal:

C” B 1 B 9 oo 2Egrel)5gel) .
- 1 1 - 1 1 T _(rel) (rel) 7
ot e g €1 téy

Ilyenkor tehat a dielektromos dllandék harmonikus kozepével szorzédik meg az ere-
deti kapacitas. Ha a kétféle szigetel6anyag nem fele-fele ardnyban osztja fel a kon-
denzator térfogatat, akkor silyozott harmonikus kozépként kapjuk meg az eredd
kapacitést.

Téth Abel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

35 dolgozat érkezett. Helyes 13 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 9, hidnyos
(1-2 pont) 9, hibds 3, nem értékelhetd 1 dolgozat.
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P. 5260. Vizszintes tengelyt, rogzitett hengeren surlodo fonalat vetink dt. Ha
a fondl bal oldali végére m tomegi nehezéket, a jobb oldalira pedig 3m tomegiit
akasztunk, akkor az dllo helyzetbdl elengedett testek 2 m/s2 nagysagu gyorsuldssal
mozognak.

a) Mekkora gyorsuldssal mozognak a testek, ha mindkét oldalon elészor meg-
duplazzuk, majd meghdromszorozzuk a tomegiket?

b) Mekkora gyorsuldssal mozognak a testek, ha a jobb oldalon meghagyjuk
a 3m nagysdgu témeget, de a bal oldali fondlvégre 8m tomegii testet akasztunk?

¢) Hogyan vdlasszuk meg a bal oldali fondlvégre akasztott test tomegét, mikizben
a jobb oldalon megmarad a 3m témeg, hogy elengedés utan a rendszer nyugalomban
maradjon?

A fondl nagyon konnyt, tovdbba a fondl és a henger kézotti csuszdsi surlodds
egytitthatoja megegyezik a tapaddsi surlodds egytitthatdjdval.

(6 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

Megoldéas. Az 1. dbra az alapelrendezést mutatja. A testek gyorsuldsa
a=2 m/sz. Az egyes testekre K| és Ko nagysdgu fondlerd hat. A fonal surlo-
dik a hengeren, emiatt K1 # Ks. A jobb oldali test lefelé mozog, a bal oldali felfelé,
ilyenkor K7 > Ks.

Jeloljiik a fonalerék aranyat A-val:

Ky

— =A>1

Ky

A )\ szadm nagysédga nyilvan fiigg a strlddési egyiitthatétdl, a geometriai viszonyok-
tél, és elvben fiigghetne még a K; er6 nagysagatdl is. Mivel A dimenziétlan, K
pedig newton dimenziéji, A nem figghet K;-t6l, tehdt a tovabbi esetekben (ha
a fondl csuszik a hengeren) ugyanakkora szédmnak tekinthetd.

Megjegyzés. A X ardnyszam és a surlédasi egyiitthaté () kapcesolatét fels6bb ma-
tematikai médszerekkel, az in. kotélsiurldédési alapegyenlet megoldasaval lehet meghata-
rozni. Az eredmény: A = e"™. Erre az dsszefiiggésre azonban a feladatban feltett kérdések
megvalaszolasdhoz nem lesz sziikségiink.

frjuk fel mindkét testre a dinamika alapegyenletét, és fejezziik ki a kotélerék

aranyét!
3mg — K1 = 3ma = K, =3m(g — a),
Ko —mg =ma = Ky =m(g + a),
ahonnan
K 3(g —
=B 8= g0
Ky g+a

(A kotélsurlddési egyenlet szerint ez kb. = 0,2-nek felel meg.)

frjuk fel a mozgdsegyenleteket dltaldnosan, mas tomegek esetére is! A fondl
jobb oldali végén legyen egy M’, a bal oldalin egy m’ tomegfi test (M’ > m'), ardjuk
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M/g
1. dbra 2. abra

haté fondlersk nagysdga pedig K; és Kj. A nagyobb tomegli test a’ gyorsuldssal
kezd el mozogni lefelé (2. dbra).

A fonél és a henger kozotti surlddasi tényezd tovdabbra is u, tehat a fonalerdk
aranya ugyanakkora, mint az alapesetben:

K

— =A=198~2.

Le

A mozgésegyenletek tehat
Mg—- K =M4d = K =M'(g—d),
Ky—m'g=ma" = Ky=m/(g+a),
valamint K] = A K. Innen a gyorsulés:

(M) =X
(1) CT o my+a Y

a) Ha a tomegeket az eredeti értékek kétszeresére, illetve haromszorosdra no-
veljiik (m’ = 2m és M’ = 6m, illetve m’ = 3m és M’ = 9m), akkor a tomegek ara-
nya ugyanakkora marad, mint az alapesetben volt (M’/m' = 3), tehat a gyorsulds
mindegyik esetben

b) Ebben az esetben a bal oldali test a nagyobb tomegfi, az fog tehét lefelé
mozogni. Cseréljiik fel a jobb és a bal oldalt, hogy az (1) dsszefiiggést haszndlhassuk.
Most M’ = 8m és m' = 3m, tehét a testek gyorsuldsa:

8—3-1,98 m m
f= 2T 981 — = 1,45 .
T 8+3.1,98 s? s?
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¢) Milyen tomegarany esetén fordul el6, hogy a nehezebb test még éppen nem
tudja elhtizni a kénnyebbet, vagyis eréegyensuly van, de ha a nagyobb tomegi testet
egy nagyon kicsit meglokjiik lefelé, akkor egyenletesen (@’ = 0 gyorsuldssal) fog mo-
zogni? Az (1) sszefiiggés szerint ennek feltétele: M’ = Am’ =~ 2m/. (Kihasznaltuk,
hogy a cstuszasi surlédas egyiitthatoja megegyezik a tapadasi surlédas egyiitthato-
javal.)

Két esetet kell megkiilonboztetniink. Ha a jobb oldali M’ = 3m témeg a na-
gyobb, akkor a bal oldali fondlvégen legaldbb m’ = 1,5 m tomegii test kell legyen.
Ha viszont a 3m tomeg a kisebb, akkor megint fel kell cserélniink a jobb és a bal
oldalt, m’ lesz 3m nagysdgu és M’ legfeljebb Am’ ~ 6m lehet.

Osszefoglalva: ha a jobb oldalon 3m témegii test van, akkor a bal oldali
fonalvégre legalabb 1,5m, de legfeljebb 6m tomegli testet kell akasztani ahhoz,
hogy a rendszer elengedés utan nyugalomban maradjon.

Toronyi Andrds (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 11. évf.) és
Kertész Baldzs (Debreceni Ref. Koll. Déczy Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

42 dolgozat érkezett. Helyes Fekete Andras Albert, Toronyi Andras, Kertész Baldzs
és Varga Vézsony megolddsa. Kicsit hidnyos (5 pont) 5, hidnyos (1-4 pont) 30, hibés 2,
nem versenyszerii 1 dolgozat.

P. 5266. Az [ szabadsagi foki molekulakbol dllé idedlis gdz valamely egyen-
sulyi folyamata sordn ugy tdgul ki, hogy kézben nyomdsa a térfogatdval egyenes
aranyban novekszik. A végzett munkdndl hdnyszor tébb hot vesz fel ilyenkor a gdz?

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

Megoldas. A géz gy tédgul, hogy a nyomdsa ardnyos a térfogataval, vagyis

p1 P2 [
1 = ==, tehat Vo = pa V7.
(1) i v p1Va2 = p2V1
Szemléltessiik a folyamatot p—V diagramon.
A gaz munkdja a sctétebben jelolt trapéz terii-
P2 lete:
(p1+p2)(Va = V1)
D1 Wess = 9 =
Wgéz
v :pz‘@—pﬂﬁ-i'(pl‘/é—pzvl)
2 )
Vi Va
ami (1) alapjan igy is felirhatd:
p2Va —piVa
Wgéz - #
112 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/2



GF 2021.2.15 — 13:54 — 113. oldal — 49. lap KoMalL, 2021. februar ?

— P

Vizsgaljuk most a gaz belso energidjanak megvaltozasat. Ha a gdz molekulai-
nak f szabadsédgi foka van, akkor

AE, = gnRAT = gA(pV) = =(p2Va — p1V1).

N[~

A hétan 1. fététele szerint

1

3 p2Vo — p1 V7).

AEyL = Q + Wasson, vagyis Q =AE, + Wy, =

Leolvashatjuk, hogy a keresett arany:

Q
Wgéz

Koszta Benedek (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn., 11. évf.)

=f+1L

51 dolgozat érkezett. Helyes 28 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 9, hidnyos
(1-2 pont) 11, hibas 3 dolgozat.

P. 5268. Egy di =3 mm és egy do = 1,5 mm dt-
mérdji rézvezetéket ugy forrasztunk dssze, hogy az egyes I
vezetékdarabok félkoroket alkotva r = 4 cm sugard korré B
egészitsék ki eqymast. A zdrt kor egyik forrasztdsi pont-

jdhoz (A) és a vékonyabbik huzalbdl készilt félkor fe-
lezépontjdhoz (C) egy-egy igen hosszi egyenes vezeték
csatlakozik. Hatdrozzuk meg a koérvezetd kdézéppontjaban Il
a magneses mezé indukciovektordt, ha a csatlakozo ve-
zetékekben I =25 A erdsségti aram folyik!

(4 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest

Rs _ 2R, Megoldas. Legyen a di atmérdji (tehat

2 a vastagabb) huzal ellendlldsa Ry. A mésik, ds 4t-
mérdjli (vékonyabb) huzal teljes félkorének ellen-
allasa a keresztmetszetek aranyanak megfeleléen
nagyobb:

d2
R2:<1>}ﬁ:4Rh
ds

a negyedkorok ellendlldsa pedig 2Ry (lasd az db-
rdt).
Ha a f64ag I er6sségli arama a két agban I és Iy erGsségli aramokra oszlik,

akkor az
Il—|—IQZI és 2R1'11:3R1'12

Osszefiiggéseknek megfeleléen

3 . 2
Il = g[, illetve 12 = g[
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Ismert, hogy egy r sugard, I erésségli arammal atjart korvezeté magneses
indukciévektoranak nagysaga a kor koézéppontjdban
_ ol
2r’
és a korivek jaruléka a magneses indukcidhoz (a Biot—Savart-torvény szerint) a kor-

ivek hosszanak megfeleléen kisebb. Ezek szerint a negyedkor altal 1étrehozott még-
neses indukciévektor nagysaga

_ Lpoh 3 pol
4 2r 40 r’

a haromnegyed kor mentén folyé aram jaruléka pedig

By

_ 3ol 3 pol

42020 7

Mindkét indukciovektor merdleges a kor sikjara, de az iranyuk egymassal ellentétes
(B2 az dbra sikjabol kifelé, B pedig az dbra sikjaba befelé mutat). A két egyenes
vezeték arama a kor kdzéppontjaban nem hoz létre magneses indukciot, igy az egész
elrendezés ered6 méagneses indukciovektoranak nagysaga

By

_ _ 3 ol
|B| = | Bs| |B1|_E7_58’9MT’

irdnya pedig az dbra sikjara merdleges, abbdl kifelé mutat.
Somldn Gellért (Pécs, Lebwey Klara Gimn., 12. évf.)
25 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 7, hidnyos (1 pont)
2 dolgozat.

P. 5269. Mekkora frekvencidji szinuszos wvdlto-
arammal szemben képuvisel az dbran ldathato dsszedllitds
végtelen nagy ellendlldst?

(5 pont) Példatdri feladat nyomdn
C A C
Megoldéas. A kapcsolds szimmetridjabol kovetke- ” l I
zik, hogy az A, O és B pontok ekvipotencialisak, ko- L
zottiik nincs fesziiltség. Igy a kozottiik 1évo két teker- L & L
csen nem folyik dram, ezek a tekercsek az dramkorbél e 1000090

eltdvolithaték. A négy (paronként sorosan, majd pér-
huzamosan kapcsolt) kondenzator ered6 kapacitdsa C,
a maradék két (sorosan kapcsolt) tekercs eredd indukti-
vitdsa pedig 2L. Tehat a megadott kapcsolas ekvivalens
egy parhuzamosan kapcsolt C' kapacitasi kondenzétor- oA O
ral és 2L induktivitasu tekerccsel.

LY
VUVUVUVY
h

Q
Syl
Q
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Az dramkor akkor képvisel végtelen nagy ellendlldst (akkor lesz a {8dg dram-
eréssége nulla), ha a kapacitiv ellendllds megegyezik az induktiv ellendlldssal:

1

Xe =576

:XL:27Tf~2L,

vagyis ha a valtéaram frekvencidja:

1
F= V 82 LC”

Schmercz Blanka (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 10. évf.)

14 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos
(1-2 pont) 5 dolgozat.

P. 5271. Egy pontszeri test az abran ldthato kétféle utvonalon juthat el
az A pontbdl az £ tdvolsdgban lévd B pontig. Az a) esetben a test vizszintes egyenes
pdlydn mozog, a b) esetben pedig egy figgdleges sikban elhelyezkedd, h mélységi kor-
w mentén. Mindkét mozgds kezddsebessége vy. Melyik mozgas tart hosszabb ideig?
(A surlédds és a légellendllds elhanyagolhatd.)

a) b)
9‘46’—5 &A ,,,,,,,,,, SLh ¢ B
Vo
Adatok: vg =1 m/s, £ =1m, h =25 cm.
(6 pont) Kozli: Berke Martin, Budapest

Megoldas. Az a) esetben az AB 1t megtételéhez sziikséges 1d6

T,=—=1s.
Vo

A D) esethez (a koriven torténé mozgdshoz) tartozé idé legyen Tp,. A koriv
hossza ugyan nagyobb, mint ¢, de mivel a test sebessége mindvégig nagyobb vy-nél,
a mozgas idejének T,-val valé 6sszehasonlitdsa nem nyilvanvald feladat. Az a sejté-
stink, hogy T, < T,. Ha tudunk olyan becslést adni, amely szerint T, < T és T < T,,
ebbol mar kovetkezik, hogy a sejtésiink helyes, vagyis T, < Tj,.

Legyen a koriv sugara r. Az 1. dbrdn lathat6é derékszogii haromszog oldalai:
AO =1/2, 00" =r — h és AO’ =r. A Pitagorasz-tétel szerint

r2—§+(r—h)2
= ,

ahonnan
h 2
r=_—+4+ — =>5,0125 m.
2 8h ’
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O/

r—h

/2 O 1/2
A / ¢ / AR

c

1. dbra
Az dbran lathaté « szoget is meghatarozhatjuk:
. .
a = arcsin 5 - = 0,0999 (radidn).
Megjegyzés. A szokasosnél nagyobb pontossdgu szamoldst az indokolja, hogy egymas-
tél csak kicsit kiillonbozé mennyiségeket fogunk dsszehasonlitani.
Vilasszunk a koriv mentén egy olyan P pontot, amely az « szdget
p1 =0,1a =0,0100 és w2 =0,9a = 0,0899
nagysagu részre osztja (2. dbra). Az egyes ivdarabok hossza:
s1 = rep; = 0,0501 m, illetve So = 1o = 0,4506 m.
Megjegyzés. A teljes koriv hossza: 2(s1 + s2) = ra = 1,0015 m, vagyis mindossze
masfél milliméterrel nagyobb, mint az AB egyenes szakasz hossza.
A P pont és az A pont kozotti magassdgkiilonbség
Ah = r(cos pg — cosa) = 0,0047 m,

emiatt a koriven mozgd pontszerti test sebessége a P pontban (a munkatétel szerint)

vy = \Jv2 + 29Ah = 1,045 ?

Adjunk fels6 korlatot a koriven tortén6é mozgas Ty idejére! A test sebessége
az AP v mentén (a kezdépontot leszdmitva) mindenhol nagyobb, mint vy, tehdt
ezt a palyat rovidebb, mint

s
t < =L =0,050 s
Vo
id6 alatt futja be a test. Hasonl6 megfontolassal adddik, hogy a PC iv mentén
a test sebessége mindenhol nagyobb, mint vy, tehat a mozgas ideje ezen a részen

to < 22 = 0,431 s.
U1
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Lathaté, hogy az AB iven torténd mozgas teljes idGtartama:
Ty = 2(t1 + t2) < 0,962 s < 1,00 s = T,,.

Sejtésiink tehdt helyes volt: a test a b) esetben jut el hamarabb A-bdl B-be.
Varga Vdzsony (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évt.)
dolgozata alapjan

40 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldds. Kicsit hidnyos (5 pont) 4, hidnyos
(1-2 pont) 16, hibas 1 dolgozat.

P. 5272. Az abrén ldthato négy belsd fogaskerék
kirbejar, a kilsd pedig dll. (A fogaskerekek mozgdsa
a honlapon megtekinthetd.)

Mekkora az A, B és C jeli fogaskerék fordulatszd-
ma, ha a legkisebb, D jeli fogaskerék mdsodpercenként
egyszer fordul korbe?

(5 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhéz

Megoldas. Vizsgaljuk a mozgést egy olyan forgd vonatkoztatédsi rendszerben,
amely a K-val jelolt kiils6, valamint az A és B kerekek kozéppontja dltal meghataro-
zott hdromszoghoz van rogzitve. (Ebben a rendszerben az 6sszes kerék egyhelyben
forog).

Csuszasmentesen érintkezd, forgo kerekek keriileti sebessége megegyezik, tehat
a fordulatszamuk forditottan aranyos sugaraikkal, ami viszont a keriiletiikkel és igy
a fogaik szdmaval aranyos.

Vegyiik figyelembe, hogy az 1j viszonyitasi rendszeriink forog, igy ebben
a D kerék fordulatszama mar nem 1 s~!, hanem egy ismeretlen érték. Jeloljiik a for-
g6 rendszerbeli fordulatszamokat a kerék kis betiivel irt jelével (vagyis a D kerék
fordulatszama d), majd szdmoljuk ki a tobbi kerék (dj vonatkoztatési rendszerbeli)
fordulatszamat d-vel kifejezve. A feladat dbrdjarol leolvashato, hogy a fogak szama
rendre 19, 13, 11 és 7, a kiils6 keréké pedig 37. Ezek szerint
7 7 7 7

C:ﬁd7 b:Ed, a:Ed es kzﬁd

A kils6 kerék k= 3—77d fordulatszammal forog a forgd rendszeriinkben, ami
azt jelenti, hogy a vonatkoztatdsi rendszeriink (a fogaskerekek egyiittes rendszere)
a valésdgban k fordulatszammal mozog az all6 kiilsé kerékhez képest. A tobbi fogas-
kerék valds fordulatszamahoz meg kell dllapitanunk a forgdsiranyukat. Az a kerék,
amelyik azonos iranyba forog a vonatkoztatasi rendszeriinkkel, ahhoz hozza kell
adni k-t (ilyen a C kerék), a tobbi fordulatszdmabdl pedig ki kell vonnunk k-t.
A valés fordulatszamokat n-nel jelolve (és a kerék betiijelével indexelve) ezeket
az Osszefliggéseket kapjuk:

1 7 30
= 1 - = — = —_—a = — 1 — —
np . d—k=d 37d 37d7 vagyis d ,
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tovabba - -
k=—d=— —.
37 30 s
Az A, B és C fogaskerekek tényleges fordulatszamanak nagysiga:
7 2591 71 211
d—k =

nap =

19° " "50s 30s 958
o Ty g 391 T 1281
13 390s 30 s 65 s’
o Ty P91 T 1561
11 330s 30 s 55 s

Megjegyzés. A C' kerék forgasiranya ellentétes a tobbiével.

Kozardczy Csaba (Miskolci Herman O. Gimn., 12. évf.)

58 dolgozat érkezett. Helyes 5 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 7, hidnyos
(1-3 pont) 44, hibds 2 dolgozat.

P. 5275. Az eqyik kaposvari szokdkiutbol 1 perc alatt 1 kobméter viz szokik fel
fiiggdlegesen 5 m magasra.

a) Mekkora a wvillanymotor felvett teljesitménye, ha a szivaltyizds hatds-
foka 75%?

b) Mekkora sebességgel dramlik ki a viz a cs6bdl?

¢) Mekkora a kilépd vizaram atmérdje?

d) Mekkora a vizsugdr atmérdje 2,5 m magassdgban?

A légellenalldstol és a vizsugar cseppekre szakadasatol tekintsiink el.

(4 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

Megoldas. Ismert adatok:
a megfigyelt idotartam: ¢ = 1 perc = 60 s;
a vizsugar magassiga h = 5 m;
a t id6 alatt kidramlé viz mennyisége: V = 1 m?;
a viz sfirisége: o = 1000 kg/m?;
és végiil a nehézségi gyorsulds: g = 9,81 m/s%.
a) A szivattyuzas hatasfoka: n = 0,75. A megadott id6 alatt végzett hasznos
munka a viz emelésére forditott munka: Wy, = mgh = ¢V gh, igy a hasznos teljesit-

mény:
Vgh
p— &V
t
A hatdsfok a hasznos és a felvett P; teljesitmény hanyadosa, igy
P Vgh
p= 290 kW
n tn

A villanymotor felvett teljesitménye tehat kb. 1,1 kW.
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b) A munkatétel szerint egy m tomegl, vy kezddsebességli vizdarabon végzett
—mgh munka a mozgési energia megvéltozasaval egyezik meg:

1
W = —mgh = AE,, = —imvg,

vagyis a kiaramlo viz sebessége:

A vizsugar tehat kb. 10 m/s sebességgel dramlik ki a szokOkit csovébél.
c¢) Egységnyi id6 alatt
AV V1 m?
At Tt 60 s
térfogati viz aramlik ki a cs6bol. Ez igy is felirhato:

1% As
? = A Kt = Apvo,

ahol Ay a cs6 keresztmetszete, As pedig a viz elmozduldsa egy kicsiny At id6 alatt.

A vizsugar keresztmetszete dy atméroju kor, igy fenndll, hogy

V:dj

tvg 4

)

ahonnan dy = 4,6 cm. A kilép6 vizdram dtmérdje tehat 4,6 cm.

d) A megadott magassdg: h; = 2,5 m. A munkatétel szerint:

1 1
—mghy, = imvf — imvg,

ahonnan a vizsugar sebessége h; magassagban

v = \/v} —2ghy = 7,0?.

Az anyagmegmaradast kifejezd kontinuitdsi egyenlet szerint

A2 B
0 1
Agvg = Aqvy, Vo=

ahonnan a némileg lelassuld vizsugar atmérdje

dy =dyy /-2 =0,055 m = 5,5 cm.
U1

Horvdth Aniké (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn., 12. évf.)

77 dolgozat érkezett. Helyes 37 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 21, hidnyos
(1-2 pont) 14, hibds 1, nem versenyszer( 4 dolgozat.
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P. 5276. Egy 25 cm-es datmérdre felfujt, gomb alakt lufival beszdllunk Euro-
pa legnagyobb emelkedési, drotkotélpdlydjanak kabinjaba, és a hegytetdig utazunk.
A kabin nem zdr légmentesen, de a belsé hémérsékletét mindvégig a beszdllohely
hémérsékletén tartjik. A kabin a tengerszint feletti 1000 m-es magassdgbol indul,
és majdnem 3000 m magasba viszi fel a turistikat a Zugspitze csucsdig. A lufin
belili nyomds mindvégig alig nagyobb a kilsé légnyomdsndl.

Becstiljiik meg, mekkora lesz a lufi dtmérdje, amikor kiszallunk a kabinbol!

(4 pont) Kozli: Miklds Ildikd, Tésa

Megoldas. Izotermikus folyamatrél van szd, tehat érvényes, hogy p1 Vi =
= paVh, ahol p a lufiban 1évé nyomadst jeloli (ami j6 kozelitéssel a kiilsé 1égkor
aktudlis nyomdsaval egyezik meg), V' pedig a lufiban 1év6 levegd térfogata. (Az 1-es
index a beszall6helyhez, a 2-es a fels6 alloméshoz tartozé adatokra utal.)

Tablazati adatokbdl a légnyomas 1000 m magassdgban p; ~ 900 hPa, 3000 m
magassagban pedig pa ~ 700 hPa. Masrészt a V térfogat a (gomb alakinak tekin-
tett) lufi d drmérdje kozotti kapcesolat

A7 d3 Vi dy ’
ey h — ==
V 5 3" ahonnan V2 <d2>

A téblazati adatok (vagy a barometrikus magassdgformula) felhaszndldsdval

PL 900 199 vagyis dy = d“/VQ d3 ~27cm
D2 700

A lufi 4tméréje tehat mintegy 2 centiméternyit né, mialatt a kabin az alsé dlloméastol
a Zugspitze csucsaig emelkedik.

Beke Zsolt (Révkomérom, Selye Janos Gimn., 12. Gimn., 12. évf.)

75 dolgozat érkezett. Helyes 58 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 9, hidnyos
(1-2 pont) 5, nem versenyszer( 3 dolgozat.

Koszonto

Holics Laszlé a KoMal Fizika Rovatdanak 1959. szeptemberi megindulasatol
kezdve mind a mai napig a Fizika Szerkesztébizottsdg folyamatosan aktiv tagja.
Eddig 468 feladata, 7 cikke és 12 OKTYV beszdmoldja jelent meg. 2021 februdr-
jaban a 90. sziiletésnapjan azzal a meglepetéssel koszontjiik, hogy jelen szdmunk
mindegyik fizika feladatat az 0 kitiizésre javasolt problémadi alapjan allitottuk Gssze.

Ugyancsak idén februarban tolti be 90. életévét Wiedemann Laszld,
a KoMalL fizika pontversenyének ma is aktiv feladatkit(iz6je, akinek 1960 aprili-
sa és 2020 oktébere kozott 43 feladata jelent meg a Lapunkban.

Mindkett6jiiknek jé egészséget és tovabbi aktiv éveket kivan

a SzerkesztObizottsag
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Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 402. Készitsiink vékony papirbél ¢ = 80 cm hosszi papircsikot, végeit azo-
nos magassagban, egymastdl bizonyos tavolsagban rogzitsiik eltolhaté allvanyokon.
Helyezziink a papircsikra az dbrdn lathaté helyzetben egy kis méretii, korhenger
alaki, bontatlan konzervdobozt, és kezddsebesség nélkiil engedjiik szabadon gor-
diilni. Mérjiik meg kiilonb6z6 d tavolsdgok esetén a konzervdoboz szimmetriaten-
gelyének legnagyobb sebességét! Mekkora d-hez tartozik a maximélis sebesség?

Utmutatds. A sebesség méréséhez hasznalhatjuk pl. mobiltelefonunkat és
a Tracker kiértékel6 programot.*

(6 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest

G. 733. Egy kutbol vizet huizunk fel. A kat mélysége 10 méter, a veder tomege
2 kg, a lanc tomege 3 kg, és a veder lrtartalma 12 liter. Mekkora a vizhuzas
mechanikai hatdsfoka? Fiigg-e a hatdsfok a kit mélységétol?

(3 pont) Kozli: Holics Ladszlo, Budapest

G. 734. Egy gépkocsi 3 6rdn at 80 km/h &tlagsebességgel
haladt. Harom kiilénboz6 utszakasz mindegyikén egyenletes sebes-
séggel mozgott. A vérosi csucsforgalomban v1 = 20 km/h volt a se-
bessége, az orszdgiton vy = 80 km/h, és végiil az autépédlydn mds-
fél 6rén keresztiil vs = 120 km/h sebességgel haladt. Mennyi id6t
toltott az autd a csicsforgalomban, és mennyi volt az auto atlag-
sebessége a véarosi és az orszaguti szakaszokon egyiittesen?

(3 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest

G. 735. Az dbran lathaté hengerkerék szabadon foroghat
egy rogzitett tengely koriil. A mozgdcsigdk tomege my és mo
(my < mg). Milyen irdnyban és mekkora erével kell hiiznunk a bal
oldali legszéls6 kotélszalat, hogy a rendszer egyensulyban legyen?
(A kotél nem csuszik meg a csigdkon.)

Adatok: R =10 cm, r =5 cm, my = 2 kg, mo = 3 kg.

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

“Ezen alkalmazds hasznélatdnak ismeretét az emelt szintii fizika érettségin elvéarjék.
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g G. 736. Egy nagy, vizzel telt tal annyira
|: nyulik tul az asztal szélén, hogy hajszdl hi-
jan lebillen. A tal asztal folotti részénél egy

jégkocka uszik a vizen. Nagyon enyhe fuval-

lat lassan az asztalon kiviili rész felé sodorja
a jégkockat. Mikor billen le a tal?

(3 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest

P. 5294. Egy félhenger alaku valyu tengelye viz- P
szintes. A valyu egyik vizszintes sugardnak P felezd-
pontjan at kiilonboz6 hajlasszogii lejtéket fektetiink.
Mekkora annak a lejtonek a hajlasszoge, amelyen egy
surlédasmentesen lecsiszd piciny test leghamarabb éri
el a vélyu feliiletét?

(5 pont) Kozli: Holics Ldszlo, Budapest

P. 5295. Egy LEGO-motorral hajtott m tomegi kisauté a hajlasszogi lejton
felfelé indul el. A motor mechanikai teljesitménye (az indulds utdni nagyon roévid
id6tartamot leszdmitva) dlland6 P értékli. Mekkora lesz a végsebessége? (A kerekek
nem csusznak, és a gordiilé ellendllds elhanyagolhatéan kicsi.)

a) frjuk le, milyen jellegli a kisauté mozgéasa!

b) Abrzizoljuk vazlatosan egy kozos diagramon a teljesitményt, a sebességet,
valamint a kerekekre haté tapadasi surlédési erét az idé fiiggvényében! Készitsiik
el az er6—sebesség grafikont is!

¢) Mekkora a mozgas sordn a legkisebb stirlodasi eré?

(5 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5296. Az 1 °C-os vizben egy beliil {ires vasgoly6 lebeg. Mi torténik, ha
lassan emelkedik a hémérséklet? Hany fokos vizben fog djra lebegni a vasgoly6?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5297. Egy konnyti, hajlékony, nyujt-
hatatlan damilszal hossza ¢ = 80 cm. A szdl
végeit azonos magassagban, egymastol vala-
mekkora tdvolsdgban rogzitjiik. A szélon egy
m = 5 g tomegii, kbzepén atfurt acélgolyé tud
csuszni. Az acélgolyot olyan helyzetbol indit-
juk, aminél a feszes damilszal egyik része fiig-
géleges.

a) Legfeljebb mekkora sebességre gyorsul fel az acélgolyd, ha a surlédds és
a kozegellenallds elhanyagolhaté?

b) Mekkora erd fesziti a damilt, amikor az acélgolyé sebessége maximalis?
(Az acélgoly6t tekintsiik tomegpontnak!)

(5 pont) Holics Ldszlo mérési feladata nyomén
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P. 5298. Két, egyenként m = 0,25 kg tomegt, kis mé- m.ooy m
reti acélgoly6 £ = 60 cm hossz, nytjthatatlan fondllal van ~— f —*
Osszekotve. A két golydt ugy tartjuk, hogy osszekotd fona-
luk vizszintes egyenes és fesziiltségmentes. Egy adott pilla-
natban a két golyot egyszerre, 16késmentesen elengedjiik.
h = 1,8 m esés utan az egyik goly6 egy kidllé merev képar-
kanyba titkozik. Az {itkozés abszolut rugalmas.

a) Mekkora er§ fesziti a fonalat az {itk6zés utani pil-
lanatban?

b) Milyen magassdgban lesz a parkanyhoz képest az iitkoz6 golyd az iitkozés
utdn t = ;11 s mulva?

(A kozegellenéllds elhanyagolhatd.)

(4 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest

P. 5299. Egy vizszintes, surlédasmentes asztalon egyenletes tomegeloszldsu,
M tomegli, D rugdédllandoji, erds spirdlrugot egyik végénél hizva F' erével gyor-
sftunk dgy, hogy annak minden pontja a rugé tengelyének irdnyaban ugyanakko-
ra gyorsuldssal mozog. Mekkora a rugé hossza, ha nyugalmi allapotban a hossza
Ly > F/D volt?

ont Kozli: Holics Laszlo, Budapest

(4 pont) p
P. 5300. Egy 10 cm atmérdjii, 20 cm gyijto- /%,-Nap

tavolsagu lencse optikai tengelye éppen a Nap ko- ad ot /—;//

zéppontja felé mutat. A lencsétdl 30 cm-re siktiik-
rot helyeziink el az dbra szerint. Az optikai tengely o
mentén hova kell helyezni egy igen kicsi méretii tes-
tet, hogy a homérséklete a leggyorsabban emelked-
jék? Tiszta napsiitéses id6t feltételezve mennyi id6 tiikor
alatt olvadna meg az ott elhelyezett kicsiny, feke-
tére kormozott aluminiumtégelyben levé 0 °C hémérsékletii és 0,1 ecm? térfogatii
jégdarab? A lencsén, a tiikron, valamint a testeken fellépé Osszes energiaveszteség
a hasznos energia 20%-a. A napsugarzas intenzitdsa a Fold felszinén 0,1 W/cm2,
és a Nap képe kisebb, mint a tégely mérete.

Az optikai tengely mentén talalhaté még egy masik pont is, ahova helyezve
a tégelyt a benne 1év6 jég hamarabb megolvad, mint a kornyezé helyek barmelyi-
kénél. Hol van ez a pont, és ott mennyi id6 alatt olvad meg a jég?

(5 pont) Holics Laszlé feladata nyomén

P. 5301. Pontszerti QQ toltés elektromos erdterében, tole R tavolsagban sza-
badon forgd, p momentumui, pontszerii elektromos dipélus van. Mekkora munkat
kell végezniink, ha a dipdlust a rogzitett t61téstdl nagyon messzire (a ,végtelenbe”)

tavolitjuk?
(4 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest
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P. 5302. Az dbrdn lathato alul zart, A keresztmetszetii,
[ feliil nyitott csovet fliggdleges helyzetben tartjuk gy, hogy
egy m tomegi, benne kéonnyen csiszé, a csobdl kissé kiérd
tomor, nehéz dugattyit is fogunk.

A kiils6 pg 1égnyomas és a bels6 nyoméds kezdetben meg-
egyezik. A bezart légoszlop kezdeti hossza L. A c¢so alja a viz-
szintes talajtol hg magassagra van. A kiils6 és a kezdeti bels6
homérséklet Ty. Fzt a rendszert egy adott pillanatban kez-
- désebesség nélkiil elengedjitk. A csé alja az titkdzéskor hoz-
zatapad a talajhoz. (A cs6ben a strlédds, valamint a kiils§
légkorbeli kozegellendllas elhanyagolhatd.)

Po L

ho a) Mekkora lesz a maximédlis hémérséklet a csében?

b) Mekkora lesz a dugattyt legnagyobb gyorsuldsa?

¢) Milyen magasra emelkedik a csébdl kirepiild du-
gattyu?

Adatok: A=0,25 dm?, m=0,5 kg, po=10° Pa, L =10,8 m, ho = 0,6 m,
Ty = 300 K.
(5 pont) Kozli: Holics Ladszlo, Budapest

P. 5303. Egy puska 500 m/s sebességii lovedéke faba csapddik, és ott 5 cm-es
titon lefékezddik. A 16vedék tomor, 4 cm hosszi, 7800 kg/m3 sfirfiségii fémhengernek
tekinthetd, amelynek fékezodése idében egyenletes.

a) Becsiiljiik meg, hogy legfeljebb mekkora mechanikai fesziiltség alakul ki
a 1ovedék lefékezédése sordn!

b) Becsiiljitk meg, hogy mekkora elektromos fesziiltség jon létre a 16vedék eleje
és vége kozott az elektronok tehetetlensége miatt!

(5 pont) Holics Ldszlé feladata nyomén

P. 5304. Egy mozdulatlan test az Egyenliton helyezkedik el. Mikor kisebb
a test sulya: délben vagy éjfélkor? Mekkora a test sulyanak relativ megvaltozasa
12 6ra alatt?

(A Napon és a Foldon kiviil més égitestek hatdsat ne vegyiik figyelembe!)
(6 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. marcius 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1
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MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 71. No. 2. February 2021)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 96): K. 684. a) Sophie
and Bertie are playing a game that involves breaking a bar of chocolate into pieces. The
chocolate bar consists of 10 x 5 squares. They take turns in splitting the chocolate along
the dividing lines. The player who first breaks off a single square will lose the game. In each
move, they are only allowed to touch and split one piece. Sophie starts the game. Can she
make sure that she will win, whatever Bertie’s moves are? b) After the first game, Bertie
wants to strike back. He wants Sophie to start again, but with a different rule: the player
who first breaks off a single square will win the game. Can Sophie make sure that she
will win again? K. 685. Steve went picking mushrooms. Since he is becoming better and
better at spotting mushrooms, this time he found 62 penny bun mushrooms. The average
number in his previous mushroom picking trips had been 30, which was thus increased
to 32. How many penny bun mushrooms should he have found in order to increase the
mean to 337 K. 686. Each of the integers 1 to 100 is written on a separate piece of paper.
20 pieces of paper are drawn at random from the 100 pieces. Show that it is always possible
to select four out of the 20 such that the sum of two numbers equals the sum of the other
two. K. 687. There are some toy robots waiting on one side of a street. In each move, it
is allowed to instruct exactly four robots to cross the street. For what number of robots
is it possible to make all the robots end up on the other side? K. 688. a) Is it possible to
form pairs out of the numbers 1,2, 3,4, ...,23,24, so that the sum of each pair should be
a perfect square? b) Is it possible to form pairs out of the numbers 1,2,3,4,...,21,22 so
that the sum of each pair should be a perfect square?

New exercises for practice — competition C (see page 97): Exercises up
to grade 10: C. 1651. The terms of a number sequence are generated as follows: the
first term is 895, and the following term is always obtained by multiplying the sum of
the digits of the previous term by 61. Determine the 2021st term of the sequence, and
the sum of the first 2021 terms. C. 1652. The shorter leg of each of two right-angled
triangles has unit length. In each triangle, the right-angled vertex is at a unit distance
from a point dividing the hypotenuse in a 2: 1 ratio: in one case it is the point closer
to the right-angled vertex, and in the other case it is the point farther away. Prove that
it is possible to select three out of the non-unit sides of the two triangles such that the
three lengths form a right-angled triangle. Exercises for everyone: C. 1653. How
many solutions does the inequality |z| + |y| < 2021 have over the set of pairs of integers?
C. 1654. Find the radius of each circle that is tangent to the graphs of the functions

flz) = 3&:6 and g(z) = 28?11, and also touches the z-axis. C. 1655. Solve the equation

2(z +y — 1831)% = (2 — 1802)(2y — 1860) over the set of pairs of real numbers. Exercises
upwards of grade 11: C. 1656. Three consecutive terms of an arithmetic sequence are
prime numbers greater than 3. Show that the common difference of the sequence is divisible
by 3. (Proposed by L. Németh, Fonyéd) C. 1657. BCD and CAE are regular triangles
drawn on legs BC and C'A of a right-angled triangle ABC, on the outside. Prove that the
midpoints of the line segments AB, CD and CE also form a regular triangle.

New exercises — competition B (see page 98): B. 5150. Prove that there are
only a finite number of positive integers that cannot be obtained by adding one of the
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digits of a smaller number to that number. What is the largest of these finite number
of integers? (4 points) B. 5151. Prove that if a®> = b® 4 ac = ¢* + ab, then two of the
numbers a, b, ¢ are equal. (3 points) B. 5152. Determine those positive integers greater
than 1 whose positive divisors can all be written on the circumference of a circle so that
the ratio of every adjacent pair should be a prime. (5 points) (Proposed by D. Lenger,
Budapest and G. Szics, Szikszé) B. 5153. Let A, B, C denote the vertices of an equilateral
triangle of unit side, and let D be a point on the extension of side AB beyond B. The
perpendicular drawn to line segment BC at B intersects line segment C'D at E (see
figure). Find the length of C'E, given that ED = 1. (4 points) B. 5154. Find all functions
f taking on positive integer values, and defined on the set of positive integers such that
f(f(n)) =2n and f(4n — 3) = 4n — 1 for all positive integers n. (4 points) (Proposed by
S. Rdka, Nyiregyhiza) B. 5155. The convex quadrilateral ABCD has no parallel sides,
and the intersection of lines AB and CD is M. Point X is moving along the interior
of side AB, and point Y is moving along the interior of side C'D so that the equality
AX : XB = DY : YC remains true. Show that the circles M XY all have another common
point, different from M. (5 points) B. 5156. Let K be a convex polygon of 2n vertices
where all sides have unit length and the opposite sides are parallel. Show that K can
be dissected into a finite number of rhombuses of unit sides. How many rhombuses may
there be? (6 points) B. 5157. There are some integers on the blackboard. Each of three
students (independently of each other) selects a number from the board at random, and
writes it down in their notebook. Prove that the probability that the sum of the three
numbers written down is divisible by 3 is at least 1/4. (6 points)

New problems — competition A (see page 99): A. 793. In the 43 dimension
Fuclidean space the convex hull of finite set S contains polyhedron P. We know that P
has 47 vertices. Prove that it is possible to choose at most 2021 points in S such that
the convex hull of these points also contain P, and this is sharp. (Submitted by Démdtor
Pdlvélgyi, Budapest) A. 794. A polyomino P occupies n cells of an infinite grid of unit
squares. In each move, we lift P off the grid and then we place it back into a new position,
possibly rotated and reflected, so that the preceding and the new position have n — 1 cells
in common. We say that P is a caterpillar of area n if, by means of a series of moves, we
can free up all cells initially occupied by P. How many caterpillars of area 10° + 1 are
there? (Submitted by Nikolai Beluhov, Bulgaria)

Problems in Physics
(see page 121)

M. 402. Make an 80-cm long paper strip from a thin sheet of paper, and attach its
ends at the same height to two movable stands, which are at a certain distance from each
other. Place a small size cylinder-shaped unopened tin can on the strip as shown in the
figure, and let it roll without initial speed. In the case of different distances of d between
the stands measure the greatest speed of the symmetry axis of the can. At what distance
of d will this speed be the maximum?

G. 733. Water is drawn up from a well. The depth of the well is 10 metres, the mass
of the bucket is 2 kg, the mass of the chain is 3 kg and the capacity of the container is
12 litres. What is the mechanical efficiency of bringing the water up? Does this efficiency
depend on the depth of the well? G. 734. A car travelled for 3 hours at an average speed of
80 km/h. The route consisted of three parts in all of which the car travelled at a constant
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speed. In the heavy traffic of some urban area its speed was v1 = 20 km/h, on the highway
its speed was v2 = 80 km/h, while on the dual carriageway its speed was vs = 120 km/h
for one and a half hours. How long was the car in the heavy traffic of the city, and what
was the average speed of the car for the total distance travelled in the city and on the
highway? G. 735. The pulley wheel shown in the figure can rotate freely about a fixed
shaft. The masses of the movable pulleys are mi1 and ma (m1 < m2). In what direction
and at what magnitude of force do we have to pull the thread at the left in order to keep
the system in equilibrium? (The thread does not slide on the pulley.) Data: R = 10 cm,
r =25 cm, mi =2 kg, ma =3 kg. G. 736. A big bowl full of water extends beyond the
edge of the table so far, that it is just on the verge of tipping over. A piece of ice cube
is floating in the water in that part of the bowl which is above the table. A very gentle
breeze wafts it towards the part of the bowl which is not above the table. When will the
bowl tip over?

P. 5294. A half-cylinder-shaped trough has a horizontal symmetry axis. Through the
midpoint of one of the horizontal radii of the trough an inclined plane of angle of elevation
of a is laid. What is the angle of elevation of that slope along which a small object slides
without friction in the shortest time? P. 5295. A small cart of mass m which is driven
by a LEGO motor starts to move upward along a slope of angle of elevation of a. The
mechanical power of the motor (except for the very beginning of the motion) has a constant
value of P. What is the final speed of the cart? (The wheels do not slide and rolling
resistance is negligible.) a) Describe the motion of the cart. b) As a function of the time
sketch the graph of the power, speed, and the static frictional force in the same diagram.
Sketch the force—velocity diagram as well. ¢) What is the least frictional force during the
motion? P. 5296. A hollow iron ball is floating in water which is at a temperature of 1 °C.
What happens if the temperature slowly rises? What is the temperature of the water in
which the ball floats again? P. 5297. The length of a light, flexible but unstretchable
fishing line is £ = 80 cm. The two ends of the fishing line are fixed at two points at the
same height, at a certain distance of each other. A steel marble of mass m = 5 g, which
has a hole drilled through it, can slide along the fishing line. This bead is started from
a position such that one part of the tight fishing line is vertical. a) To what maximum
speed can the steel marble speed up, if friction and air drag are negligible? b) What is the
tension in the fishing line when the speed of the steel marble is maximum? P. 5298. Two
small balls each having a mass of m = 0.25 kg are tied by means of an ¢ = 60 cm long
thread, which cannot be stretched. The balls are held such that the thread is horizontal
and the tension is zero. At a certain moment the two balls are released, without jerking
any of them. After a fall of h = 1.8 m one of the balls collides with a protruding rigid stone
ledge. The collision is totally elastic. ) What is the tension in the thread at the moment
right after the collision? b) How high above the ledge will the ball, colliding with the ledge,
be when ¢t = 0.25 s elapses after the collision? (Air drag is negligible.) P. 5299. A strong
uniform-density spring of mass M and of spring constant D is accelerated by pulling it at
one of its ends with a force F' along a horizontal, frictionless tabletop such that each point
of the spring moves at the same acceleration into the direction of the symmetry axis of
the spring. What is the length of the spring if its relaxed length was ¢o > F/D? P. 5300.
The principal axis of a lens of diameter 10 cm, and of focal length 20 cm points exactly
towards the centre of the Sun. A plane mirror is placed 30 cm from the lens as it is shown
in the figure. Where should a very small object be placed on the principal axis in order
that its temperature increase at the greatest rate? Assuming clear sunny weather how
long would it take for a small piece of ice placed to that position to melt provided that
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the ice is kept in a small aluminium jar covered in black soot? The volume of the ice is
0.1 cm® and it is at a temperature of 0 °C. The total energy lost in the lens, in the mirror
and on the surface of the bodies, is the 20% of the useful energy. The intensity of the
radiation of the Sun at the surface of the Earth is 0.1 W/cm®, and the image of the Sun
is smaller than the size of the jar. Along the principal axis there is another point at which
the ice in the jar melts sooner than at the neighbouring points. Where is this point and
how long does it take for the ice to melt there? P. 5301. In the electric field of a point-like
charge @, at a distance of R from it, there is a point-like electric dipole, which can rotate
freely and which has a dipole momentum of p. How much work has to be done when the
dipole is moved very far (“to infinity”) from the charge? P. 5302. A tube, closed at its
bottom end and open at the its top, having a cross sectional area of A, is held vertically as
it is shown in the figure such that at its top we also hold a heavy, solid piston of mass m,
which can move easily in the tube and which extends a bit beyond the tube. Initially the
external pressure po is the same as the pressure inside the tube. The initial length of the
air column in the tube is L. The bottom of the tube is at a distance of hg from the level
ground. The ambient temperature and the initial temperature inside is Tp. The system is
released without initial speed at a certain moment. The bottom of the tube sticks to the
ground when it collides with it. (Friction inside the tube and the external air resistance
is negligible.) a) What will the maximum temperature inside the tube be? b) What will
the maximum acceleration of the piston be? ¢) To what height will the piston go up after
leaving the tube? Data: A = 0.25 dm?, m = 0.5 kg, po = 10° Pa, L = 0.8 m, ho = 0.6 m,
To = 300 K. P. 5303. The bullet of a gun hits a wooden target at a speed of 500 m/s,
and penetrates into it to a depth of 5 cm. The bullet can be considered as a solid cylinder
of length 4 cm, and of density 7800 kg/m®, which is decelerated uniformly. a) Estimate
the maximum of the mechanical tension occurring due to the deceleration of the bullet.
b) Estimate the maximum value of the voltage which can be measured between the two
ends of the cylinder due to the inertia of the electrons. P. 5304. A stationary body is
located at the equator. In which case will the apparent weight of the object be smaller:
at noon or at midnight? What is the relative change in the apparent weight of the object
in 12 hours? Neglect the effect of any celestial bodies other than the Sun and the Earth.

Problems of the 2020 Kiirschak competition

1. Let n, k be positive integers. Suppose that we have n closed discs in the plane
such that among any k£ 4 1 of them there are two with no common point. Prove that it
is possible to divide the discs into at most 10k classes with the property that two discs
from the same class never have a common point.

2. Give the functions f which map the set of rational numbers to the set of nonneg-

ative real numbers and satisfy the conditions
o f(z+vy) < f(x)+ f(y) for any rational numbers z, v,
e f(zy) = f(z)f(y) for any rational numbers z, y,
e f(2)=1/2.

3. There are N houses in a city. Each Christmas Santa visits the houses in a certain
order. Prove that if N is sufficiently large, then for three consecutive years it is always
possible to choose 13 houses that were visited by Santa in the same order in at least two
(out of the three) years. Determine the smallest N for which this implication holds.
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