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¢) Az 4tlok szdma % = 35. Az abrdn szaggatott

vonallal berajzoltuk, hogy az egy csticsbdl hizhatéd 7 at-
16b6l 3 olyan, ami ,,rovid” vagy ,,hosszi”. A | rovid” vagy
»hosszi” élek szama Gsszesen % = 15, ezért a tobbi él
szama 20.

P(lesz hosszi vagy rovid) =

=1 — P(nincs benne egyik sem) = 1 — 22&.

A keresett valészintiség kb. 0,9522, ami normélalakban megadva 9,522 - 1071,

Fridrik Richard
Szeged

Matematika feladat megoldasa

B. 5049. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész (a,b) par létezik,

amelyre
a

2
2019 < 5 < 2020.

(5 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

I. megoldéas. A bizonyitds soran tobbszor fogjuk hasznélni a kovetkezd lem-
méat: Ha 0 < r < 1, akkor lim " = 0.

n—oo
Elészor taldlunk egy olyan (s, t) (pozitiv egészekbdl allé) szdmpart, amelyre
2019

1>X:= g—: > 5020 Lyen példaul (s = 1054, t = 665), ugyanis 10-es alapu logarit-

musokra attérve:

0> 10541g2 — 6651g 3 ~ 317,28561 — 317,28563 = —0,00002 >
> 1g 2019 — 1g 2020 =~ 3,3051 — 3,3054 = —0,0003.
Ennek segitségével vegyiik 2-nek tetszdlegesen nagy, 2020-ndl nagyobb hat-
vanyait — legyen egy ilyen hatvany 2¢ — és ezt szorozzuk meg X-nek egy olyan

k-adik hatvanyaval, amelyre 2019 < X% . 2¢ < 2020. Ilyen k biztosan létezik, hiszen
lemmaéankat haszndlva egyrészt lim X™ = 0, azaz rogzitett c-re
n—oo

2¢. lim X" = 0;

n—00
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maésrészt a (2019, 2020) intervallumot nem ugorhatja 4t X%, hiszen akkor

2020 < X*, Xk <2019,

2019
2020

Nyilvan kiilonb6z6 ¢ szamokra X-nek kiilonb6z6 k-adik hatvanyai rendelkez-
nek azzal a tulajdonsiggal, hogy 2¢ - X* € (2019, 2020), ezért az igy kapott tortek
nevezOjében a 3 mindig mas hatvanyon fog szerepelni. Tehat valéban taldltunk

végtelen sok ?),_: alaku szamot 2019 és 2020 kozott.
Kocsis Anett (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 12. évf.)

és igy X < lenne, ami ellentmondas.

II. megoldas. Elséként megjegyezziik, hogy log, 3 irracionalis. Ellenkezd eset-
ben ugyanis log, 3 = a/b, valamilyen a és b pozitiv egészekre, melyeknek legnagyobb
kozos osztéja 1. Ekkor = 2%/% = 3, azaz 2* = 3°. Ennek az egyenletnek az egyetlen
egész megoldésa a = b = 0, ami nyilvan nem jé, tehdt log, 3 valéban irracionalis.

frjuk ezutan a kivant 2019 < 3_: < 2020 egyenl6tlenséget
a — log, 2020 < blog, 3 < a — log, 2019

alakba.

Beldtjuk, hogy a (tortrészekbdl &ll6) f; := {ilogy,3} (i =1,2,...) sorozat-
nak végtelen sok eleme taldlhaté barmely [z;y] C (0;1) intervallumon. ElGszor
megjegyzendd, hogy minden ¢ < j indexpdrra f; # f;. Ellenkezé esetben ugyanis
(j —i)logy 3 = z egész szém lenne, ellentmondva log, 3 irracionalitdsdnak. Meg-
mutatjuk, hogy barmilyen kicsi e-ra létezik olyan (A, B) egész szdmpdr, amelyre
|fa — fB| < e. Legyen 1/n < ¢, és osszuk fel a [0; 1] intervallumot n egyenld részre,
majd vegyiik az f; sorozat elsé n + 1 elemét. Osztépontokra egyikiik sem eshet, mi-
vel az azt jelentené, hogy log, 3-nak egy egész szamszorosa racionalis. fgy viszont
a skatulyaelv miatt van koztiik ketté ugyanabban a részintervallumban, tehat egy-
méstSl 1/n-nél kisebb tdvolsdgra. Ha fa és fp ilyen (A < B), akkor tekintsiik
a gi = fi14i.(B—a) sorozatot; ez f4 — fp el6jelétdl fiiggben egy +¢’ (ahol 0 < &’ < ¢)
differencidji szdmtani sorozat modulo 1. Ekkor az [z;y] intervallumban legaldbb

Y=T _ 1 értéke lesz a g, sorozatnak, ami e (és igy ) csokkentésével tetszdlegesen
5 J ’

nagy lehet. Igy az (1 — {log, 2020}; 1 — {log, 2019}) intervallumon is végtelen sok
eleme van f;-nek. Ha f, = {blog, 3} ilyen, akkor

1 — {log, 2020} < {blog, 3} < 1 — {log, 2019}.
Mindkét egyenlétlenségben mindkét oldalhoz [blog, 3] hozzdadasaval:
[blog, 3] + 1 — {log, 2020} < blog, 3 < [blog, 3] + 1 — {log, 2019}.

Figyelembe véve, hogy [log,2019] = [log, 2020] = 10, valasszuk a értékét a =
= 11 + [blog, 3]-nak. Ekkor a fenti egyenlStlenségek éppen a kivant

a — log, 2020 < blog, 3 < a — log, 2019

alakot oltik, vagyis az a, b par egy megoldasat adja az eredeti egyenlOtlenségnek.
Noszdly Aron (Debreceni Fazekas M. Gimn., 12. évf.)
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54 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 19 versenyzé: Argay Zsolt, Beke Csongor, Biczé
Benedek, Bukva David, Csizmadia Miklds, Fleiner Zsigmond, Fiiredi Erik Benjdmin,
Gyérth Adam Gyorgy, Hervay Bence, Janosik Aron, Janosik Maté, Kocsis Anett,
Maécsai Déaniel, Nador Benedek, Noszaly Aron, Stomfai Gergely, Terjék Andrds Jozsef,
Tiderenczl Daniel, Zempléni Lilla. 4 pontos 7, 3 pontos 6, 2 pontos 5, 1 pontos 6,
0 pontos 11 dolgozat.

A K pontversenyben kititizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(679-683.)

K. 679. Peti még 3 éves kordban kapta meg hat darabbdl allo épitojatékat,
melyben minden épitéelem téglatest alaki. Az elemek mérete 1 dm x 1 dm x 2 dm.
A tartédoboz bels6 mérete 3 dm x 2 dm x 2 dm és minden oldala mas szinfi.
Hényféle kiilonb6zé elrendezésben pakolhatja be Peti a hat elemet a dobozaba, ha
az épitéelemek ugyanolyan szinfiek és nem kiilonboztetjiik meg Sket? (A dobozbdl

nem léghat ki egy épitéelem sem.)

K. 680. Egy kocka négy lapjat befestettiik pirosra, majd a kockat szétvagtuk
125 darab egyforma kiskockara. Ezek kéz6tt hany olyan lehet, amelynek egyik lapja
sem festékes?

2 dm
2 dm
3 dm

K. 681. Hatarozzuk meg, hany olyan haromszog van, melyben az oldalak
hossza centiméterben mérve egész szam, és a leghosszabb oldala 2021 cm hosszi
(lehet t6bb ilyen oldala is).

K. 682. Haromféle kiilonboz6é szamkartyank van, mindegyikbdl elegendGen
sok. A szamkartyakon egy-egy szamjegy van. Ezekbdl a szamkartyakbdl elkészitjiik
az Osszes lehetséges kiilonbozd pozitiv négyjegyli szamot. Ezeknek a négyjegyl
szamoknak az 6sszege 689 931. Melyik az a harom szdmjegy, ami a szamkartyakon
szerepel?

K. 683. A korbe ithaté ABCDEFG hétszoghen az ABC<, CDE< és EFG<
szogek Osszege nagyobb 450°-nél. Mutassuk meg, hogy a koré irt kor kézéppontja
nem lehet sem a hétszogon beliil, sem annak valamelyik oldalan.

(The University of Stirling, school mathematics competition, 1983)

Bekiildési hatarids: 2021. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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