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b) Marika egységnyi élhosszusdgu, pirosra festett kockdkbdl szeretne Ossze-
ragasztani egy 5 X 5 x 5-0s nagyobb kockat. Hany gramm ragasztora van sziiksége
Osszesen, ha két kis kocka 1-1 lapjat 250 milligramm ragasztoval lehet stabilan
Osszeragasztani? (4 pont)

¢) Az Osszeragasztds soran kideriilt, hogy 6sszesen 150 kiskocka allt Marika
rendelkezésére. A kiskockdk 8 szdzaléka cinkbdl késziilt, a tobbi aluminiumbdl.
Marika véletlenszeriien vélogatta ki a sziikséges kockakat. Legyen az A esemény az,
hogy a nagyobb kocka nem lett cinkelt (azaz nem tartalmaz cinket), a B esemény
pedig az, hogy a nagyobb kocka az Gsszes cinkbol késziilt kiskockat tartalmazza.
Az A vagy a B esemény bekovetkezésének valdszintisége a nagyobb? (6 pont)

9. a) Fricinek 14 nap mulva lesz a szalagavatdja, és addigra minél hosszabb sza-
kallat szeretne noveszteni. Most naponta fél millimétert né a szakalla és éppen ma
borotvalkozott. A boltban vasarolt egy olyan balzsamot, amelyet kozvetleniil bo-
rotvéalkozas utan a teljesen sima borre kenve, a szakallndvekedés sebessége az elézé
napi masfélszeresére né. Legfeljebb milyen hosszi lehet Frici szakélla a szalagavato
napjan, ha egyik napon sem borotvalkozik 1-nél tébbszér? (7 pont)

b) Legyen « egy szabdlyos sokszog kiilsé szogének nagysdga és tudjuk, hogy
az (1 + sile(x)(l + COSIQQ) kifejezés értéke a lehetd legkisebb. Hatarozzuk meg
a szabalyos sokszog cstcsainak szamat. (9 pont)

Kozma Katalin Abigél
Gy6r

Megoldasvazlatok a 2020/12. szdm emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. a) Hdny olyan egész szam van, amelyre teljesiil, hogy (x + 2)3 —(z— 2)3 <
< 20207 (5 pont)

Ha bardtunk taldlkozik egy ldnnyal a vizsgaiddszakban, akkor % valoszinidséggel
szerelmes lesz belé. Ha szerelmes, akkor nem tud koncentrdlni, ezért csak 10%
az esélye annak, hogy fel tud késziilni a vizsgdira, mig ha éppen nem szerelmes,
akkor ez az ardny 70%.

b) Mutassuk meg, hogy a sikeres vizsga valdszinisége 0,3. (5 pont)

¢) Ha tudjuk, hogy sikerilt a vizsgdja, mennyi annak a valdszinisége, hogy
szerelmes? (2 pont)

Megoldas. a) Mivel (z +2)® = 2% + 622 4+ 122 + 8 és (z — 2)° = 23 — 622 +

+122 — 8, ezért (z + 2)° — (¢ — 2)° = 1222 4 16. Meg kell oldjuk a 1222 +16 < 2020
egyenlétlenséget. Ennek megolddsa: |z| < +/167 ~ 12,9.
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Mivel z egész szdm, ezért: © € {—12;—11;...;—1;0;1;...;11;12}. Ennek a hal-
maznak 25 eleme van. Tehat 25 olyan egész szam van, amely kielégiti az egyenlot-
lenséget.

b) Vezessiik be az aldbbi eseményeket. SZ: szerelmes lesz a bardtunk, V: sikeres
vizsgét tesz a bardtunk. A feladat szerint P(SZ) = % = P(SZ) = %, P(V|SZ) =
=0,1, P(V | SZ) =0,7. A teljes valészinfiség tétele szerint

P(V) = P(V | SZ) - P(SZ) + P(V | SZ) - P(SZ) = 0,3.
¢) Bayes tétele szerint

. 01-2
sz vy PULSDPET) 0152

2. a) Egy mértani sorozat harmadik tagja 32, a hatodik tagja 2048. Szamitsuk
ki a sorozal elsé hat tagjinak az dtlagtol mért dtlagos abszolit eltérését. (6 pont)

Tekintsiik a kovetkezo dllitdasokat.

A: Egy adatsokasag medidnja mindig eleme az adatsokasdagnak.

B: Ha f(z) =3z +2 és g(z) = |z| — 1, akkor f(g(z)) =3 |z| — 1. (Itt f(g(x))
dsszetett fligguény képzését jeloli.)

C': Ha egy sorozat nem konvergens, akkor nem monoton.

b) Déntsiik el, hogy igazak vagy hamisak az dllitdsok. Mindenhol indokolni is
kell, példdval, ellenpélddval, szamoldssal stb. (6 pont)

¢) Fogalmazzuk meg a C dllitas megforditasdt. Déintsiik el, hogy igaz vagy hamis
az dllitds megforditdasa. Vilaszunkat indokoljuk. (2 pont)

Megoldas. a) Jeldlje a sorozat elsé tagjat ai, a hanyadosat q. Ekkor aiq® =
=32 és a1q° = 2048. Ezeket osszuk el egymassal. Kapjuk, hogy Zigz =q¢>=64=
q=4= a1 =2.

Tehat a sorozat elsé hat tagja: 2, 8, 32, 128, 512, 2048. Ezen szamok atlaga
T = 455, igy az els6 hat tagnak az atlagtol mért atlagos abszolut eltérése:

1455 — 2| + |455 — 8| + [455 — 32| + 455 — 128] + [455 — 512| 4 455 — 2048

=550.
6

b) Az A allitds hamis, mert pl. az 1, 2, 3, 4 szdmok esetén a medidn % = 2,5.
A B 4llités igaz, ugyanis f(g(z)) = f(|z|—1) =3 (Jz| - 1) +2=3"|z| - 1.
A C allitas hamis, ugyanis az a,, = n sorozat nem konvergens, de monoton.

¢) Az C §llitas megforditdsa: Ha egy sorozat nem monoton, akkor nem kon-
vergens. Vagy masképpen mondva: Ha egy sorozat konvergens, akkor monoton.

(=D"

Az 4llitas hamis, ugyanis az a,, = sorozat konvergens, de nem monoton.
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3. a) Egy derékszogl trapézba kor irhatd. Az alapok hossza 150 cm és 300 cm.
Mekkora a beirt kor sugara? (7 pont)

b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert a valds szdmok halmazdn:

10g2 (.’172y) = 47
(7 pont)

5
log, z —3log,y = —5

Megoldas. a) Jelolje r a beirt kor
sugarat. Az AEKH és HKGD négyszo-
gek négyzetek és kiilsé pontbdl korhoz hi- F
zott érintOszakaszok egyenldk, ezért F'C' = T
=GC =150 —1rés BF = BE =300 —r. H r

Ezért BC = 450 — 2r. A T'C B harom-
szogben T'C' = 2r és T B = 150. Pitagorasz
tétele szerint

kU

(2r)? + 150% = (450 — 2r)* = r = 100. A E T B
Tehat a kor sugara 100 cm.

Megjegyzés. Mashogyan is megkaphattuk volna, hogy BC = 450 — 2r. Az ABCD

négyszog érintdnégyszog, ezért a szemkozti oldalak 6sszege megegyezik és igy 300 + 150 =

=2r+ BC = BC =450 — 2r.

b) A kifejezések akkor értelmezettek, ha x,y > 0. A logaritmus definicidja miatt
log, (22%y) = 4 = 2%y = 16. A logaritmus azonossdga és definfciéja miatt

log, = — 31o = log, = — log, y*> = lo E——§:>x—y—3
&4 €4 Y = 1084 €4 Y = g4y3— D) = 39
6 6
Innen z2 = ﬁ A maésik egyenletbdl 22 = % Tehat ﬁ = % Sy=4=c=2.
Ellenorzés.

4. a) Tekintsiik a (8 x 8-as) sakktdbla mezbinek kizéppontjait egy grif csicsai-
nak. Két csucs k6zott pontosan akkor vezessen él, ha az eqyik mezdrdl el lehet jutni
a mdsikra egy szabdlyos futdlépéssel. Hany éle van az igy kapott grifnak? (A futé

atldsan képes lépni akdrmennyit.) (5 pont)
b) Adott az f fiigguény: f(x) = 90x? — 623. Hatdrozzuk meg a p lehetséges
P
értékeit gy, hogy [ f(x)dx =0 teljesiiljin. (6 pont)
0
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Megoldas. a) A sakktdbldba be fogjuk irni

TNT\TTT| T T
719l9l9lololo]7 az egyes csucsok fokszamait. A fokszamosszeg:
719 (11111111197
. . 19.1144.13 = )
719 1113]13[11] 9 | 7 28-7+420-9+12-11 4413 = 560
719 MUISISIIL9 |7 Ismert, hogy a fokszamosszeg az élek szaméanak a két-
719111111119 |7 szerese, ezért az élek szama 280.
7191919191997 ; ) N .
A7 l7 7771717 b) Integralunk és haszndljuk a Newton—Leibniz-
tételt:
p
2 3 3 3 4 p 3 3 4 5 3
0
0

A feladat feltétele szerint p3 . (30 — %p) =0=p; =0, po = 20.
Tehat a feladat két megoldasa p; = 0 és po = 20.

II. rész

5. a) Melyek azok a hdaromgegyli pozitiv egész szamok, amelyekhez megadhatd
olyan hdromponti egyszerii grdaf, hogy annak fokszdmai megegyeznek a hdromjeqyi
szdm szamjegyeivel? Minden esetben adjuk is meg a megfeleld grdfokat. (6 pont)

Tekintstik a kovetkezo, a valos szdmok lehetd legbévebb részhalmazdn értelme-

zett fligguényt:
2%+ 4z + 4
@) = ————-
x4 4+ 52 +6
b) Abrdzoljuk az f(x) figguényt. (6 pont)
¢) Hdny rdcsponton megy dt a figgvény? (Rdcspont: olyan pont a koordindta-
rendszerben, amelynek mindkét koordindtdja egész szdm.) (4 pont)

Megoldas. a) A graf egyszeril, ezért a pontok fokszamai 0, 1, 2 lehetnek.
A lehetséges fokszamsorozatok:

1. eset: 2, 2, 2. Ehhez 1 darab haromjegyl szam tartozik: 222.

2. eset: 2, 1, 1. Ehhez 3 darab hiaromjegy szam tartozik: 211, 121, 112.
3. eset: 1, 1, 0. Ehhez 2 darab haromjegyt szam tartozik: 110, 101.

A gréfok:

o
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b) A nevezét és a szamldlot is szor- | Y
zatta tudjuk alakitani pl. nevezetes azo- } 41
nossagok, gyoktényezds alak segitségé- i
vel. Kapjuk, hogy 22 +4z+4 = (z + 2)° i 3
és 22 + 52+ 6 = (x + 2)(z + 3). Ezért | 9l
fa) 22 + 4z + 4 T 3 i —
r) = — = I
224+ 5246 ! /
-6 -5 -4 -3 A -1 0 1
(=42 z+2 | 1
C(r+2)(z+3) x+3 | ol
B 1 |
B 43

A fliggvény értelmezési tartoménya: Dy = R\ {—2; —3}.
¢) Feladatunk azt meghatdrozni, hogy hény z egész szdm esetén teljesiil, hogy
2
% is egész szam. Tudjuk, hogy az értelmezettség miatt x € Z \ {—2; —3} és
2 +4r+4 . 1
22 4+52+6 x+3

Ezért ahhoz, hogy ez egész kifejezés tudjon lenni, teljesiilni kell, hogy = + 3| 1.
1. eset: Hax +3 =1 = x = —2, de ez nem lehetséges.
2. eset: Ha x + 3 = —1 = o = —4. Ez megfelel6.
Tehat a fiiggvény 1 racsponton megy at, mely a P(—4;2).

6. a) Jelilje p, az n-edik pozitiv primszamot. Hany 0-ra végzédik a

P1 P2 .- P2020

szorzat? (3 pont)
Az ABC' hdromszig oldalai: AB =9 cm, BC =7 cm, CA =6 cm.
b) Mutassuk meg, hogy a beirt kér sugara egy tizedre kerekitve 1,9 cm. (2 pont)
¢) Mekkora érintési szakaszok hizhatok a B csicsbol a beirt kirhoz? (4 pont)

d) Mekkora annak a konkdv stkidomnak a terilete, amelyet a B csicsbdl hizott
két érintési szakasz és a beirt kor tve hatdrol? (7 pont)

Megoldas. a) A 0-ra végzddés a 10-zel valé oszthatdsdggal kapcsolatos.
A szam pontosan annyi O-ra fog végzédni, ahdnyszor maximalisan oszthaté 10-zel.
A kérdés az, hogy a szdm 2-nek és 5-nek legfeljebb hédnyadik hatvéanyaval oszthato.
A szorzatban a 2 az egyediili paros szam és van 5-0s a szorzatban. Ezért a szam
10-zel oszthatd, de 100-zal mar nem.

A szorzat 1 darab O-ra végzddik.
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b) A félkeriilet: s =11 (cm). Teriilete Hérén-képlettel: T =+/11-2-4-5 =
~ 20,976 (cm?). A beirt kér sugara:
T 20,976

S 11

~ 1,907 (cm),

ami egy tizedesjegyre kerekitve valéban 1,9 (cm).

¢) I. megoldds. Készitsiink abrdt. Kiilsé pontbol kérhoz huzott érintészaka-
szok egyenlék. (Mindent cm-ben adunk meg.) Ha BF = BD =z, akkor AF =
=AEF=9—-12éCD=CE=7-—u. Felirjuk AC-t: AC=9—2z)+(7T—2)=6=
x =5 (cm).

Tehat az érintési szakasz hossza 5 cm.

1. megoldds 11. megoldds

II. megoldds. Készitsiink dbrdt. Kiils6 pontbdl kérhoz hizott érintészakaszok
egyenlék. (Mindent cm-ben adunk meg.) Legyen BF = BD =z, AF = AE =y és
CD=CE=z Ekkort4+y =9, x4+2=17, y+ 2z =6. Osszeadva az egyenleteket
kapjuk, hogy 2(z +y+2)=22=2x4+y+z=11.Innenx = (z+y+2)— (y+2) =
=11-6=>5.

Tehat az érintési szakasz hossza 5 cm.

1II. megoldds. frjuk fel a koszinusztételt az ABC' haromszogben:

47
62=924+72-2.9.T-cosB = cosfB=— = B~ 41,752°.

63
Az FBO haromszogben:
68 r 1,907
tg—=— = = = ~ 5 .
8977 77 gl tg20.876° (cm)

Tehat az érintési szakasz hossza 5 cm.

d) Trjuk fel a koszinusztételt az ABC haromszoghen:

47
62=92+72-2.9.7-cosf = cosf3 = 3 = [ =41,752°.
Az OF BD négyszog deltoid, teriilete:

Torp =2 -Torp =2- % =rz = 9,535 (cm?).
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Most meghatdrozzuk a korcikk teriiletét r = 1,907 (cm-rel szémolva:
r?m - (180° — )
360°

A konkav alakzat teriilete: Tionkav = ToFBD — Tkéreikk =~ 5,15 (cm2).

Tehét a konkav sikidom teriilete 5,15 cm?.

Txsreikk = ~ 4,387 (cm?).

7. a) Adjuk meg a 3z% + 3y? — 6z + 12y = 2020 egyenleti k kor kézéppontjdt

és sugardt. (4 pont)
b) Eqy négyzet két szemkizti csicsanak koordinatdi A(1;1) és C(5;3). Irjuk fel
a négyzetbe irhato kor egyenletét. (4 pont)
¢) frjuk fel azoknak az egyeneseknek az egyenletét, amelyek egyszerre felezik
a fenti négyzet és a k kor teriletét. (3 pont)

d) Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valds szdmok halmazdn:

1

32(m+1)(w—2) _ 9% (5 pO’th)

Megoldas. a) Osszuk el 3-mal az egyenletet és alakitsunk ki teljes négyzeteket.

2020 2035
x2+y272x+4y:? = (x71)2+(y+2)2:?.

Tehat a kor kozéppontja K(1; —2) és sugara r = \/%.

b) A négyzet kozéppontja az AC szakasz felezépontja, mely megegyezik a be-
frhaté kor kozéppontjdval is. Jeloljiik ezt F-fel. Ekkor F'(3;2). Kapjuk, hogy

AF = /5, ezért a beirt kor sugara r = A_\/lg = \/g7 ezért az egyenlete

(=3P +-2° =,

¢) A k kor és a négyzet teriiletét egyszerre felez6 egyenes biztosan atmegy
a kor és a négyzet kozéppontjan. Mivel K (1; —2) és F(3;2), ezért egyetlen egyenes
van, amely megfelel a feltételeknek. Ennek egy irdnyvektora o = KF = (2;4) =
= (9-
w(2;—1).

Az egyenes egyenlete: 2z — y = 4.

d) Eloszor kikotést végziink: x # 2. Az f(x) = 9* fliiggvény szigori monotoni-
tdsa miatt:

z+1 z+1 z+1

32e@=D) — g2 = 9EHDE-D 922 = (z4+1)(z—2) = 5"
e

Innen (z+1)(x — 2)2 — (x4 1) =0 addédik, majd kiemelés utén kapjuk, hogy
(x+1)-[(z— 2)% — 1| = 0. Egy szorzat akkor és csakis akkor 0, ha valamelyik té-

2 .
nyezdje 0, azaz  + 1 = 0 vagy (x — 2)° —1 = 0. Innen adédnak az z; = —1, 2o = 1,
r3 = 3 gyokok.

Ellen6rzés.
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8. a) Hdny olyan hdromjegyl pozitiv egész szdm wvan, amelyre teljesiil, hogy
barmely két szamjegye relativ prim egymdshoz? (7 pont)

b) Egy dobozban cukorkdk vannak, 2 narancsos és 3 citromos. Addig vesziink
ki cukorkdkat (a kivett cukorkdkat elszopogatjuk), amig mindkét fajtabdl hizunk
legaldbb egyet. Hatdrozzuk meg annak az ot eseménynek a valosziniségét, hogy ehhez
1, 2, 3, 4, illetve 5 cukorka kihiuzdsdra lesz sziikség, majd szdmitsuk ki a huzdsok
szamdnak vdrhato értékét. (9 pont)

Megoldas. a) Esetszétvdlasztast fogunk végezni t6bb szempont alapjin. E16-
szor megnézziik, hogy van-e 0 a szamjegyek kozott.

1. eset: Ha van 0 a jegyek kozott, akkor csak 1-esek lehetnek még a szamjegyek
kozott. A képezhetd haromjegyli szdmok: 101 és 110. Ez 2 lehet&ség.

2. eset: Ha nincs 0 a szamjegyek kozott. Itt 3 esetet fogunk megvizsgalni.

2/a. eset: Ha a szamjegyek mind egyformak. Ekkor a szamjegy csak 1-es lehet.
A képezhet6 haromjegyti szam: 111. Ez 1 lehetOség.

2/b. eset: Ha a szamjegyek kozott két egyforma és egy tolitk kiilonbozé van.
A két egyforma szamjegy csak 1-es lehet, mig a t6liik kiillonboz6 harmadik szamjegy
8-féle lehet (2;3;...;9).

Az 1,1,2 szamjegyekbdl 3 darab haromjegyti szamot tudunk képezni, ez igaz
a tobbi esetben is. Igy ekkor Gsszesen 8 - 3 = 24 lehetOség van.

2/c. eset: Ha a szdmjegyek kiilonboznek egymdstdl. Ekkor az 1,2,...,9 szam-
jegyekbdl képeziink 6 darab csoportot: {1}, {5}, {7}, {2;4;8}, {3;9}, {6}.

Itt két lényegesen eltéro esetet fogunk vizsgalni.

2/c-i. eset: Ha a szamjegyek kozott van 6-os. Ekkor a maradék két szdmjegy
az 1, 5, 7 kozill keriil ki. Erre (3) = 3 lehet&ség van. Ekkor 3 - 3! = 18 haromjegy i
szamot tudunk képezni.

2/c-ii. eset: Ha a szdmjegyek kozott nincs 6-os. Ezen eseten beliil tovabbi
3 alesetet fogunk megkiilonboztetni aszerint, hogy a {2;4;8} és {3;9} nagyobb
elemszamu csoportokbol bekeriilnek-e elemek a szamjegyek kozé.

2/c-ii-A. eset: Ha mindkét csoporthdl keriil be egy-egy elem. Ekkor dsszesen
3-2-3-3! =108 haromjegyli szam képezheto.

2/c-ii-B. eset: Ha csak az egyik csoportbdl keriil be elem. Ekkor dsszesen
5- (;’) - 3! = 90 haromjegyti szam képezhets.

2/c-ii-C'. eset: Ha egyik csoportbdl sem keriil be elem. Ekkor az 1, 5, 7 szdm-
jegyekkel kell dolgozni. Ekkor 6sszesen 3! = 6 haromjegyii szam képezhetd.

Tehat 6sszesen 24+ 1+ 24 4 18+ 108 + 90 + 6 = 249 haromjegyii szam felel meg
a feltételeknek.

Megjegyzés. A 2/c. eset-et masképp is megoldhattuk volna. Felsoroljuk az sszes
olyan szdmhdrmast (a kovethet8ség kedvéért szamjegyei szerint ndvekvd sorrendben),
amelyben nincs 0 szdmjegy, minden szdmjegye kiilonb6z6 és megfelel a feltételeknek. Ezek
az alabbiak: 123, 125, 127, 129, 134, 135, 137, 138, 145, 147, 149, 156, 157, 158, 159, 167,
178, 179, 189, 235, 237, 257, 259, 279, 345, 347, 357, 358, 378, 457, 459, 479, 567, 578, 579,
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589, 789. Ezek szdma 37, igy beldlitk 37 - 3! = 222 hdromjegyti szdm képehetd és a 2/c.
esetben valoban ennyi esetet szdmolhatunk meg, ugyanis 18 4+ 108 4+ 90 + 6 = 222.

b) Jelolje ¢ azt, hogy hény cukorkat kell ahhoz kihtizni, hogy mindkét fajta
cukorkdbdl legyen nalunk. Ekkor P(§ = 1) = 0. Legfeljebb 4 huzds sziikséges ahhoz,
hogy legyen narancsos és citromos is a kihuzottak kozott. Ezért P(§ =5) = 0.
Jelolje N a narancsos és C a citromos cukorkat. Jelolje NC azt, hogy el6szor
narancsosat, majd utdna citromosat hiuzunk.

Ekkor P(NC) = % = 0,3. Akkor kell pontosan kettét hizni, ha NC vagy CN
a huzas. Ezért
9.
5.

w

3 -
+ =0,6.

N}

P(¢=2)=P(NC)+ P(CN) =

S
ot
S

Akkor kell pontosan harmat hiuzni, ha NNC vagy CCN a huzas.

2.1-3
P(NNC) = =2 = 0.1

. 3-2-2 ’
Mivel P(CCN) = === =0,2, ezért P({ = 3) = P(NNC) + P(CCN) =0,1 +
+0,2=0,3.
Akkor kell pontosan négyet hizni, ha CCCN a hizas.

3-2.1-2

P(¢=4) = P(CCON) = =00 =

0,1.

A vérhaté érték: E(€) =2-0,6+3-0,3+4-0,1 = 2,5.

9. Bergengdcia 2025-re foci vildgbajnoksdgot szeretne rendezni, melyet a frissen
felépitett stadionban rendeznek meg. A rendezvény logdja egy 2025 ponti teljes grdf
lesz, melynek éleit piros, fehér és zold szinnel szinezik. (Minden élt kiszineznek és
minden €l csak egyfajta szind lehet. Nem feltétlendil kell mindegyik szint haszndlni,
de csak ezeket haszndlhatjdk.) Kozvéleménykutatds keretében kideritették, hogy azok
a legszebb szinezések, ahol a fehér élek szdma kétszerese a piros élek szdmdnak
(és egyik sem 0).

a) Hdnyféle értéke lehet a piros élek szamdanak? (4 pont)

Egy sajtotajékoztaton azt is elmondtak, hogy a fenti szinezések kozil egy olyat
fognak vdlasztani, amelyben a killonbozé szintd élek szamdanak a szorzata a legna-
gyobb lesz.

b) Hdny piros szint éle lesz a logdnak? (6 pont)
c) Janos egy szabdlyos tizszég atloi kozil véletlenszerden kijeldl dtét. Mennyi
annak a valoszinisége, hogy ezek kozott az élek kozott lesz legalabb egy a legrovidebb

vagy a leghosszabb atlok kozil? Az eredményt normdlalakban adjuk meg.
(6 pont)
. ’ . TIRPR ‘ 2025
Megoldas. a) A 2025 pontu teljes graf éleinek szdma ( ) = 2049 300. Ha
a piros élek szama p, akkor a fehérek szama 2p és a zoldek szama 2049 300 — 3p. Ezek
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mindegyike pozitiv, ezért 1 < p < 683 100. Tehat 683 100-féle értéke lehet a piros
élek szamanak.

b) I. megoldds. A fiiggvény hozzdrendelési szabdlya:
f(p)=p-2p- (2049300 — 3p) = —6p° + 4098 600p>

és értelmezési tartomdnya az {1;2;...;683100} halmaz. Tekintsiik a fiiggvényt
folytonosnak. A fiiggvény derivéltja: f'(p) = —18p? + 8197200p. A fiiggvénynek
ott lehet szélséértéke, ahol f'(p) = 0. Ennek megolddsai: p; = 0 és p, = 455400.
Ha 0 < p < 455400, akkor f’(p) > 0. Ha 455400 < p < 683100, akkor f’(p) < 0.
A fiiggvénynek p = 455400 helyen helyi maximuma van.

Tehat a piros szinti élek szama 455 400.

1I. megoldds. A figgvény hozzarendelési szabdlya:
f(p) =p-2p- (2049300 — 3p) = —6p> + 4098 600p>

és értelmezési tartomdnya az {1;2;...;683100} halmaz. Tekintsiik a fiiggvényt
folytonosnak. A fiiggvény derivéltja: f/(p) = —18p? + 8197200p. A fiiggvénynek
ott lehet szélséértéke, ahol f'(p) = 0. Ennek megolddsai: p; = 0 és pa = 455400.
Az egyediili kritikus pont a 455 400.

A fiiggvény méasodik derivaltja: f”(p) = —36p+8197200. Mivel f”(455400) =
= — 8197200 < 0, ezért itt helyi maximuma van a fiiggvénynek.

Tehat a piros szinli élek szama 455 400.

I11. megoldas. A fiiggvény hozzarendelési szabdlya:
f(p) =p-2p- (2049300 — 3p) = —6p> + 4098 600p>

és értelmezési tartomdnya az {1;2;...;683100} halmaz. Irjuk fel az 1,5p, 1,5p,
2049300 — 3p mennyiségek szamtani és mértani kozepét. Szamtani kdzép:

1,5p + 1,5p + (2049 300 — 3p)

= 683 100.
3

Mértani kozép:

$/1,5p-1,5p - (2049300 — 3p).

A szdmtani és mértani kozepek kozotti egyenlétlenség szerint:

$/1,5p - 1,5p - (2049300 — 3p) < 683 100.
A kozepek kozott akkor lehetséges egyenléség, ha minden szereplé mennyiség meg-

egyezik, azaz 1,5p = 2049 300 — 3p. Ennek a megoldasa p = 455 400.

Tehat a piros szinti élek szama 455 400.
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¢) Az 4tlok szdma % = 35. Az abrdn szaggatott

vonallal berajzoltuk, hogy az egy csticsbdl hizhatéd 7 at-
16b6l 3 olyan, ami ,,rovid” vagy ,,hosszi”. A | rovid” vagy
»hosszi” élek szama Gsszesen % = 15, ezért a tobbi él
szama 20.

P(lesz hosszi vagy rovid) =

=1 — P(nincs benne egyik sem) = 1 — 22&.

A keresett valészintiség kb. 0,9522, ami normélalakban megadva 9,522 - 1071,

Fridrik Richard
Szeged

Matematika feladat megoldasa

B. 5049. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész (a,b) par létezik,

amelyre
a

2
2019 < 5 < 2020.

(5 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

I. megoldéas. A bizonyitds soran tobbszor fogjuk hasznélni a kovetkezd lem-
méat: Ha 0 < r < 1, akkor lim " = 0.

n—oo
Elészor taldlunk egy olyan (s, t) (pozitiv egészekbdl allé) szdmpart, amelyre
2019

1>X:= g—: > 5020 Lyen példaul (s = 1054, t = 665), ugyanis 10-es alapu logarit-

musokra attérve:

0> 10541g2 — 6651g 3 ~ 317,28561 — 317,28563 = —0,00002 >
> 1g 2019 — 1g 2020 =~ 3,3051 — 3,3054 = —0,0003.
Ennek segitségével vegyiik 2-nek tetszdlegesen nagy, 2020-ndl nagyobb hat-
vanyait — legyen egy ilyen hatvany 2¢ — és ezt szorozzuk meg X-nek egy olyan

k-adik hatvanyaval, amelyre 2019 < X% . 2¢ < 2020. Ilyen k biztosan létezik, hiszen
lemmaéankat haszndlva egyrészt lim X™ = 0, azaz rogzitett c-re
n—oo

2¢. lim X" = 0;

n—00
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