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Egy kiilonos életut, Ramanujan
II. rész

Ramanujan eddig legjelentésebbnek bizonyult felfedezése paradox moédon egy
hibas allitasa kapcsan jott napvildgra, ismét egy példat adva, hogy zsenialis em-
berek hibai olykor termékenyebbek, mint kozepesek egyes korrekt munkai. Ennek
megvildgitdsa némi elokésziileteket igényel. Ha z tetszoleges, akar komplex szam,
ugy

1-—2)1+z+22+.. . 4+2%) =121

azaz

1— k+1
l+ae4+a22+... +28= T
1—=z

ahol k tetszoleges egész szam és x # 1. Ebbdl egy pontosan meghatarozott értelem-
ben adédik,! hogy ha |z| < 1, gy

(1) 1+x+m2—|—...—|—xk—|—...:17x.

Ha || < 1, akkor |23| < 1 is igaz, azaz (1) alkalmazhat6 = helyett z3-nal. Igy adédik

1

2 1+23+28+. 4%+ = ——
(2) +at a4t 5

vagy még wz-szel, illetve z%-tel szorozva, || < 1-re adédik

x
3 M = ——
(3) A R =5
és
(4) x2+x5+...+x3’“+2+...:i.
1— 23

Fenti formulakat fel lehet fogni egyrészt, hogy a bal oldalon &ll6 végtelen sorok
szamértékét fix |z| < 1-re egyszer(i zart alakban megadja a jobb oldal. Masrészt

'Ha c1, €2, ... valés (akdr komplex) szdmok, a ¢1 +c2 + ...+ ¢k + . .. végtelen sszegen
az S, = c1 + c2 +...cn sorozat hatarértékét értjiik, ha ez 1étezik. Ha a hatarértek nem
létezik, az Gsszeget nem értelmezziik. Az 1, x, 22, ..., 2", ... fiiggvényeket tekintve, az 1 +
x4+ a2+ ...+ 2"+ ... dsszeg minden |z| < 1-re egy olyan szdmsor, amelyre a végtelen
Osszeg a fenti definicié értelmében létezik, ha viszont |z| = 1, az Osszeg nem létezik. Azt
a fiiggvényt, mely minden z-hez a végtelen Gsszeget rendeli, ha ez létezik, és kiilonben
nincs értelmezve, az 1, ©, x2,...,z", ... fiiggvények sszegfiiggvényének nevezziik.

Ugyanigy tetszéleges ao, a1z, asz?, ..., apx”, ... fiiggvények Ssszegét is definidlhatjuk,
errdl van szé az 13. oldalon.
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azonban ugy is lehet érteni — ramanujanszeri heurisztikaval — hogy a jobb ol-
dalakon levé ,torteket” kifejezziik ,,x alapt szam rendszerben”. — Sziikségiink lesz
a komplikaltabbnak 1atszé

2+x
1+ 2422
eléallitasdra is. Mivel |z| < 1-re
24+ (2+z)(1—-2) _2—1‘—332_2 1 x @t
l+z+22 (I+z+22)(1-2) 1—-23  "1-—23 1-23 1-23

2m 1 2m T 2m z?
mren(0-5) g e (1 5) g e (2 5) 15

tehét (2), (3), (4) alkalmazhaté. Igy rogtén lathats, hogy |z| < 1-re

2 2 2
(5) 2cos<0~37r)+2(:os<1';> ~x+...+2cos(k~;>~zk+...

2+
14422

Az (1) formula bal oldalén x hatvényai dllanak gy, hogy mindegyik egyiitt-
hat6 1. Nem nehéz (1)-bél levezetni, hogy |x| < 1 mellett

1+20+32% +... +(k+ 12" +... = ——,
(1—x)

amit {rjunk binomidlis egyiitthatokkal

(6) <1)+(i)x—k(i’)xz—k...—k(k;rl)xk—&-...:(1_133)2

alakba. Hasonléan |z| < 1-re nyerhet&, hogy

(7) (§>+<;>x+...+(k;2>xk+...:(1_1@3.

(1)-be x helyett (—x)-et téve, adddik, hogy |x| < 1-re

1
8 1-— 234 (=D = .
(8) r4at—x”+ ..+ (=1)" 2"+ T2

A fenti formulédk bal oldalaiban k6z6s, hogy x nemnegativ egész kitevés hat-
vanyai lépnek fel a kitevotol fiiggd egyiitthatokkal. Kozos alakjuk tehdt

9) ap+a1x+ ... +agx® + ...,

és igazolhatd, hogy mindig van olyan A > 0 szdm, hogy a (9) alatti Gn. hatvénysor-
nak egy pontosan meghatdrozott értelemben van 6sszege, ha |z| < A. Ez az Gsszeg
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— ilyen z-ekre — fog fiiggeni z-t8l; ezt f(x)-szel jelsljiik. Az elébbi példdkban a jobb
oldalak igen egyszeri alaku fiiggvényeknek adodtak; ez dltaldban messze nincs igy.
De ha most f(x)-et {rjuk el§ és ennek hatvanysordt préobaljuk megtaldlni, illetve
legalabb egyiitthatéinak kozelité viselkedését, az sem konnyt feladat altaldban.

Masodik el6késziiletként tekintsiik a pénzkifizetési problémat, tehat azt, hogy
n forintos kévetelést hanyféleképp lehet (1, 2, 5, 10, 20, 50, 100 és 500 forintosokkal)
kifizetni. Ha pl. n = 500, akkor a feladat tgy is fogalmazhatd, hogy hanyféleképp
lehet az 500-ast felvaltani. Ha az 1 Ft-osok szama egy kifizetésnél x1, a 2 Ft-osoké
To, az b Ft-osoké x3, a 10-eseké x4, a 20-asoké x5, az 50-eseké xg, a 100-asoké 7,
az 500-asoké zg, gy két feltétel sziikséges a kifizetéshez:

a) x1, T2, ...,rs nemnegativ egészek,

b) hogy ki legyen elégitve az

1-x1 + 225 + 5wz + 1024 + 2025 + 5026 + 10027 4+ 50028 = n

egyenlet. Rogton ldthatd, hogy a) és ) teljesiilése tényleg egy pénzkifizetési médot
ad, a) és b) egyben elégségesek is. A feladat — mindjért dltalanositva — arra veze-
tett tehat, hogy adott by, b, ..., b killonb6z6 pozitiv egész szamok mellett hany
megoldasa van nemnegativ egészekben a

(10) bixy +boxo + ... +bpxr =n

egyenletnek. Jeloljikk ezt (n-et tekintve véltozénak) Pj(n)-nel (bar ez a b-ktél is
fiigg, de ezek, mint mondottuk, fixeknek tekintenddk).

Harmadik elékésziiletnek tekintsiik a (10) feladat egy szellemes atfogalmazését,
amely Eulertdl szarmazik. Tekintsiik most f(z)-et az

1
(11) 1@) = Ty =y =)

specidlis alakban, és prébéljunk hozza (9) alaku hatvdnysort taldlni, ha |z| < 1. Ez
esetben |2%1| < 1, azaz (1) alkalmazhaté z helyett x%'-gyel, azaz

1
m:1+xb1‘1+1’b1'2+...+xb19¢41+... .
Ugyanigy
1
m:1+$b2.1+$b2‘2+...+$b2$2+...
1 b1 b2 brxy

A bal oldalakat sszeszorozva, épp a (11) alatti f(x)-et kapjuk; a jobb oldalakat
gy szorozva, ahogy tobb tagot tobb taggal szoktunk,

xb1$1+b2932+m+bkwk
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alaku tagok Osszességét kapjuk. Ha tehat azt nézziik, hogy ilyen médon hényszor
kaphatunk egy rogzitett n mellett z"-t, igy ezen egyiitthaté Py (n). (A fenti eljards-
ban hallgatdlagosan tigy kezeltiink ,,végtelen sok tagi” osszegeket, mint véges sok
tagiaknal megszoktuk, ez azonban jelen esetben igazolhatélag helyes.) fgy tehat
eléall |z| < 1-re az

1

(12) 1+Pk(1)-x+Pk(2)-$2+~~~+Pk(ﬂ)-$"+~~: (l—xbl)...(l—l‘bk)

meglep6 formula.

Nyertiink-e azonban ezzel a szép formuldval valamit a Py (n)-ek meghataroza-
sdra, ami célunk volt? A dolog lényegén nem valtoztatunk, ha a szamitasi részletek
lehetoleg egyszeriivé tétele végett csak a

k=3 b=1, by=2  by=3
esetet tekintjiik (10)-ben, azaz keressiik az
(13) lzy + 222+ 323 =n

egyenlet nemnegativ x1, 3, zz-ban valé megolddsai P (n) szdmét. Egyrészt (12)-
bél adddik, hogy

1 =, .
14 (1—xz)(1—x2)(1 —3) :1+ZP3 (n)z",

n=1

hacsak || < 1. Mésrészt azonban kiprébalhatdlag igaz az

(15) 1 N T
Q-2)Q-2)(1—-2%) 6 (1-2)° 4 (1-2)
171 11 242

+

1
+5.17x §.1+x+§.l+x+z2

azonossag. Beirva (7), (6), (1), (8), (5)-6t (15)-be, adédik hogy

1

16 =1 e tanz®. ..,
(16) (-2 (129 ottt
ahol

1/n4+2\ 1/nt+1\ 17 (-1D)" 2 2m
17 e - A Gl R B
(17) “ 6<2>+4(1>+72+ g T3
Igy || < 1-re adédott az

1
(1—2)(1—22)(1 —a3)
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figgvényre két, latszdlag egészen kiilonbozd alakt hatvanysoralak. Bebizonyithatd
altalanosan, hogy — kissé pongyolan kifejezve — egy fiiggvénynek |z| < 1-ben csak
egy hatvanysora van. Ebbdl adédik, hogy

1/n+2 1/n+1 17 (=D)" 2  2mn
1 Pi(n) = > - Sl S A '
(18) 5 (1) 6( ) >+4( ) >+72+ 3 +gcos 3

Erre a formuldra még visszatériink. — A (10) alatti dltaldnos esetben hasonlé gon-
dolatmenettel nyilvan hasonl6 eredmény nyerheto.

Ha specidlisan a b, szamokként az els6é k pozitiv egész szdmot vessziik, agy
(12)-bél |z| < 1-re
1
(1—2)(1—a2)... (1 —ak)

(19) 1+ Pp(1)-2+Pi(2)-2*+.. .+ Pi(n)-2"+... =

De mi a helyzet, ha 6sszeadanddk gyanant nemcsak az elsé k egészet, hanem minden
egészet megengediink? Ha tehat az

(20) lz; +2x9+...=n

egyenlet megolddsainak szdmat nemnegativ egészekben p(n)-nel jelsljiik, tgy (19)
utdn |z| < l-re az

(21) L+p(l) - z+p@2)-2*+...+pk) 2" +... =
1 def 1

l1—z)(1—22)...(1—2%) ... Q=)

formula varhaté.2 Ezt mar Euler tudta a 18. szézad kozepén; itt a végtelen sok
tényezds szorzatnak pontos értelem adhatd. De ebbdl nyerni p(n) pontos megha-
tarozasat az elébbivel analég moédon, senkinek sem sikeriilt, és mas médon sem,
egészen Ramanujan Anglidba joveteléig. Ekkor egy alkalommal Hardyval diszkutal-
tdk Ramanujan egy allitasat elso levelébdl. Ez arra vonatkozott, hogy ha tekintjitk
|z| < 1-ben fix dsszegfiiggvény gyanant az

1
1—2x+ 224 — 229 + 2215 — ..

fiiggvényt, gy Ramanujan azt allitotta, hogy az ehhez tartozé a;, egyiitthaték az

(22) A O O i A
A P 2 NG

formuldbdl hatdrozhaték meg, ahol {x} az z-hez legkizelebbi egészet jelenti. Ennek
bizonyitdsara Ramanujan egy egészen tjszeri, de teljesen heurisztikus utat vazolt,
amirdl kidertilt, hogy (22)-t nem adja ugyan ki, az nem is igaz, de rajottek arra, hogy

2Ezzel a jeldléssel azt akarjuk kifejezni, hogy az egyenlSségi jel egyik oldaldt a mésikkal
definidljuk. (Szerk.)
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p(n) meghatdrozaséara igenis alkalmas. Ez énmagéban is jelent6s eredmény; késébb
sok alkalmazésa lett a fizikaban és a statisztikus csoportelméletben. F6 jelentésé-
ge azonban az, hogy Hardy és Littlewood felfedezték, hogy Ramanujan zsenialis
alapgondolata, kombindlva azt a nyugati analizis legkifinomultabb technikajéval,
a szamelmélet tobb klasszikus probléméjaban azel6tt hihetetlen eredményeket tud
produkalni.

Most csak két ilyen problémat emlitek meg egészen réviden. Miutan Lagrange
1770-ben bebizonyitotta, hogy minden pozitiv egész n szam eléallithatd, mint leg-
feljebb 4 pozitiv egész szam négyzeteinek Gsszege, Waring ugyanezen évben sejtés-
képp kimondotta, hogy analdg tétel 1étezik négyzetek helyett k-adik hatvanyokra
is, ahol k tetszoleges, 1-nél nagyobb pozitiv egész. Pontosabban szélva azt sejtette,
hogy minden k > 2 egészre és pozitiv egész n-re, alkalmas

a = a(k)-val az
n:x’f—i—x’g—i—...—i—x’;
egyenlet megoldhaté nemnegativ egész (w1, T2, . .., 24)-val. A lényeges az éllitdsban
nyilvan az, hogy a felhasznalt k-adik hatvanyok szdma n-t6l nem fiigg; ha ezt nem
kotnénk ki, gy

n=1% +1% +. . +1*

a feladat megoldédsa volna. Lagrange el6bb emlitett tétele a jelolés mellett azt allitja,
hogy a(2) = 4.

Bér az altaldnos sejtést Hilbert 1909-ben bebizonyitotta, eljardsa az a(k)-nak
csupan a létezését bizonyitotta be, szamértékét elvileg nem adhatta ki, és még
kevésbé a megoldasok szamat. A k = 3 esetre szoritkozva Hardy és Littlewood az

1+ +2% 4+ 42 + .. = fola)

fiiggvénybdl kiindulva képezték az fo(a:)b fiiggvényt, egyeldre hatdrozatlan b pozitiv
egésszel. Ennek hatvanysoraban x™ egytitthatdja épp azt fogja jelenteni, hogy n
héanyféleképp allithat6 el mint b darab nemnegativ egész szam 3. hatvanyainak
Osszege; ha b-t sikeriil gy megvélasztani, hogy fo(x)b minden egyiitthatéja pozitiv,
gy Waring sejtése igaz, és a keresett a(3) < b. Itt 1épett be dontd djitdsként
Ramanujan 6tlete; ezzel nyerték az a(k)-ra az els§ explicit korldtot, mely szerint

alk) < (k—2)21 45

minden egész k > 2-re, ha n ,elég nagy”.

Nem térve ki az azdta ezen a téren elért déridsi haladasra, megemlitem a ma-
sodik klasszikus problémét, a gyenge Goldbach-sejtést®, mely 1742-bél val6 és azt
allitja, hogy minden minden 5-nél nagyobb pératlan pozitiv egész szam el6allithatd

32013-ban Harald Helfgott publikilt a gyenge Goldbach-sejtésre egy bizonyitdst, dm
az még nem jelent meg recenzalt szakértéi folydiratban. A bizonyitds, melyet a matema-
tikusok széles korben elfogadottnak tekintenek, itt olvashaté: https://arxiv.org/pdf/
1305.2897.pdf. (Szerk.)
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mint legfeljebb 3 primszam 6sszege. Ezen kérdés reménytelennek 1atszé nehézségét
Hardy és Littlewood 1923-ban torték meg, ismét Ramanujan alapgondolatabdl ki-
indulva; egy teljes bizonyitashoz, legaldbbis n > €20 esetére, elészor Vinogradov
jutott 1935-ben, tovabb javitva az eredeti utat.

Fontossa valt eredményeket tovabb idézhetnék Ramanujannak Hardyval valo
kozos munkajabol; ezek, ha alapgondolatuk Ramanujantdl jott is, nem jellemzdek
analitikus latasmoédjara, a szép formulakban kifejezett Gsszefliggések felfedezésére
valé intuiciéjara. Ezek sokkal mélyebben fekvok, elemzésiik, varatlansaguk, mély-
ségiik érzékeltetése sokkal tobb elokésziiletet igényel, mint a fontebb latott particio-
ké.* De alapvetSbb nehézség az, hogy nem vildgos, egyaltaldan mi tesz egy formuldt,
egy ,szaraz matematikai formulat” — ahogy a koznyelv mondja — széppé? ElOszor
ezt elemezziik kissé altaldnosan, azutan konkrétabban egy olyan formulat fogunk
boncolgatni, amely Ramanujan korai napléjaban szerepel, ha azt — Ramanujan tud-
ta nélkiil — Euler kozel 200 évvel korabban felfedezte, de amelyhez az el6késziiletek
aranylag konnyebbek és ezek nehezén is mar elébb tulestiink.

Mi tesz tehat egy formuldt széppé? Ehhez eloszor tekintsiink egy formulét,
amelyet nem neveznék szépnek. A kozismert

(a+Db)(a—b) =a® — b

formula hasznos. De az egyenloség két oldalan leveo kifejezések egyrészt eleve ha-
sonlé jellegliek, masrészt a legegyszeriibb gondolattal, a bal oldalon kijel6lt szorzas
elvégzésével a formula érvényességének belatasa egy altalanos iskolasnak sem je-
lent probléma&t. Ezt tehdat nem nevezhetném ,szép” formuldnak. Més a helyzet pl.
a klasszikus

3 5 L a2kt .

(23) *+7+7—+<—1) ~m+...—smx

formulandl, ahol a jobb oldalon x a szognek ivmértékben kifejezett nagysaga. Itt
a két oldalon all6 mennyiségek egészen kiilonbozé jellegliek, a sin z geometriai szar-
maztatdsi mennyiség és ezért az Osszefiiggés annak, aki el0szor latja, egészen meg-
lepo, varatlan jellegii. Még paradox is els6 ranézésre, hiszen a formula tetszéleges
nagy valos x-ekre is igaz; a bal oldal egyes tagjai kiilon-kiilon ériasi nagyok lesznek,
ha x nagy, viszont az Osszeg-fiiggvény, a sinx, csak +1 és —1 kozotti értéket ve-
het fel. Tehdt a (23) formula meglepd tartalma roviden az, hogy — a széldsmondés
megforditasdval — sok nagy kevésre mehet. Espedig nem trividlis médon, mint pl.
a trividlis

z—2x=0

formuldban. Tovdbb4 a (23) formula helyességének beldtdsa bizonyos dolgok tudé-
sa nélkiil, direkt médon, semmiképp nem evidens. Mégis aranylag kénnyen lathato,
hogy az f(xz) fiiggvények egy elég altaldnos osztélydra a hatvénysorat megtaldl-
ni nem nehéz feladat, és szerencsére a sinx fliggvény ehhez a fiiggvényosztalyhoz

1Particié: természetes szdmnak természetes szdmok Osszegeként vals eléllitdsa.

(Szerk.)
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tartozik. De szép a (18) formula is. Az egyenldség két oldaldn latszélag egészen kii-
16nbo6z6 jellegti kifejezések allnak; a jobb oldalirél 6nmagaban az sem evidens, hogy
egész szam (pedig nyilvan annak kell lennie). Az is kiilénos, hogyan keriil a jobb
oldalra egy periodikus tag, a 2 cos =~ 2“" . Tehat a formula Jellege varatlan és megle-
p6. Hasznos is, hiszen a bal oldal dlrekt kiszdmitasdhoz n?-rendii szam1 miiveletet
kellene végrehajtani, a jobb oldal kiszamitdsahoz egy szorzas és 6t Osszeadas elég.
Bebizonyitasa direkt, mint lattuk, nem egyszerd; ha mar tudjuk a formuldt, egy
verifikalas teljes indukcidval nem nehéz, ui. ez esetben igazolhatd, hogy

n
Pa(w) = Pyln=3) =1+ 5]
illetve
P3(2m) —P3(2m—3) = l—l—m,

Mint mondottuk, a ,Ramanujan-rendiien szép” formulak illusztralasara befe-
jezésiil egy Eulertél szarmazd régebbi formuldt fogunk kissé behatébban elemezni.

E formula a (21) alatti Q(z)-nek
(24) l4+az+aa®+...+apz™+....

alaku eléallitdsara vonatkozik, az egyiitthatok meghatarozasara. Hogyan &llna
az ember egy ilyen kérdéshez? Képezné a részszorzatokat:

I, & 1—2)(1—-2%)=1—2—2*+2°

1‘[3d_ef( —n)(1-2>)1-2%)=1—z —2? + 2 + 2° — 25,

H4d:ef(1—x4) =1—x—2% 4225 —2® — 2% + 210

I (1 - =1z —a? 42" + 28 +27 — 28— 2% — 210 4 213 4 g4 — 215,

A Tlg-ot mar direkt nem képezziik, csak két észrevételt tesziink. ElGszor is az 1j
tényezé x-nek 6-nal kisebb kitevéjli hatvanyat mar nem tudja érinteni, viszont 2
kiesik, azaz
g=1—az—a?>+2°+22"+....
Vagyis a tovabbiakban x3, x* és 2% biztosan nem fog fellépni és mindegyik igy
kezd6dik:
1—z—a?+ 25

II;-et képezve nyilvan z7 egyiitthatéja 41 lesz, azaz II;-t6] kezdve mindegyik rész-
letszorzat kezdete:

(25) 1—z—2%42°+2".

Az eddigi prébalkozdsok nem sok fogddzot adnak az a,-egyiitthatok szabalyédra
azonfelill, hogy azt sejtetik, hogy az egyiitthatok ,elég szabalytalanul” csak 0 és
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+1 lehetnek. Ha tovabb folytatnank Ilg, ..., II 5 képzését, ijabb meglepetésként
adédna az elébbivel analég gondolatmenettel, hogy IIi5-t6] kezdve az elején 27
utéan nagyobb hézag kiovetkezik és minden ilyen IT méar gy kezdodik, hogy

l—z—a?+a2°+27 — 212 — 215

Itt mar van egy kis fogédzo; ui. észrevehetd, hogy a ténylegesen fellépé exponensek
kiilonbségei rendre 2 —1=1,7 -5 =2, 15— 12 = 3. Csak éppen a ,kezd6¢” 1, 5, 12
kitevOokrol nem latszik az els6 15 részletszorzat utdan sem valami szabdalyossag. Bs
még hosszu ideig.

Euler-Ramanujan széban forgd tétele mérmost egészen pontosan megadja
az 0sszes a,-egylitthatok képzési szabalyat. Kiilonos — és teljesen varatlan — médon
minden attdl fiigg, hogy n eléallithato-e

3k2+ k
(26) n = SETFR
2
alakban egy pozitiv vagy negativ egész k-val és Euler tételének elsé fele azt mondja
ki, hogy
(27) a, =0,

ha n nem (26) alakd. Ha sorban
k=0, +1, -1, +2, —2, +3, -3, ...,

gy rendre
3k + k
2
ami azt jelenti, hogy a ténylegesen fellépd tagok (24)-ben

=0,2 1,7 5 15, 12, ...

20, ', 22, 2% 27, .. .-hez

tartoznak. Ez egyezésben van (25)-tel, de még nem ad felvildgositast arrdl, hogy
a (26) alatti n-ekre mi a,, értéke. Euler tételének mésodik fele erre vélaszol, és azt
mondja ki, hogy az ilyen n-ekre

k
(28) an = (—1)".
Ez mér rogton ad felvildgositast arra, hogy (25)-ben x és 2 egyiitthatéja miért —1,
mig 2% és 27 egyiitthatéja +1. Maga a szép formula kifrt alakja az, hogy |z| < 1-re

oo

I—z)(1-22)...(1—am)...= 3 (-1

k=—o0

Mondanom sem kell, hogy a szépséget a formula tartalmdra, és nem a formdjdra
értem.

A tétel szép, elészor is, mert varatlan, hiszen a bevezetében leirt prébalkozést
j6 sokaig kellene a vajt fiilliinek is csinalnia, mig az egyiitthaté szabdlyra réjon.
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A tétel szép, mert a kapott szabdly, ha rendkiviil szokatlan is, elegdnsan, réviden,
par széval megvilagithaté volt. A tétel szép, mert helyessége egyaltalan nem evi-
dens, igazan egyszerd bizonyitds ra maig sincs, indukcids vagy masfajta verifikdlas
nem megy, még akkor sem, ha a véjt fiili az egyiitthaté szabalyra empirikusan mar
rajott. A tétel szép, mert bel6le rogton kovetkezik egy masik, ugyancsak varatlan
allitas. Ha a (21) alatti Q(z) helyett az

(29) 1+2)1+2?)(1+2%) ... (14+2™)...-1e
vonatkozolag kérdeznénk, hogy
l4+cz+cea?+.. . +epz™+...

alakba irva, mi a ¢, egyiitthaté értéke, az el6bbiek alapjan nyilvanvalé felelet az,
hogy annyiszor 1, ahanyféleképp n eloallithato

(30) n=x1+x2+...+a
alakban, ahol [ tetszOleges egész és
(31) 1< < <wzz3<...<ux.

Vagyis ahanyféleképpen n eléallithaté kilonbozd pozitiv egészek Osszegeként. Ha
Q(z)-et most ezen szemszogbdl nézziik, akkor minden (30)—(31) alatti el6éllités,
amelynél [ paros, +1-gyel, amelynél [ paratlan, (—1)-gyel jarul a,-hez. Tehdt azt
nyertiik, hogy

(32) an =10, — 11,

ahol II; azt jelenti, hogy n hanyféleképp &llithaté elé mint pdros sok kiilonbozé
pozitiv egész szam Osszege, Ily pedig mint pdratlan sok kiillonbozé pozitiv egészé.
fgy Euler tétele mellékesen kiadja azt, hogy az n pozitiv egész ugyanannyiféleképp
allithato el6 paros sok kiilonboz6 pozitiv egész 6sszegeként, mint paratlan sok ilyen
Osszegeként, kivéve, ha n a (26) alakba irhatd, amikor is 1-gyel tobb, illetve keve-
sebbféleképp aszerint, hogy k paros, illetve paratlan. Ha valakinek azt a kérdést
tennénk fel az elozmények nélkiil, mit gondol, egy n pozitiv egész szam paros vagy
paratlan sok kiilonb6z6 pozitiv egész szam Osszegeként dllithato-e el6 tobbféleképp,
nagy valészintiséggel azt felelné, hogy mindig, talan az els6 par n kivételével, ugyan-
annyiféleképp, hiszen nincs semmi ok, hogy egyikbdl t6bb legyen, mint a masikbdl.
Nagyon meg lenne lepve, ha hallana, hogy ez aldl végtelen sok kivétel van, és ezek
épp a (26) alatti n-ek!

Szép tétel altalaban nem izolalt érdekességii. Ez éll a sz6ban forgd Euler-tételre
is. (24) és (21)-bél

(33) (1+ a2 +agz® + ...+ a2 +..)(1+p(l) -z +
+p(2)- 2%+ ... Fpw)a’ +...)=1.
Ha n > 1, akkor a jobb oldalon 2" egyiitthatéja 0, a bal oldalon pedig

p(n)+pn—1)-a1+pn—2)-as+...+p(1) an_1+ an.
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Az emlitett egyértelmiiségi tétel miatt ez 0, azaz
(34) p(n) = —aip(n —1) —agp(n —2) — ... — an_1p(1) — an.

Ez tehdt a p(n)-re egy rekurziv formula. Ha ezt p(n) értékeinek szdmitdséra akarjuk
felhaszndlni, akkor ez egy igen jol hasznalhaté formula. Ugyanis a p(v)-k igen nagy
szdmok; ha (34)-ben sok tag van, akkor ez nagyon sok szdmoldst jelent. De Euler
tétele szerint az a,-egyiitthatdk java része 0, igy hogy (34) valgjdban jéval kevesebb
tagot tartalmaz. Ez a tény még ma, a gyors szamitdégépek koraban is hasznos,
hiszen pl.

p(200) = 3972999 029 388,

de Ramanujan kordban neki rendkiviil sokat jelentett. Espedig azért, mert még
Indidban megkezdett vizsgélatai a p(n)-ek oszthatdsdgi tulajdonsigaira vonatko-
z6lag mindig konkrétan kiszdmolt p(n)-eken konstatdlt numerikus észrevételekkel
kezdédtek. Marpedig Ramanujannak ezek és az ezekbdl kiinduld, maig is csak nap-
l6jaban levo feljegyzései inditottdk B. Birch oxfordi professzort 1975-ben, tehat
Ramanujan haldla utdan tobb, mint 50 évvel, hogy ,,A look back at Ramanujan’s
Notebooks” c. dolgozatédban® lefrjon olyan mondatot, hogy ,,... They support the
view that Ramanujan’s insight into the arithmetics of modular forms was even
greater than has been realized ...”% mindezt egy emberrdl, aki kozépiskoldit sem
tudta elvégezni!

Turan Pal
7 7 Gyakorlé feladatsor
i emelt szintii matematika érettségire
I. rész

veszi fel a fiiggvény a 2 értéket? (6 pont)
b) Adott egy g fliggvény tgy, hogy minden x € Dy-re g(z +1) = 29(12)—&-1 és
g(2021) = 2021. Mennyi ¢(2020)? (4 pont)

2. a) Huba a bolhapiacon szeretné eladni az okostelefonjit. Tapasztalatbol
tudja, hogy az ar % részét lealkudjak a vasarlok, ezért a megallapitott érték i ré-
szével tobbet kér, igy az alku utan éppen annyit kap, amennyit szeretne. Ezuttal
azonban a telefon értékének 90%-4val tért haza. Hanyadrészét kapta meg Huba
a telefon piacon kihirdetett drdnak? (5 pont)

5Visszapillantds Ramanujan napléira.
6 Mindezek aldtdmasztjdk azt, hogy Ramanujan tébbet ldtott meg a moduldris formdk
aritmetikajabdl, mint eddig gondoltuk ...”

16 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/1



