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| | A 61. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia
IMO/zg29\ feladatainak megoldasa II.

Masodik nap*

4. feladat. Adott egy n > 1 egész szdm. Eqy hegynek eqy lejtéjén n? dllomds
van, csupa kiilonbozd magassdgon. Két felvondtarsasag, A és B mindegyike k felvo-
ndot tzemeltet; mindegyik felvondval eqy dllomdasrdl eqy magasabban fekvd dallomdasra
lehet eljutni (kiozbiilsé megdllds nélkil). Az A tdrsasdg k felvondjdnak k kilonbozd
kezddpontja és k kilonbozé végpontja van, és magasabbrdl induld felvons maga-
sabbra is érkezik. Ugyanezek a feltételek teljesiilnek B-re. Azt mondjuk, hogy eqy
felvondtarsasdg 6sszekot két dllomdst, ha a lejjebbi dllomdsrdl indulva el lehet jutni
a feljebbire az adott tdrsasdg egy vagy tibb felvondjdt haszndlva (nincs megengedve
semmilyen mds mozgds az dllomdsok kiézott).

Hatdrozzuk meg a legkisebb olyan pozitiv egész k szdmot, amelyre biztosak lehe-
tiink abban, hogy van két olyan dllomds, amelyet mindkét felvondtdrsasag dsszekit.

Nagy Nandor megoldasa. Elészor is meg fogjuk mutatni, hogy k = n(n—1)
esetén még léteznek olyan A és B felvondparkok, amelyek nem kotnek 6ssze mind-
ketten egy allomaspart. Ehhez szdmozzuk [1,7n?] egész szdmaival az dllomésokat,
magassaguk szerint névekvé sorrendben. Tekintsiik a kovetkezd szabalyt: Az A téar-
sasdg csupan szomszédos sorszamu alloméasok kozott 1étesit jaratot, és pontosan
akkor, ha a kisebbik sorszdm nem oszthaté n-nel. Ezzel szemben a B tarsasig
barmely két olyan allomés kozott kozlekedik, amelyek sorszaméanak kiilonbsége n.
Mivel mindkét tarsasag csak egy adott hosszusdgu felvonot tizemeltet, ezért maga-
sabb allomésrél magasabb célra visz egy adott tarsasag liftje. Elmondhaté az is,
hogy az A tarsasag altal osszekotott allomasok tavolsaga sziikségszertien kisebb,
mint n, mig a B tarsasag altal 6sszekotott alloméasok tavolsdga oszthatd n-nel, igy
legaldbb n.

Ezutdn megmutatjuk, hogy k = n(n — 1) + 1 esetén mér biztosan van olyan
allomaspar, amelyet az A és B is Osszekot. Tekintsiik azt a két irdnyitott grafot,
amelynek cstcsai az allomésok, élei pedig az A illetve B tarsasag liftjeinek felelnek
meg.

Mivel tarsasdgon beliill minden kezdo- és végpont eltéro, ezért minden csics
be- és kifoka is maximum 1 lehet, ezért tudhatjuk, hogy az igy képzodo graf
egyértelmiien ldncokra oszthatd, amelyek akdr egyelemfiek is lehetnek. (Az elébbi
példaban 1, 2, ..., n példaul az A grifjdban ldncot alkot.) Tegyiik fel indirekten,
hogy még igy sem lesz kozos 6sszekotott par: A kormentesség miatt, ha n? csticsra
felvesziink n? —n + 1 élet (mondjuk az A tarsasag felvondit), akkor ezzel n — 1 darab
Osszefiiggd komponens lesz a grafban, ami jelen esetben mind lénc. Azonban most B
lancait tekintve elmondhatd, hogy egyikben sem lehet t6bb mint n — 1 cstcs, hiszen
ha B-ben lenne legalabb n alloméast tartalmazoé lanc, akkor a skatulya-elv miatt

*Az els6 nap feladatainak megolddsat a decemberi szdmban kozoltiik.
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létezne benne kett6 olyan, amelyek A grafjaban azonos ldncba tartoznak. Logikai
szimmetria miatt az is teljesiil, hogy B-ben 6sszesen n — 1 lanc van, vagyis A lancai
sem tartalmazhatnak n — 1-nél tobb csticsot. fgy azonban A grafjaban az Osszes
ldnc osszes allomésat véve legfeljebb csak (n — 1)? dllomdast szdmlaltunk meg, ami
kevesebb, mint n?; ellentmondas. Tehat k legkisebb megfelels értéke n(n — 1) + 1.

5. feladat. Adott eqy kartyapakli, amely n > 1 kdrtyabol dll. Mindegyik kdr-
tydra eqy pozitiv egész szam van felirva. A pakli olyan, hogy barmely két kdartydn
lévd szam szamtani kézepe egyittal a mértani kézepe is néhdany (egy vagy tobb)
kdrtyan lévé szammnak.

Milyen n-ekre kovetkezik ebbdl, hogy a kdrtydkon dllé szamok mind egyenldk?

Beke Csongor megoldasa. Legyen d a kartyakon 1év6 szdmok legnagyobb
kozos osztdja. Készitsiink egy masik kartyapaklit, amiben minden kartyara az ere-
deti kartyan 1évo szam d-ed részét irjuk. Mivel a szdmtani és mértani kozepek ezzel
mind d-ed résziikre csokkentek, ha az eredeti pakli megfelel6 volt, akkor az 1j is,
valamint az j pakilban a szamok legnagyobb ko6zos osztdja 1.

Tegyiik fel, hogy az eredeti palkiban nem volt mindegyik kartyan ugyanaz
a szam. Ekkor az 1j kéartyapakliban nem mindegyik szam 1, ezért a legnagyobb
kartydn 1évé szamnak van primosztoja. Legyen a a legnagyobb szam, p egy prim-
osztéja. Legyen b a legnagyobb olyan szam a kartydkon, ami nem oszthatd p-vel;
ilyen kartya létezik, mivel a kdrtydk legnagyobb kozos osztdja 1.

Az a és b szdmok szamtani kozepét is fel lehet irni a kértydkon 1évé szdmok
mértani kézepeként, ezért:

b
Cl—2|— _ {g/ﬁ,
ahol a P szam k darab kartyan szereplé szam szorzata. Ha nem szerepel b-nél
nagyobb szam ezek kozott, akkor YP<b< aT"'b, mivel a > b. Ezért a P szorzatban
van b-nél nagyobb tényezd, azaz P oszthato p-vel.

(a+b)f =2%.P

A jobb oldal oszthaté p-vel, ezért a bal oldal is, ami csak ugy lehet, ha a + b is
oszthaté p-vel, mivel p prim. Itt a oszthatoé p-vel, b pedig nem, ezért az Gsszegiik nem
oszthaté p-vel, azaz ellentmondast kaptunk. Tehat tetszéleges n > 1-re kovetkezik,
hogy a kartyakon &all6 szamok mind egyenl6k.

6. feladat. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan ¢ pozitiv konstans, amellyel igaz
a kovetkezd dllitds:

Tekintstink eqgy n > 1 egész szamot €s egy n pontbdl dllo S halmazt a sikban
ugy, hogy S barmely két kiilonbozé pontjanak tavolsdaga legalabb 1. Ebbdl kovetkezik,
hogy van olyan, S-et szétvdlaszto ¢ egyenes, hogy S barmely pontjanak £-t6l valo
tdvolsdga legaldbb cn=1/3.

(Egy ¢ egyenes szétvélasztja pontoknak egy S halmazdt, ha valamely, S-nek
két pontjdt dsszekitd szakasz dtmetszi L-et.)

Megjegyzés. Gyengébb eredményre, amelyben cn™3 helyett en™ dll, jdrhat rész-
pontszdm az o > 1/3 konstans értékétél fiiggéen.
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Téth Balazs megoldasa. Legyen d az S ponthalmaz dtmérgje, azaz a leg-
nagyobb tavolsag, ami két S-beli pont kozott eléall. Legyen az egyik atméro két
végpontja P és P,. Allitsunk merdélegest a Py P, szakaszra Pj-ben, és P,-ben is.
S minden pontja ezen két egyenes altal meghatarozott savba fog esni, hiszen ha
a savon kiviil lenne pont, annak tavolsiga vagy P;-t6l vagy P,,-t0l nagyobb lenne
d-nél. A P;-ben allitott merdleges egyenest kezdjiik el parhuzamosan tolni, amig el
nem érjitk a P,-ben allitott merdlegest. A tolds kdzben az egyenes minden S-beli
ponton at fog menni. Szamozzuk meg S-nek a P;-tol és P,-t6l kiillonbozé pont-
jait Po-t0l P, _1-ig gy, hogy amelyiken kés6ébb halad at az egyenes, annak legyen
nagyobb a sorszdma. (Hogyha két ponton ugyanakkor halad &t az egyenes akkor
mindegy, hogy milyen sorrendben szdmozzuk meg 6ket.) Legyen P;-nek a PP,
szakaszra vett meréleges vetiilete Tj.

P,
P4 Pnfl
Tsl
=T TQ T4 T'lpn:ﬂL
P

Jeloljiik d;-vel a T;T; 1 szakasz hosszat, vagy pedig legyen d; = 0, hogyha ezen
két pont egybeesik. Ekkor dy +ds + ...+ d,—1 = T1T,, = P, P, = d teljesiilni fog,
mivel a P P, szakaszon sorban vannak a T; pontok. Legyen = a di,ds,...,d,—1
szamok maximuma. Hogyha = = d;, akkor a T;T} szakasz felezdmerdlegese olyan
egyenes lesz, ami szétvélasztja S-et, mivel P; és P, kiilonbozé oldalan van, és min-
den S-beli ponttdl legalabb % tavolsagra van: ha ugyanis egy S-beli pont kozelebb
lenne hozzd, akkor annak a meréleges vetiilete P, P,-re a T}T;; szakasz belsejébe
esne, ami nem lehet, mivel sorban szerepelnek a T; pontok a P; P, szakaszon.

1
Ezek szerint elég lenne beldtni, hogy = > cn™ 3 valamilyen ¢ konstansra.

Mivel a d hosszi P P, szakaszt n — 1 szakaszra osztottuk fel, és ezek koziil
vettiik a maximalis hosszt, igy a skatulyaelv miatt x > % > % teljesiilni fog.

Vegyiik a P P, szakaszon azt az A pontot, amelyre PjA = 1, és vizsgdljuk
azt a savot, amit a P, P,-re Pi-ben, illetve A-ban allitott merdleges meghataroz.
Legyenek az ebbe a sdvba (vagy a hatéréra) esé S-beli pontok Py, P, ..., P;. Mivel
mindkét egyenes merdleges P P,,-re, igy a pontok szdamozasa miatt valoban az elsé
k pont fog a sdvba esni valamilyen 1 < k < n-re.

A PyTyy1 tavolsag nagyobb, mint 1, hiszen Pyiq és igy Tiy1 is kivill esik
a savbol. Ugyanakkor PiT41 = di +do+ ... +di < kx, tehat 1 < kx teljesiil, azaz
% < k. Tj41 csak akkor nem létezik, hogyha k = n, ami viszont csak akkor lehet,
ha PP, =1, azaz d = 1, ekkor viszont n < 3 kell, hogy teljesiiljon, azonban kis
n-re nem sziikséges vizsgdlni az allitast, mert c-t valaszthatjuk olyan kicsire, hogy

1
valamilyen N korlitra n < N esetén mindig teljesiiljon x > e¢n™ 3, hisz tudjuk, hogy

d 1
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Vizsgaljuk a P, Ps,..., P, pontok PP, szakasztol P,
valé tavolsagat, azaz a P;T; szakaszok hosszat. Legyen P,
ezek maximuma t. Ekkor a Py, Ps, ..., P, pontok az db-
ra szerint befoglalhatdak egy 1 x 2t-s téglalapba.

Ezt a téglalapot le tudjuk fedni legfeljebb 8t + 2 da-

rab 5 x 5-es négyzettel, hiszen az 1 hosszu oldal men- P=T T BT, A
tén 2 ilyen négyzet kell, a 2t hosszu oldal mentén pe- 2
dig legfeljebb 4t + 1, hiszen % = 2t. Egy ilyen
% X %—es négyzetbe legfeljebb egy S- beh pont eshet, hi- P
3

szen egy ilyen négyzeten beliil két pont egymastdl valo

tavolsaga legfeljebb az &atlé hossza, azaz ﬁ < 1 lehet.
Ennek alapjan k& < 8t + 2, hiszen legfelJebb enny1 kis negyzettel lefedheto a terulet

ahova a k darab S beli pont esik. Mivel < S <k, igy o < 8t —|— 2, azaz Siz — <t
Hogyha —— 16 akkor T < x, amivel megfelelo crex > cn” 3 teljestil, igy eleg azt
vizsgalni, hogyha T6s %1 Ekkor

1L 1.1 ! L tehat LI t

—— 2 — = — = — ehat — .

8z 4~ 8 16z 162’ 16z

P,
T, |A
P =T1| ! ! |R1:Tn

Legyen P, az a pont, amire P,T, =t és 1 < a < k. Vizsgaljuk a P, P, tavol-
sdgot. A P,T, P, haromszog derékszogl, igy a Pitagorasz-tétel szerint
P,P2=P,T?>+T,P? =t* + T,P?> > t* + (d — 1)°,
hiszen P\T, <1 és P\T, + T, P, = d. Azt is tudjuk, hogy P, P, < d, hisz d az &t-
méro, igy
+d* —2d + 1.

2 2 < 42

d° > P,P; >t +(d—1) 2 5o

tehat z2 azaz r = c- Ll egy
dz

512d’

Atrendezve 2d — 1 > 2563:2, igy 2d > 25%352,

megfelel6 pozitiv ¢ konstansra.

U

3 | i
I
3
o=

2
Hogyha d > n3, akkor az z > = egyenl6tlenséghdl x >

3

2
Hogyha d < n3, akkor az x > ¢ - —11— egyenl6étlenséghél

a2

I
o
3
W=

T =c-

win —

~—
SIS

1
Mindkét esetben azt kaptuk, hogy x > ¢-n™~ 3 egy megfelel$ ¢ pozitiv konstans-
ra, és éppen ezt akartuk, igy valoban létezik a feladat feltételét teljesité egyenes.
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