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| | A 61. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia
IMO/zg29\ feladatainak megoldasa II.

Masodik nap*

4. feladat. Adott egy n > 1 egész szdm. Eqy hegynek eqy lejtéjén n? dllomds
van, csupa kiilonbozd magassdgon. Két felvondtarsasag, A és B mindegyike k felvo-
ndot tzemeltet; mindegyik felvondval eqy dllomdasrdl eqy magasabban fekvd dallomdasra
lehet eljutni (kiozbiilsé megdllds nélkil). Az A tdrsasdg k felvondjdnak k kilonbozd
kezddpontja és k kilonbozé végpontja van, és magasabbrdl induld felvons maga-
sabbra is érkezik. Ugyanezek a feltételek teljesiilnek B-re. Azt mondjuk, hogy eqy
felvondtarsasdg 6sszekot két dllomdst, ha a lejjebbi dllomdsrdl indulva el lehet jutni
a feljebbire az adott tdrsasdg egy vagy tibb felvondjdt haszndlva (nincs megengedve
semmilyen mds mozgds az dllomdsok kiézott).

Hatdrozzuk meg a legkisebb olyan pozitiv egész k szdmot, amelyre biztosak lehe-
tiink abban, hogy van két olyan dllomds, amelyet mindkét felvondtdrsasag dsszekit.

Nagy Nandor megoldasa. Elészor is meg fogjuk mutatni, hogy k = n(n—1)
esetén még léteznek olyan A és B felvondparkok, amelyek nem kotnek 6ssze mind-
ketten egy allomaspart. Ehhez szdmozzuk [1,7n?] egész szdmaival az dllomésokat,
magassaguk szerint névekvé sorrendben. Tekintsiik a kovetkezd szabalyt: Az A téar-
sasdg csupan szomszédos sorszamu alloméasok kozott 1étesit jaratot, és pontosan
akkor, ha a kisebbik sorszdm nem oszthaté n-nel. Ezzel szemben a B tarsasig
barmely két olyan allomés kozott kozlekedik, amelyek sorszaméanak kiilonbsége n.
Mivel mindkét tarsasag csak egy adott hosszusdgu felvonot tizemeltet, ezért maga-
sabb allomésrél magasabb célra visz egy adott tarsasag liftje. Elmondhaté az is,
hogy az A tarsasag altal osszekotott allomasok tavolsaga sziikségszertien kisebb,
mint n, mig a B tarsasag altal 6sszekotott alloméasok tavolsdga oszthatd n-nel, igy
legaldbb n.

Ezutdn megmutatjuk, hogy k = n(n — 1) + 1 esetén mér biztosan van olyan
allomaspar, amelyet az A és B is Osszekot. Tekintsiik azt a két irdnyitott grafot,
amelynek cstcsai az allomésok, élei pedig az A illetve B tarsasag liftjeinek felelnek
meg.

Mivel tarsasdgon beliill minden kezdo- és végpont eltéro, ezért minden csics
be- és kifoka is maximum 1 lehet, ezért tudhatjuk, hogy az igy képzodo graf
egyértelmiien ldncokra oszthatd, amelyek akdr egyelemfiek is lehetnek. (Az elébbi
példaban 1, 2, ..., n példaul az A grifjdban ldncot alkot.) Tegyiik fel indirekten,
hogy még igy sem lesz kozos 6sszekotott par: A kormentesség miatt, ha n? csticsra
felvesziink n? —n + 1 élet (mondjuk az A tarsasag felvondit), akkor ezzel n — 1 darab
Osszefiiggd komponens lesz a grafban, ami jelen esetben mind lénc. Azonban most B
lancait tekintve elmondhatd, hogy egyikben sem lehet t6bb mint n — 1 cstcs, hiszen
ha B-ben lenne legalabb n alloméast tartalmazoé lanc, akkor a skatulya-elv miatt

*Az els6 nap feladatainak megolddsat a decemberi szdmban kozoltiik.
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létezne benne kett6 olyan, amelyek A grafjaban azonos ldncba tartoznak. Logikai
szimmetria miatt az is teljesiil, hogy B-ben 6sszesen n — 1 lanc van, vagyis A lancai
sem tartalmazhatnak n — 1-nél tobb csticsot. fgy azonban A grafjaban az Osszes
ldnc osszes allomésat véve legfeljebb csak (n — 1)? dllomdast szdmlaltunk meg, ami
kevesebb, mint n?; ellentmondas. Tehat k legkisebb megfelels értéke n(n — 1) + 1.

5. feladat. Adott eqy kartyapakli, amely n > 1 kdrtyabol dll. Mindegyik kdr-
tydra eqy pozitiv egész szam van felirva. A pakli olyan, hogy barmely két kdartydn
lévd szam szamtani kézepe egyittal a mértani kézepe is néhdany (egy vagy tobb)
kdrtyan lévé szammnak.

Milyen n-ekre kovetkezik ebbdl, hogy a kdrtydkon dllé szamok mind egyenldk?

Beke Csongor megoldasa. Legyen d a kartyakon 1év6 szdmok legnagyobb
kozos osztdja. Készitsiink egy masik kartyapaklit, amiben minden kartyara az ere-
deti kartyan 1évo szam d-ed részét irjuk. Mivel a szdmtani és mértani kozepek ezzel
mind d-ed résziikre csokkentek, ha az eredeti pakli megfelel6 volt, akkor az 1j is,
valamint az j pakilban a szamok legnagyobb ko6zos osztdja 1.

Tegyiik fel, hogy az eredeti palkiban nem volt mindegyik kartyan ugyanaz
a szam. Ekkor az 1j kéartyapakliban nem mindegyik szam 1, ezért a legnagyobb
kartydn 1évé szamnak van primosztoja. Legyen a a legnagyobb szam, p egy prim-
osztéja. Legyen b a legnagyobb olyan szam a kartydkon, ami nem oszthatd p-vel;
ilyen kartya létezik, mivel a kdrtydk legnagyobb kozos osztdja 1.

Az a és b szdmok szamtani kozepét is fel lehet irni a kértydkon 1évé szdmok
mértani kézepeként, ezért:

b
Cl—2|— _ {g/ﬁ,
ahol a P szam k darab kartyan szereplé szam szorzata. Ha nem szerepel b-nél
nagyobb szam ezek kozott, akkor YP<b< aT"'b, mivel a > b. Ezért a P szorzatban
van b-nél nagyobb tényezd, azaz P oszthato p-vel.

(a+b)f =2%.P

A jobb oldal oszthaté p-vel, ezért a bal oldal is, ami csak ugy lehet, ha a + b is
oszthaté p-vel, mivel p prim. Itt a oszthatoé p-vel, b pedig nem, ezért az Gsszegiik nem
oszthaté p-vel, azaz ellentmondast kaptunk. Tehat tetszéleges n > 1-re kovetkezik,
hogy a kartyakon &all6 szamok mind egyenl6k.

6. feladat. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan ¢ pozitiv konstans, amellyel igaz
a kovetkezd dllitds:

Tekintstink eqgy n > 1 egész szamot €s egy n pontbdl dllo S halmazt a sikban
ugy, hogy S barmely két kiilonbozé pontjanak tavolsdaga legalabb 1. Ebbdl kovetkezik,
hogy van olyan, S-et szétvdlaszto ¢ egyenes, hogy S barmely pontjanak £-t6l valo
tdvolsdga legaldbb cn=1/3.

(Egy ¢ egyenes szétvélasztja pontoknak egy S halmazdt, ha valamely, S-nek
két pontjdt dsszekitd szakasz dtmetszi L-et.)

Megjegyzés. Gyengébb eredményre, amelyben cn™3 helyett en™ dll, jdrhat rész-
pontszdm az o > 1/3 konstans értékétél fiiggéen.
Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/1 3
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Téth Balazs megoldasa. Legyen d az S ponthalmaz dtmérgje, azaz a leg-
nagyobb tavolsag, ami két S-beli pont kozott eléall. Legyen az egyik atméro két
végpontja P és P,. Allitsunk merdélegest a Py P, szakaszra Pj-ben, és P,-ben is.
S minden pontja ezen két egyenes altal meghatarozott savba fog esni, hiszen ha
a savon kiviil lenne pont, annak tavolsiga vagy P;-t6l vagy P,,-t0l nagyobb lenne
d-nél. A P;-ben allitott merdleges egyenest kezdjiik el parhuzamosan tolni, amig el
nem érjitk a P,-ben allitott merdlegest. A tolds kdzben az egyenes minden S-beli
ponton at fog menni. Szamozzuk meg S-nek a P;-tol és P,-t6l kiillonbozé pont-
jait Po-t0l P, _1-ig gy, hogy amelyiken kés6ébb halad at az egyenes, annak legyen
nagyobb a sorszdma. (Hogyha két ponton ugyanakkor halad &t az egyenes akkor
mindegy, hogy milyen sorrendben szdmozzuk meg 6ket.) Legyen P;-nek a PP,
szakaszra vett meréleges vetiilete Tj.

P,
P4 Pnfl
Tsl
=T TQ T4 T'lpn:ﬂL
P

Jeloljiik d;-vel a T;T; 1 szakasz hosszat, vagy pedig legyen d; = 0, hogyha ezen
két pont egybeesik. Ekkor dy +ds + ...+ d,—1 = T1T,, = P, P, = d teljesiilni fog,
mivel a P P, szakaszon sorban vannak a T; pontok. Legyen = a di,ds,...,d,—1
szamok maximuma. Hogyha = = d;, akkor a T;T} szakasz felezdmerdlegese olyan
egyenes lesz, ami szétvélasztja S-et, mivel P; és P, kiilonbozé oldalan van, és min-
den S-beli ponttdl legalabb % tavolsagra van: ha ugyanis egy S-beli pont kozelebb
lenne hozzd, akkor annak a meréleges vetiilete P, P,-re a T}T;; szakasz belsejébe
esne, ami nem lehet, mivel sorban szerepelnek a T; pontok a P; P, szakaszon.

1
Ezek szerint elég lenne beldtni, hogy = > cn™ 3 valamilyen ¢ konstansra.

Mivel a d hosszi P P, szakaszt n — 1 szakaszra osztottuk fel, és ezek koziil
vettiik a maximalis hosszt, igy a skatulyaelv miatt x > % > % teljesiilni fog.

Vegyiik a P P, szakaszon azt az A pontot, amelyre PjA = 1, és vizsgdljuk
azt a savot, amit a P, P,-re Pi-ben, illetve A-ban allitott merdleges meghataroz.
Legyenek az ebbe a sdvba (vagy a hatéréra) esé S-beli pontok Py, P, ..., P;. Mivel
mindkét egyenes merdleges P P,,-re, igy a pontok szdamozasa miatt valoban az elsé
k pont fog a sdvba esni valamilyen 1 < k < n-re.

A PyTyy1 tavolsag nagyobb, mint 1, hiszen Pyiq és igy Tiy1 is kivill esik
a savbol. Ugyanakkor PiT41 = di +do+ ... +di < kx, tehat 1 < kx teljesiil, azaz
% < k. Tj41 csak akkor nem létezik, hogyha k = n, ami viszont csak akkor lehet,
ha PP, =1, azaz d = 1, ekkor viszont n < 3 kell, hogy teljesiiljon, azonban kis
n-re nem sziikséges vizsgdlni az allitast, mert c-t valaszthatjuk olyan kicsire, hogy

1
valamilyen N korlitra n < N esetén mindig teljesiiljon x > e¢n™ 3, hisz tudjuk, hogy

d 1
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Vizsgaljuk a P, Ps,..., P, pontok PP, szakasztol P,
valé tavolsagat, azaz a P;T; szakaszok hosszat. Legyen P,
ezek maximuma t. Ekkor a Py, Ps, ..., P, pontok az db-
ra szerint befoglalhatdak egy 1 x 2t-s téglalapba.

Ezt a téglalapot le tudjuk fedni legfeljebb 8t + 2 da-

rab 5 x 5-es négyzettel, hiszen az 1 hosszu oldal men- P=T T BT, A
tén 2 ilyen négyzet kell, a 2t hosszu oldal mentén pe- 2
dig legfeljebb 4t + 1, hiszen % = 2t. Egy ilyen
% X %—es négyzetbe legfeljebb egy S- beh pont eshet, hi- P
3

szen egy ilyen négyzeten beliil két pont egymastdl valo

tavolsaga legfeljebb az &atlé hossza, azaz ﬁ < 1 lehet.
Ennek alapjan k& < 8t + 2, hiszen legfelJebb enny1 kis negyzettel lefedheto a terulet

ahova a k darab S beli pont esik. Mivel < S <k, igy o < 8t —|— 2, azaz Siz — <t
Hogyha —— 16 akkor T < x, amivel megfelelo crex > cn” 3 teljestil, igy eleg azt
vizsgalni, hogyha T6s %1 Ekkor

1L 1.1 ! L tehat LI t

—— 2 — = — = — ehat — .

8z 4~ 8 16z 162’ 16z

P,
T, |A
P =T1| ! ! |R1:Tn

Legyen P, az a pont, amire P,T, =t és 1 < a < k. Vizsgaljuk a P, P, tavol-
sdgot. A P,T, P, haromszog derékszogl, igy a Pitagorasz-tétel szerint
P,P2=P,T?>+T,P? =t* + T,P?> > t* + (d — 1)°,
hiszen P\T, <1 és P\T, + T, P, = d. Azt is tudjuk, hogy P, P, < d, hisz d az &t-
méro, igy
+d* —2d + 1.

2 2 < 42

d° > P,P; >t +(d—1) 2 5o

tehat z2 azaz r = c- Ll egy
dz

512d’

Atrendezve 2d — 1 > 2563:2, igy 2d > 25%352,

megfelel6 pozitiv ¢ konstansra.

U

3 | i
I
3
o=

2
Hogyha d > n3, akkor az z > = egyenl6tlenséghdl x >

3

2
Hogyha d < n3, akkor az x > ¢ - —11— egyenl6étlenséghél

a2

I
o
3
W=

T =c-

win —

~—
SIS

1
Mindkét esetben azt kaptuk, hogy x > ¢-n™~ 3 egy megfelel$ ¢ pozitiv konstans-
ra, és éppen ezt akartuk, igy valoban létezik a feladat feltételét teljesité egyenes.
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Egy kiilonos életut, Ramanujan
II. rész

Ramanujan eddig legjelentésebbnek bizonyult felfedezése paradox moédon egy
hibas allitasa kapcsan jott napvildgra, ismét egy példat adva, hogy zsenialis em-
berek hibai olykor termékenyebbek, mint kozepesek egyes korrekt munkai. Ennek
megvildgitdsa némi elokésziileteket igényel. Ha z tetszoleges, akar komplex szam,
ugy

1-—2)1+z+22+.. . 4+2%) =121

azaz

1— k+1
l+ae4+a22+... +28= T
1—=z

ahol k tetszoleges egész szam és x # 1. Ebbdl egy pontosan meghatarozott értelem-
ben adédik,! hogy ha |z| < 1, gy

(1) 1+x+m2—|—...—|—xk—|—...:17x.

Ha || < 1, akkor |23| < 1 is igaz, azaz (1) alkalmazhat6 = helyett z3-nal. Igy adédik

1

2 1+23+28+. 4%+ = ——
(2) +at a4t 5

vagy még wz-szel, illetve z%-tel szorozva, || < 1-re adédik

x
3 M = ——
(3) A R =5
és
(4) x2+x5+...+x3’“+2+...:i.
1— 23

Fenti formulakat fel lehet fogni egyrészt, hogy a bal oldalon &ll6 végtelen sorok
szamértékét fix |z| < 1-re egyszer(i zart alakban megadja a jobb oldal. Masrészt

'Ha c1, €2, ... valés (akdr komplex) szdmok, a ¢1 +c2 + ...+ ¢k + . .. végtelen sszegen
az S, = c1 + c2 +...cn sorozat hatarértékét értjiik, ha ez 1étezik. Ha a hatarértek nem
létezik, az Gsszeget nem értelmezziik. Az 1, x, 22, ..., 2", ... fiiggvényeket tekintve, az 1 +
x4+ a2+ ...+ 2"+ ... dsszeg minden |z| < 1-re egy olyan szdmsor, amelyre a végtelen
Osszeg a fenti definicié értelmében létezik, ha viszont |z| = 1, az Osszeg nem létezik. Azt
a fiiggvényt, mely minden z-hez a végtelen Gsszeget rendeli, ha ez létezik, és kiilonben
nincs értelmezve, az 1, ©, x2,...,z", ... fiiggvények sszegfiiggvényének nevezziik.

Ugyanigy tetszéleges ao, a1z, asz?, ..., apx”, ... fiiggvények Ssszegét is definidlhatjuk,
errdl van szé az 13. oldalon.

6 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/1
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azonban ugy is lehet érteni — ramanujanszeri heurisztikaval — hogy a jobb ol-
dalakon levé ,torteket” kifejezziik ,,x alapt szam rendszerben”. — Sziikségiink lesz
a komplikaltabbnak 1atszé

2+x
1+ 2422
eléallitasdra is. Mivel |z| < 1-re
24+ (2+z)(1—-2) _2—1‘—332_2 1 x @t
l+z+22 (I+z+22)(1-2) 1—-23  "1-—23 1-23 1-23

2m 1 2m T 2m z?
mren(0-5) g e (1 5) g e (2 5) 15

tehét (2), (3), (4) alkalmazhaté. Igy rogtén lathats, hogy |z| < 1-re

2 2 2
(5) 2cos<0~37r)+2(:os<1';> ~x+...+2cos(k~;>~zk+...

2+
14422

Az (1) formula bal oldalén x hatvényai dllanak gy, hogy mindegyik egyiitt-
hat6 1. Nem nehéz (1)-bél levezetni, hogy |x| < 1 mellett

1+20+32% +... +(k+ 12" +... = ——,
(1—x)

amit {rjunk binomidlis egyiitthatokkal

(6) <1)+(i)x—k(i’)xz—k...—k(k;rl)xk—&-...:(1_133)2

alakba. Hasonléan |z| < 1-re nyerhet&, hogy

(7) (§>+<;>x+...+(k;2>xk+...:(1_1@3.

(1)-be x helyett (—x)-et téve, adddik, hogy |x| < 1-re

1
8 1-— 234 (=D = .
(8) r4at—x”+ ..+ (=1)" 2"+ T2

A fenti formulédk bal oldalaiban k6z6s, hogy x nemnegativ egész kitevés hat-
vanyai lépnek fel a kitevotol fiiggd egyiitthatokkal. Kozos alakjuk tehdt

9) ap+a1x+ ... +agx® + ...,

és igazolhatd, hogy mindig van olyan A > 0 szdm, hogy a (9) alatti Gn. hatvénysor-
nak egy pontosan meghatdrozott értelemben van 6sszege, ha |z| < A. Ez az Gsszeg
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— ilyen z-ekre — fog fiiggeni z-t8l; ezt f(x)-szel jelsljiik. Az elébbi példdkban a jobb
oldalak igen egyszeri alaku fiiggvényeknek adodtak; ez dltaldban messze nincs igy.
De ha most f(x)-et {rjuk el§ és ennek hatvanysordt préobaljuk megtaldlni, illetve
legalabb egyiitthatéinak kozelité viselkedését, az sem konnyt feladat altaldban.

Masodik el6késziiletként tekintsiik a pénzkifizetési problémat, tehat azt, hogy
n forintos kévetelést hanyféleképp lehet (1, 2, 5, 10, 20, 50, 100 és 500 forintosokkal)
kifizetni. Ha pl. n = 500, akkor a feladat tgy is fogalmazhatd, hogy hanyféleképp
lehet az 500-ast felvaltani. Ha az 1 Ft-osok szama egy kifizetésnél x1, a 2 Ft-osoké
To, az b Ft-osoké x3, a 10-eseké x4, a 20-asoké x5, az 50-eseké xg, a 100-asoké 7,
az 500-asoké zg, gy két feltétel sziikséges a kifizetéshez:

a) x1, T2, ...,rs nemnegativ egészek,

b) hogy ki legyen elégitve az

1-x1 + 225 + 5wz + 1024 + 2025 + 5026 + 10027 4+ 50028 = n

egyenlet. Rogton ldthatd, hogy a) és ) teljesiilése tényleg egy pénzkifizetési médot
ad, a) és b) egyben elégségesek is. A feladat — mindjért dltalanositva — arra veze-
tett tehat, hogy adott by, b, ..., b killonb6z6 pozitiv egész szamok mellett hany
megoldasa van nemnegativ egészekben a

(10) bixy +boxo + ... +bpxr =n

egyenletnek. Jeloljikk ezt (n-et tekintve véltozénak) Pj(n)-nel (bar ez a b-ktél is
fiigg, de ezek, mint mondottuk, fixeknek tekintenddk).

Harmadik elékésziiletnek tekintsiik a (10) feladat egy szellemes atfogalmazését,
amely Eulertdl szarmazik. Tekintsiik most f(z)-et az

1
(11) 1@) = Ty =y =)

specidlis alakban, és prébéljunk hozza (9) alaku hatvdnysort taldlni, ha |z| < 1. Ez
esetben |2%1| < 1, azaz (1) alkalmazhaté z helyett x%'-gyel, azaz

1
m:1+xb1‘1+1’b1'2+...+xb19¢41+... .
Ugyanigy
1
m:1+$b2.1+$b2‘2+...+$b2$2+...
1 b1 b2 brxy

A bal oldalakat sszeszorozva, épp a (11) alatti f(x)-et kapjuk; a jobb oldalakat
gy szorozva, ahogy tobb tagot tobb taggal szoktunk,

xb1$1+b2932+m+bkwk
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alaku tagok Osszességét kapjuk. Ha tehat azt nézziik, hogy ilyen médon hényszor
kaphatunk egy rogzitett n mellett z"-t, igy ezen egyiitthaté Py (n). (A fenti eljards-
ban hallgatdlagosan tigy kezeltiink ,,végtelen sok tagi” osszegeket, mint véges sok
tagiaknal megszoktuk, ez azonban jelen esetben igazolhatélag helyes.) fgy tehat
eléall |z| < 1-re az

1

(12) 1+Pk(1)-x+Pk(2)-$2+~~~+Pk(ﬂ)-$"+~~: (l—xbl)...(l—l‘bk)

meglep6 formula.

Nyertiink-e azonban ezzel a szép formuldval valamit a Py (n)-ek meghataroza-
sdra, ami célunk volt? A dolog lényegén nem valtoztatunk, ha a szamitasi részletek
lehetoleg egyszeriivé tétele végett csak a

k=3 b=1, by=2  by=3
esetet tekintjiik (10)-ben, azaz keressiik az
(13) lzy + 222+ 323 =n

egyenlet nemnegativ x1, 3, zz-ban valé megolddsai P (n) szdmét. Egyrészt (12)-
bél adddik, hogy

1 =, .
14 (1—xz)(1—x2)(1 —3) :1+ZP3 (n)z",

n=1

hacsak || < 1. Mésrészt azonban kiprébalhatdlag igaz az

(15) 1 N T
Q-2)Q-2)(1—-2%) 6 (1-2)° 4 (1-2)
171 11 242

+

1
+5.17x §.1+x+§.l+x+z2

azonossag. Beirva (7), (6), (1), (8), (5)-6t (15)-be, adédik hogy

1

16 =1 e tanz®. ..,
(16) (-2 (129 ottt
ahol

1/n4+2\ 1/nt+1\ 17 (-1D)" 2 2m
17 e - A Gl R B
(17) “ 6<2>+4(1>+72+ g T3
Igy || < 1-re adédott az

1
(1—2)(1—22)(1 —a3)
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figgvényre két, latszdlag egészen kiilonbozd alakt hatvanysoralak. Bebizonyithatd
altalanosan, hogy — kissé pongyolan kifejezve — egy fiiggvénynek |z| < 1-ben csak
egy hatvanysora van. Ebbdl adédik, hogy

1/n+2 1/n+1 17 (=D)" 2  2mn
1 Pi(n) = > - Sl S A '
(18) 5 (1) 6( ) >+4( ) >+72+ 3 +gcos 3

Erre a formuldra még visszatériink. — A (10) alatti dltaldnos esetben hasonlé gon-
dolatmenettel nyilvan hasonl6 eredmény nyerheto.

Ha specidlisan a b, szamokként az els6é k pozitiv egész szdmot vessziik, agy
(12)-bél |z| < 1-re
1
(1—2)(1—a2)... (1 —ak)

(19) 1+ Pp(1)-2+Pi(2)-2*+.. .+ Pi(n)-2"+... =

De mi a helyzet, ha 6sszeadanddk gyanant nemcsak az elsé k egészet, hanem minden
egészet megengediink? Ha tehat az

(20) lz; +2x9+...=n

egyenlet megolddsainak szdmat nemnegativ egészekben p(n)-nel jelsljiik, tgy (19)
utdn |z| < l-re az

(21) L+p(l) - z+p@2)-2*+...+pk) 2" +... =
1 def 1

l1—z)(1—22)...(1—2%) ... Q=)

formula varhaté.2 Ezt mar Euler tudta a 18. szézad kozepén; itt a végtelen sok
tényezds szorzatnak pontos értelem adhatd. De ebbdl nyerni p(n) pontos megha-
tarozasat az elébbivel analég moédon, senkinek sem sikeriilt, és mas médon sem,
egészen Ramanujan Anglidba joveteléig. Ekkor egy alkalommal Hardyval diszkutal-
tdk Ramanujan egy allitasat elso levelébdl. Ez arra vonatkozott, hogy ha tekintjitk
|z| < 1-ben fix dsszegfiiggvény gyanant az

1
1—2x+ 224 — 229 + 2215 — ..

fiiggvényt, gy Ramanujan azt allitotta, hogy az ehhez tartozé a;, egyiitthaték az

(22) A O O i A
A P 2 NG

formuldbdl hatdrozhaték meg, ahol {x} az z-hez legkizelebbi egészet jelenti. Ennek
bizonyitdsara Ramanujan egy egészen tjszeri, de teljesen heurisztikus utat vazolt,
amirdl kidertilt, hogy (22)-t nem adja ugyan ki, az nem is igaz, de rajottek arra, hogy

2Ezzel a jeldléssel azt akarjuk kifejezni, hogy az egyenlSségi jel egyik oldaldt a mésikkal
definidljuk. (Szerk.)
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p(n) meghatdrozaséara igenis alkalmas. Ez énmagéban is jelent6s eredmény; késébb
sok alkalmazésa lett a fizikaban és a statisztikus csoportelméletben. F6 jelentésé-
ge azonban az, hogy Hardy és Littlewood felfedezték, hogy Ramanujan zsenialis
alapgondolata, kombindlva azt a nyugati analizis legkifinomultabb technikajéval,
a szamelmélet tobb klasszikus probléméjaban azel6tt hihetetlen eredményeket tud
produkalni.

Most csak két ilyen problémat emlitek meg egészen réviden. Miutan Lagrange
1770-ben bebizonyitotta, hogy minden pozitiv egész n szam eléallithatd, mint leg-
feljebb 4 pozitiv egész szam négyzeteinek Gsszege, Waring ugyanezen évben sejtés-
képp kimondotta, hogy analdg tétel 1étezik négyzetek helyett k-adik hatvanyokra
is, ahol k tetszoleges, 1-nél nagyobb pozitiv egész. Pontosabban szélva azt sejtette,
hogy minden k > 2 egészre és pozitiv egész n-re, alkalmas

a = a(k)-val az
n:x’f—i—x’g—i—...—i—x’;
egyenlet megoldhaté nemnegativ egész (w1, T2, . .., 24)-val. A lényeges az éllitdsban
nyilvan az, hogy a felhasznalt k-adik hatvanyok szdma n-t6l nem fiigg; ha ezt nem
kotnénk ki, gy

n=1% +1% +. . +1*

a feladat megoldédsa volna. Lagrange el6bb emlitett tétele a jelolés mellett azt allitja,
hogy a(2) = 4.

Bér az altaldnos sejtést Hilbert 1909-ben bebizonyitotta, eljardsa az a(k)-nak
csupan a létezését bizonyitotta be, szamértékét elvileg nem adhatta ki, és még
kevésbé a megoldasok szamat. A k = 3 esetre szoritkozva Hardy és Littlewood az

1+ +2% 4+ 42 + .. = fola)

fiiggvénybdl kiindulva képezték az fo(a:)b fiiggvényt, egyeldre hatdrozatlan b pozitiv
egésszel. Ennek hatvanysoraban x™ egytitthatdja épp azt fogja jelenteni, hogy n
héanyféleképp allithat6 el mint b darab nemnegativ egész szam 3. hatvanyainak
Osszege; ha b-t sikeriil gy megvélasztani, hogy fo(x)b minden egyiitthatéja pozitiv,
gy Waring sejtése igaz, és a keresett a(3) < b. Itt 1épett be dontd djitdsként
Ramanujan 6tlete; ezzel nyerték az a(k)-ra az els§ explicit korldtot, mely szerint

alk) < (k—2)21 45

minden egész k > 2-re, ha n ,elég nagy”.

Nem térve ki az azdta ezen a téren elért déridsi haladasra, megemlitem a ma-
sodik klasszikus problémét, a gyenge Goldbach-sejtést®, mely 1742-bél val6 és azt
allitja, hogy minden minden 5-nél nagyobb pératlan pozitiv egész szam el6allithatd

32013-ban Harald Helfgott publikilt a gyenge Goldbach-sejtésre egy bizonyitdst, dm
az még nem jelent meg recenzalt szakértéi folydiratban. A bizonyitds, melyet a matema-
tikusok széles korben elfogadottnak tekintenek, itt olvashaté: https://arxiv.org/pdf/
1305.2897.pdf. (Szerk.)
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mint legfeljebb 3 primszam 6sszege. Ezen kérdés reménytelennek 1atszé nehézségét
Hardy és Littlewood 1923-ban torték meg, ismét Ramanujan alapgondolatabdl ki-
indulva; egy teljes bizonyitashoz, legaldbbis n > €20 esetére, elészor Vinogradov
jutott 1935-ben, tovabb javitva az eredeti utat.

Fontossa valt eredményeket tovabb idézhetnék Ramanujannak Hardyval valo
kozos munkajabol; ezek, ha alapgondolatuk Ramanujantdl jott is, nem jellemzdek
analitikus latasmoédjara, a szép formulakban kifejezett Gsszefliggések felfedezésére
valé intuiciéjara. Ezek sokkal mélyebben fekvok, elemzésiik, varatlansaguk, mély-
ségiik érzékeltetése sokkal tobb elokésziiletet igényel, mint a fontebb latott particio-
ké.* De alapvetSbb nehézség az, hogy nem vildgos, egyaltaldan mi tesz egy formuldt,
egy ,szaraz matematikai formulat” — ahogy a koznyelv mondja — széppé? ElOszor
ezt elemezziik kissé altaldnosan, azutan konkrétabban egy olyan formulat fogunk
boncolgatni, amely Ramanujan korai napléjaban szerepel, ha azt — Ramanujan tud-
ta nélkiil — Euler kozel 200 évvel korabban felfedezte, de amelyhez az el6késziiletek
aranylag konnyebbek és ezek nehezén is mar elébb tulestiink.

Mi tesz tehat egy formuldt széppé? Ehhez eloszor tekintsiink egy formulét,
amelyet nem neveznék szépnek. A kozismert

(a+Db)(a—b) =a® — b

formula hasznos. De az egyenloség két oldalan leveo kifejezések egyrészt eleve ha-
sonlé jellegliek, masrészt a legegyszeriibb gondolattal, a bal oldalon kijel6lt szorzas
elvégzésével a formula érvényességének belatasa egy altalanos iskolasnak sem je-
lent probléma&t. Ezt tehdat nem nevezhetném ,szép” formuldnak. Més a helyzet pl.
a klasszikus

3 5 L a2kt .

(23) *+7+7—+<—1) ~m+...—smx

formulandl, ahol a jobb oldalon x a szognek ivmértékben kifejezett nagysaga. Itt
a két oldalon all6 mennyiségek egészen kiilonbozé jellegliek, a sin z geometriai szar-
maztatdsi mennyiség és ezért az Osszefiiggés annak, aki el0szor latja, egészen meg-
lepo, varatlan jellegii. Még paradox is els6 ranézésre, hiszen a formula tetszéleges
nagy valos x-ekre is igaz; a bal oldal egyes tagjai kiilon-kiilon ériasi nagyok lesznek,
ha x nagy, viszont az Osszeg-fiiggvény, a sinx, csak +1 és —1 kozotti értéket ve-
het fel. Tehdt a (23) formula meglepd tartalma roviden az, hogy — a széldsmondés
megforditasdval — sok nagy kevésre mehet. Espedig nem trividlis médon, mint pl.
a trividlis

z—2x=0

formuldban. Tovdbb4 a (23) formula helyességének beldtdsa bizonyos dolgok tudé-
sa nélkiil, direkt médon, semmiképp nem evidens. Mégis aranylag kénnyen lathato,
hogy az f(xz) fiiggvények egy elég altaldnos osztélydra a hatvénysorat megtaldl-
ni nem nehéz feladat, és szerencsére a sinx fliggvény ehhez a fiiggvényosztalyhoz

1Particié: természetes szdmnak természetes szdmok Osszegeként vals eléllitdsa.

(Szerk.)
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tartozik. De szép a (18) formula is. Az egyenldség két oldaldn latszélag egészen kii-
16nbo6z6 jellegti kifejezések allnak; a jobb oldalirél 6nmagaban az sem evidens, hogy
egész szam (pedig nyilvan annak kell lennie). Az is kiilénos, hogyan keriil a jobb
oldalra egy periodikus tag, a 2 cos =~ 2“" . Tehat a formula Jellege varatlan és megle-
p6. Hasznos is, hiszen a bal oldal dlrekt kiszdmitasdhoz n?-rendii szam1 miiveletet
kellene végrehajtani, a jobb oldal kiszamitdsahoz egy szorzas és 6t Osszeadas elég.
Bebizonyitasa direkt, mint lattuk, nem egyszerd; ha mar tudjuk a formuldt, egy
verifikalas teljes indukcidval nem nehéz, ui. ez esetben igazolhatd, hogy

n
Pa(w) = Pyln=3) =1+ 5]
illetve
P3(2m) —P3(2m—3) = l—l—m,

Mint mondottuk, a ,Ramanujan-rendiien szép” formulak illusztralasara befe-
jezésiil egy Eulertél szarmazd régebbi formuldt fogunk kissé behatébban elemezni.

E formula a (21) alatti Q(z)-nek
(24) l4+az+aa®+...+apz™+....

alaku eléallitdsara vonatkozik, az egyiitthatok meghatarozasara. Hogyan &llna
az ember egy ilyen kérdéshez? Képezné a részszorzatokat:

I, & 1—2)(1—-2%)=1—2—2*+2°

1‘[3d_ef( —n)(1-2>)1-2%)=1—z —2? + 2 + 2° — 25,

H4d:ef(1—x4) =1—x—2% 4225 —2® — 2% + 210

I (1 - =1z —a? 42" + 28 +27 — 28— 2% — 210 4 213 4 g4 — 215,

A Tlg-ot mar direkt nem képezziik, csak két észrevételt tesziink. ElGszor is az 1j
tényezé x-nek 6-nal kisebb kitevéjli hatvanyat mar nem tudja érinteni, viszont 2
kiesik, azaz
g=1—az—a?>+2°+22"+....
Vagyis a tovabbiakban x3, x* és 2% biztosan nem fog fellépni és mindegyik igy
kezd6dik:
1—z—a?+ 25

II;-et képezve nyilvan z7 egyiitthatéja 41 lesz, azaz II;-t6] kezdve mindegyik rész-
letszorzat kezdete:

(25) 1—z—2%42°+2".

Az eddigi prébalkozdsok nem sok fogddzot adnak az a,-egyiitthatok szabalyédra
azonfelill, hogy azt sejtetik, hogy az egyiitthatok ,elég szabalytalanul” csak 0 és
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+1 lehetnek. Ha tovabb folytatnank Ilg, ..., II 5 képzését, ijabb meglepetésként
adédna az elébbivel analég gondolatmenettel, hogy IIi5-t6] kezdve az elején 27
utéan nagyobb hézag kiovetkezik és minden ilyen IT méar gy kezdodik, hogy

l—z—a?+a2°+27 — 212 — 215

Itt mar van egy kis fogédzo; ui. észrevehetd, hogy a ténylegesen fellépé exponensek
kiilonbségei rendre 2 —1=1,7 -5 =2, 15— 12 = 3. Csak éppen a ,kezd6¢” 1, 5, 12
kitevOokrol nem latszik az els6 15 részletszorzat utdan sem valami szabdalyossag. Bs
még hosszu ideig.

Euler-Ramanujan széban forgd tétele mérmost egészen pontosan megadja
az 0sszes a,-egylitthatok képzési szabalyat. Kiilonos — és teljesen varatlan — médon
minden attdl fiigg, hogy n eléallithato-e

3k2+ k
(26) n = SETFR
2
alakban egy pozitiv vagy negativ egész k-val és Euler tételének elsé fele azt mondja
ki, hogy
(27) a, =0,

ha n nem (26) alakd. Ha sorban
k=0, +1, -1, +2, —2, +3, -3, ...,

gy rendre
3k + k
2
ami azt jelenti, hogy a ténylegesen fellépd tagok (24)-ben

=0,2 1,7 5 15, 12, ...

20, ', 22, 2% 27, .. .-hez

tartoznak. Ez egyezésben van (25)-tel, de még nem ad felvildgositast arrdl, hogy
a (26) alatti n-ekre mi a,, értéke. Euler tételének mésodik fele erre vélaszol, és azt
mondja ki, hogy az ilyen n-ekre

k
(28) an = (—1)".
Ez mér rogton ad felvildgositast arra, hogy (25)-ben x és 2 egyiitthatéja miért —1,
mig 2% és 27 egyiitthatéja +1. Maga a szép formula kifrt alakja az, hogy |z| < 1-re

oo

I—z)(1-22)...(1—am)...= 3 (-1

k=—o0

Mondanom sem kell, hogy a szépséget a formula tartalmdra, és nem a formdjdra
értem.

A tétel szép, elészor is, mert varatlan, hiszen a bevezetében leirt prébalkozést
j6 sokaig kellene a vajt fiilliinek is csinalnia, mig az egyiitthaté szabdlyra réjon.
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A tétel szép, mert a kapott szabdly, ha rendkiviil szokatlan is, elegdnsan, réviden,
par széval megvilagithaté volt. A tétel szép, mert helyessége egyaltalan nem evi-
dens, igazan egyszerd bizonyitds ra maig sincs, indukcids vagy masfajta verifikdlas
nem megy, még akkor sem, ha a véjt fiili az egyiitthaté szabalyra empirikusan mar
rajott. A tétel szép, mert bel6le rogton kovetkezik egy masik, ugyancsak varatlan
allitas. Ha a (21) alatti Q(z) helyett az

(29) 1+2)1+2?)(1+2%) ... (14+2™)...-1e
vonatkozolag kérdeznénk, hogy
l4+cz+cea?+.. . +epz™+...

alakba irva, mi a ¢, egyiitthaté értéke, az el6bbiek alapjan nyilvanvalé felelet az,
hogy annyiszor 1, ahanyféleképp n eloallithato

(30) n=x1+x2+...+a
alakban, ahol [ tetszOleges egész és
(31) 1< < <wzz3<...<ux.

Vagyis ahanyféleképpen n eléallithaté kilonbozd pozitiv egészek Osszegeként. Ha
Q(z)-et most ezen szemszogbdl nézziik, akkor minden (30)—(31) alatti el6éllités,
amelynél [ paros, +1-gyel, amelynél [ paratlan, (—1)-gyel jarul a,-hez. Tehdt azt
nyertiik, hogy

(32) an =10, — 11,

ahol II; azt jelenti, hogy n hanyféleképp &llithaté elé mint pdros sok kiilonbozé
pozitiv egész szam Osszege, Ily pedig mint pdratlan sok kiillonbozé pozitiv egészé.
fgy Euler tétele mellékesen kiadja azt, hogy az n pozitiv egész ugyanannyiféleképp
allithato el6 paros sok kiilonboz6 pozitiv egész 6sszegeként, mint paratlan sok ilyen
Osszegeként, kivéve, ha n a (26) alakba irhatd, amikor is 1-gyel tobb, illetve keve-
sebbféleképp aszerint, hogy k paros, illetve paratlan. Ha valakinek azt a kérdést
tennénk fel az elozmények nélkiil, mit gondol, egy n pozitiv egész szam paros vagy
paratlan sok kiilonb6z6 pozitiv egész szam Osszegeként dllithato-e el6 tobbféleképp,
nagy valészintiséggel azt felelné, hogy mindig, talan az els6 par n kivételével, ugyan-
annyiféleképp, hiszen nincs semmi ok, hogy egyikbdl t6bb legyen, mint a masikbdl.
Nagyon meg lenne lepve, ha hallana, hogy ez aldl végtelen sok kivétel van, és ezek
épp a (26) alatti n-ek!

Szép tétel altalaban nem izolalt érdekességii. Ez éll a sz6ban forgd Euler-tételre
is. (24) és (21)-bél

(33) (1+ a2 +agz® + ...+ a2 +..)(1+p(l) -z +
+p(2)- 2%+ ... Fpw)a’ +...)=1.
Ha n > 1, akkor a jobb oldalon 2" egyiitthatéja 0, a bal oldalon pedig

p(n)+pn—1)-a1+pn—2)-as+...+p(1) an_1+ an.
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Az emlitett egyértelmiiségi tétel miatt ez 0, azaz
(34) p(n) = —aip(n —1) —agp(n —2) — ... — an_1p(1) — an.

Ez tehdt a p(n)-re egy rekurziv formula. Ha ezt p(n) értékeinek szdmitdséra akarjuk
felhaszndlni, akkor ez egy igen jol hasznalhaté formula. Ugyanis a p(v)-k igen nagy
szdmok; ha (34)-ben sok tag van, akkor ez nagyon sok szdmoldst jelent. De Euler
tétele szerint az a,-egyiitthatdk java része 0, igy hogy (34) valgjdban jéval kevesebb
tagot tartalmaz. Ez a tény még ma, a gyors szamitdégépek koraban is hasznos,
hiszen pl.

p(200) = 3972999 029 388,

de Ramanujan kordban neki rendkiviil sokat jelentett. Espedig azért, mert még
Indidban megkezdett vizsgélatai a p(n)-ek oszthatdsdgi tulajdonsigaira vonatko-
z6lag mindig konkrétan kiszdmolt p(n)-eken konstatdlt numerikus észrevételekkel
kezdédtek. Marpedig Ramanujannak ezek és az ezekbdl kiinduld, maig is csak nap-
l6jaban levo feljegyzései inditottdk B. Birch oxfordi professzort 1975-ben, tehat
Ramanujan haldla utdan tobb, mint 50 évvel, hogy ,,A look back at Ramanujan’s
Notebooks” c. dolgozatédban® lefrjon olyan mondatot, hogy ,,... They support the
view that Ramanujan’s insight into the arithmetics of modular forms was even
greater than has been realized ...”% mindezt egy emberrdl, aki kozépiskoldit sem
tudta elvégezni!

Turan Pal
7 7 Gyakorlé feladatsor
i emelt szintii matematika érettségire
I. rész

veszi fel a fiiggvény a 2 értéket? (6 pont)
b) Adott egy g fliggvény tgy, hogy minden x € Dy-re g(z +1) = 29(12)—&-1 és
g(2021) = 2021. Mennyi ¢(2020)? (4 pont)

2. a) Huba a bolhapiacon szeretné eladni az okostelefonjit. Tapasztalatbol
tudja, hogy az ar % részét lealkudjak a vasarlok, ezért a megallapitott érték i ré-
szével tobbet kér, igy az alku utan éppen annyit kap, amennyit szeretne. Ezuttal
azonban a telefon értékének 90%-4val tért haza. Hanyadrészét kapta meg Huba
a telefon piacon kihirdetett drdnak? (5 pont)

5Visszapillantds Ramanujan napléira.
6 Mindezek aldtdmasztjdk azt, hogy Ramanujan tébbet ldtott meg a moduldris formdk
aritmetikajabdl, mint eddig gondoltuk ...”
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b) Vacsora utdn Huba n = 1-t8l 100-ig sorban felirta az n utdn kovetkezd
pozitiv egész szam négyzetének és n négyzetének a kiilonbségét. Testvére, Luca
meglatta a szamsort és elolrdl kezdve bekarikazott 24 primszamot. Meglepve latta,
hogy az utolsé bekarikdzott szdm a sorban éppen annyiadik helyen all, ahany
gyertya volt aznap édesanyja sziiletésnapi tortajan. Hany éves Huba anyukaja?

(8 pont)

3. a) Mennyi az aldbbi tabldzatban szerepld szdmok Osszege? (8 pont)
3 4 ool n+1
3 4 5 oo | n42
n |n+l|n+2|...|2n-1

b) Hétfén Gabi vett néhdny részvényt, masnap 10 szdzalékot veszitettek érté-
kiikbél, am szerdén n6tt az értékiik 10 szazalékkal. Ez igy folytatédott azon a héten
és még a kovetkezo héten is. Hogyan valtozott Gabi részvényeinek értéke a mésodik
hét utolsé napjara? (5 pont)

4. Adott az A(2020;2021), B(2027;2025), C(2022;2027) és a D(2026;2022)
pont a Descartes-féle koordinatarendszerben. Legyen az F pont az AB és a C'D sza-
kasz metszéspontja.

a) Hatarozzuk meg az AFE és az EB szakaszhosszak ardnyat. (7 pont)

b) Széamitsuk ki a négy adott pont altal meghatérozott négyszog keriiletét és

teriiletét. (8 pont)
II. rész

5. a) Az A halmaz az az? — bz + ¢ = 0 egyenlet (a,b,c € R\ {0} és b* —4ac > 0)
Osszes valds gyokének reciprokat tartalmazza. Fejezziik ki az A halmaz elemeinek
Osszegét az a, b, ¢ paraméterek segitségével. (6 pont)

b) Oten beszélgetnek a pozitiv egész szamokat tartalmazé B halmazrél. Tudjak,
hogy B-ben van legaldbb egy olyan elem, ami nagyobb 1-nél és ha a B halmaz tar-
talmaz egy n szamot, akkor az dsszes n-nél nagyobb szdmot is tartalmazza, kivéve
esetleg az n néhany tobbszorosét. A kovetkezo allitdsok hangzanak el a beszélgetés
soran:

Andi: ,,B szamossaga véges.”

Bulcsu: ,Végtelen sok olyan pozitiv egész szam van, ami nincs benne B-ben,
és végtelen sok olyan, ami benne van.”

Cecilia: ,,Szerintem az 6sszes pozitiv primszam benne van a B halmazban.”

Dani: ,B =Z*.”

Emoke: , Létezik egy olyan m pozitiv egész szam, hogy B tartalmazza az 6sszes
m-nél nagyobb egész szamot.”

Ki(k)nek van biztosan igaza? Indokoljuk valaszunkat. (6 pont)
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¢) Késébb az intervallumok is széba keriilnek. Adott két valds szam: z és y,
amelyekre igaz, hogy 0 < x <y < 1. Melyik intervallumban van x,/y?

Andi: ,]0; [V

Bulesu: ,,]x; y[.”

Cecilia: ,,]x; 1.7

Dani: ,,|y; 1[.”

Emdke: ,]1; 00[.”

Ki(k)nek van igaza és miért? (4 pont)

6. a) Gy6r idén iinnepli varossa valasdnak 750. évforduléjat. Erre az alkalomra
egy épitész harom kor alaku szokokutat tervezett ugy, hogy koziiliikk ketté egybe-
vagd, sugaruk hossza 12 méter, kiviilrél érintik egymast és egy fasort is, amely egy
egyenest hataroz meg. Milyen hosszii a harmadik szokokut sugara, ha az kiviilrol
érinti a masik kettot és a fasor egyenesét is? (A szokdkutak a fasornak ugyanazon
az oldaldn vannak.) (8 pont)

b) Egy mésik épitész egy hatalmas teret dlmodott meg, amelyet tiz, egymast
kiviilrdl érinté kor hatdrol. A korok kozéppontjai egy 121 méter keriiletli tizszoget
alkotnak. Szamitsuk ki a legnagyobb kor r1 sugarat, ha tudjuk, hogy két-két darab
ro = %rl; ry = %7‘2; T4 =3T3 ésry = 374 sugart kor van, a tizedik kor sugara pedig

re = %m. (8 pont)

7. a) Nevesincs-sziget lak6i minden szdmot kétféle kavics sorozataval dbrazol-
nak. A A alaku kavics 1-gyel noveli az el6tte allé kavicsok altal meghatarozott
szamot, a ® pedig 7-tel valé szorzast jelent. Példaul a AAA @ A ® AN a 156-0s
szdmot jelenti. Legaldbb hany kavics kell a 2021 kirakdsdhoz? (5 pont)

b) Janka Osszegylijtotte a 2021 kirakdsahoz minimélisan sziikséges szdmu ka-
vicsot, és véletlenszertien lerakta sorban egymas mellé az 6sszeset. Hany kiillonboz6
moédon torténhetett ez meg, ha csak az szamit, hogy az adott helyen milyen formaju
kavics all? (5 pont)

¢) Ezutdn Janka taldlomra kivett egy kavicsot a 20-bdl, megmutatta baratné-
jének, majd visszatette. Ezt még kétszer megismételte. frjuk fel a A alaku kavicsok
szaménak eloszlasat és hatarozzuk meg a varhaté értéket. (6 pont)

8. a) Az 6t szabdlyos testet a kovetkezd sikbeli grafok segitségével dbrazol-
tuk. Lehetséges-e barmelyiket a ceruzank felemelése nélkiil megrajzolni ugy, hogy

minden élen pontosan egyszer huzzuk at a ceruzat? (6 pont)
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b) Marika egységnyi élhosszusdgu, pirosra festett kockdkbdl szeretne Ossze-
ragasztani egy 5 X 5 x 5-0s nagyobb kockat. Hany gramm ragasztora van sziiksége
Osszesen, ha két kis kocka 1-1 lapjat 250 milligramm ragasztoval lehet stabilan
Osszeragasztani? (4 pont)

¢) Az Osszeragasztds soran kideriilt, hogy 6sszesen 150 kiskocka allt Marika
rendelkezésére. A kiskockdk 8 szdzaléka cinkbdl késziilt, a tobbi aluminiumbdl.
Marika véletlenszeriien vélogatta ki a sziikséges kockakat. Legyen az A esemény az,
hogy a nagyobb kocka nem lett cinkelt (azaz nem tartalmaz cinket), a B esemény
pedig az, hogy a nagyobb kocka az Gsszes cinkbol késziilt kiskockat tartalmazza.
Az A vagy a B esemény bekovetkezésének valdszintisége a nagyobb? (6 pont)

9. a) Fricinek 14 nap mulva lesz a szalagavatdja, és addigra minél hosszabb sza-
kallat szeretne noveszteni. Most naponta fél millimétert né a szakalla és éppen ma
borotvalkozott. A boltban vasarolt egy olyan balzsamot, amelyet kozvetleniil bo-
rotvéalkozas utan a teljesen sima borre kenve, a szakallndvekedés sebessége az elézé
napi masfélszeresére né. Legfeljebb milyen hosszi lehet Frici szakélla a szalagavato
napjan, ha egyik napon sem borotvalkozik 1-nél tébbszér? (7 pont)

b) Legyen « egy szabdlyos sokszog kiilsé szogének nagysdga és tudjuk, hogy
az (1 + sile(x)(l + COSIQQ) kifejezés értéke a lehetd legkisebb. Hatarozzuk meg
a szabalyos sokszog cstcsainak szamat. (9 pont)

Kozma Katalin Abigél
Gy6r

Megoldasvazlatok a 2020/12. szdm emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. a) Hdny olyan egész szam van, amelyre teljesiil, hogy (x + 2)3 —(z— 2)3 <
< 20207 (5 pont)

Ha bardtunk taldlkozik egy ldnnyal a vizsgaiddszakban, akkor % valoszinidséggel
szerelmes lesz belé. Ha szerelmes, akkor nem tud koncentrdlni, ezért csak 10%
az esélye annak, hogy fel tud késziilni a vizsgdira, mig ha éppen nem szerelmes,
akkor ez az ardny 70%.

b) Mutassuk meg, hogy a sikeres vizsga valdszinisége 0,3. (5 pont)

¢) Ha tudjuk, hogy sikerilt a vizsgdja, mennyi annak a valdszinisége, hogy
szerelmes? (2 pont)

Megoldas. a) Mivel (z +2)® = 2% + 622 4+ 122 + 8 és (z — 2)° = 23 — 622 +

+122 — 8, ezért (z + 2)° — (¢ — 2)° = 1222 4 16. Meg kell oldjuk a 1222 +16 < 2020
egyenlétlenséget. Ennek megolddsa: |z| < +/167 ~ 12,9.
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Mivel z egész szdm, ezért: © € {—12;—11;...;—1;0;1;...;11;12}. Ennek a hal-
maznak 25 eleme van. Tehat 25 olyan egész szam van, amely kielégiti az egyenlot-
lenséget.

b) Vezessiik be az aldbbi eseményeket. SZ: szerelmes lesz a bardtunk, V: sikeres
vizsgét tesz a bardtunk. A feladat szerint P(SZ) = % = P(SZ) = %, P(V|SZ) =
=0,1, P(V | SZ) =0,7. A teljes valészinfiség tétele szerint

P(V) = P(V | SZ) - P(SZ) + P(V | SZ) - P(SZ) = 0,3.
¢) Bayes tétele szerint

. 01-2
sz vy PULSDPET) 0152

2. a) Egy mértani sorozat harmadik tagja 32, a hatodik tagja 2048. Szamitsuk
ki a sorozal elsé hat tagjinak az dtlagtol mért dtlagos abszolit eltérését. (6 pont)

Tekintsiik a kovetkezo dllitdasokat.

A: Egy adatsokasag medidnja mindig eleme az adatsokasdagnak.

B: Ha f(z) =3z +2 és g(z) = |z| — 1, akkor f(g(z)) =3 |z| — 1. (Itt f(g(x))
dsszetett fligguény képzését jeloli.)

C': Ha egy sorozat nem konvergens, akkor nem monoton.

b) Déntsiik el, hogy igazak vagy hamisak az dllitdsok. Mindenhol indokolni is
kell, példdval, ellenpélddval, szamoldssal stb. (6 pont)

¢) Fogalmazzuk meg a C dllitas megforditasdt. Déintsiik el, hogy igaz vagy hamis
az dllitds megforditdasa. Vilaszunkat indokoljuk. (2 pont)

Megoldas. a) Jeldlje a sorozat elsé tagjat ai, a hanyadosat q. Ekkor aiq® =
=32 és a1q° = 2048. Ezeket osszuk el egymassal. Kapjuk, hogy Zigz =q¢>=64=
q=4= a1 =2.

Tehat a sorozat elsé hat tagja: 2, 8, 32, 128, 512, 2048. Ezen szamok atlaga
T = 455, igy az els6 hat tagnak az atlagtol mért atlagos abszolut eltérése:

1455 — 2| + |455 — 8| + [455 — 32| + 455 — 128] + [455 — 512| 4 455 — 2048

=550.
6

b) Az A allitds hamis, mert pl. az 1, 2, 3, 4 szdmok esetén a medidn % = 2,5.
A B 4llités igaz, ugyanis f(g(z)) = f(|z|—1) =3 (Jz| - 1) +2=3"|z| - 1.
A C allitas hamis, ugyanis az a,, = n sorozat nem konvergens, de monoton.

¢) Az C §llitas megforditdsa: Ha egy sorozat nem monoton, akkor nem kon-
vergens. Vagy masképpen mondva: Ha egy sorozat konvergens, akkor monoton.

(=D"

Az 4llitas hamis, ugyanis az a,, = sorozat konvergens, de nem monoton.
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3. a) Egy derékszogl trapézba kor irhatd. Az alapok hossza 150 cm és 300 cm.
Mekkora a beirt kor sugara? (7 pont)

b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert a valds szdmok halmazdn:

10g2 (.’172y) = 47
(7 pont)

5
log, z —3log,y = —5

Megoldas. a) Jelolje r a beirt kor
sugarat. Az AEKH és HKGD négyszo-
gek négyzetek és kiilsé pontbdl korhoz hi- F
zott érintOszakaszok egyenldk, ezért F'C' = T
=GC =150 —1rés BF = BE =300 —r. H r

Ezért BC = 450 — 2r. A T'C B harom-
szogben T'C' = 2r és T B = 150. Pitagorasz
tétele szerint

kU

(2r)? + 150% = (450 — 2r)* = r = 100. A E T B
Tehat a kor sugara 100 cm.

Megjegyzés. Mashogyan is megkaphattuk volna, hogy BC = 450 — 2r. Az ABCD

négyszog érintdnégyszog, ezért a szemkozti oldalak 6sszege megegyezik és igy 300 + 150 =

=2r+ BC = BC =450 — 2r.

b) A kifejezések akkor értelmezettek, ha x,y > 0. A logaritmus definicidja miatt
log, (22%y) = 4 = 2%y = 16. A logaritmus azonossdga és definfciéja miatt

log, = — 31o = log, = — log, y*> = lo E——§:>x—y—3
&4 €4 Y = 1084 €4 Y = g4y3— D) = 39
6 6
Innen z2 = ﬁ A maésik egyenletbdl 22 = % Tehat ﬁ = % Sy=4=c=2.
Ellenorzés.

4. a) Tekintsiik a (8 x 8-as) sakktdbla mezbinek kizéppontjait egy grif csicsai-
nak. Két csucs k6zott pontosan akkor vezessen él, ha az eqyik mezdrdl el lehet jutni
a mdsikra egy szabdlyos futdlépéssel. Hany éle van az igy kapott grifnak? (A futé

atldsan képes lépni akdrmennyit.) (5 pont)
b) Adott az f fiigguény: f(x) = 90x? — 623. Hatdrozzuk meg a p lehetséges
P
értékeit gy, hogy [ f(x)dx =0 teljesiiljin. (6 pont)
0
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Megoldas. a) A sakktdbldba be fogjuk irni

TNT\TTT| T T
719l9l9lololo]7 az egyes csucsok fokszamait. A fokszamosszeg:
719 (11111111197
. . 19.1144.13 = )
719 1113]13[11] 9 | 7 28-7+420-9+12-11 4413 = 560
719 MUISISIIL9 |7 Ismert, hogy a fokszamosszeg az élek szaméanak a két-
719111111119 |7 szerese, ezért az élek szama 280.
7191919191997 ; ) N .
A7 l7 7771717 b) Integralunk és haszndljuk a Newton—Leibniz-
tételt:
p
2 3 3 3 4 p 3 3 4 5 3
0
0

A feladat feltétele szerint p3 . (30 — %p) =0=p; =0, po = 20.
Tehat a feladat két megoldasa p; = 0 és po = 20.

II. rész

5. a) Melyek azok a hdaromgegyli pozitiv egész szamok, amelyekhez megadhatd
olyan hdromponti egyszerii grdaf, hogy annak fokszdmai megegyeznek a hdromjeqyi
szdm szamjegyeivel? Minden esetben adjuk is meg a megfeleld grdfokat. (6 pont)

Tekintstik a kovetkezo, a valos szdmok lehetd legbévebb részhalmazdn értelme-

zett fligguényt:
2%+ 4z + 4
@) = ————-
x4 4+ 52 +6
b) Abrdzoljuk az f(x) figguényt. (6 pont)
¢) Hdny rdcsponton megy dt a figgvény? (Rdcspont: olyan pont a koordindta-
rendszerben, amelynek mindkét koordindtdja egész szdm.) (4 pont)

Megoldas. a) A graf egyszeril, ezért a pontok fokszamai 0, 1, 2 lehetnek.
A lehetséges fokszamsorozatok:

1. eset: 2, 2, 2. Ehhez 1 darab haromjegyl szam tartozik: 222.

2. eset: 2, 1, 1. Ehhez 3 darab hiaromjegy szam tartozik: 211, 121, 112.
3. eset: 1, 1, 0. Ehhez 2 darab haromjegyt szam tartozik: 110, 101.

A gréfok:

o
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b) A nevezét és a szamldlot is szor- | Y
zatta tudjuk alakitani pl. nevezetes azo- } 41
nossagok, gyoktényezds alak segitségé- i
vel. Kapjuk, hogy 22 +4z+4 = (z + 2)° i 3
és 22 + 52+ 6 = (x + 2)(z + 3). Ezért | 9l
fa) 22 + 4z + 4 T 3 i —
r) = — = I
224+ 5246 ! /
-6 -5 -4 -3 A -1 0 1
(=42 z+2 | 1
C(r+2)(z+3) x+3 | ol
B 1 |
B 43

A fliggvény értelmezési tartoménya: Dy = R\ {—2; —3}.
¢) Feladatunk azt meghatdrozni, hogy hény z egész szdm esetén teljesiil, hogy
2
% is egész szam. Tudjuk, hogy az értelmezettség miatt x € Z \ {—2; —3} és
2 +4r+4 . 1
22 4+52+6 x+3

Ezért ahhoz, hogy ez egész kifejezés tudjon lenni, teljesiilni kell, hogy = + 3| 1.
1. eset: Hax +3 =1 = x = —2, de ez nem lehetséges.
2. eset: Ha x + 3 = —1 = o = —4. Ez megfelel6.
Tehat a fiiggvény 1 racsponton megy at, mely a P(—4;2).

6. a) Jelilje p, az n-edik pozitiv primszamot. Hany 0-ra végzédik a

P1 P2 .- P2020

szorzat? (3 pont)
Az ABC' hdromszig oldalai: AB =9 cm, BC =7 cm, CA =6 cm.
b) Mutassuk meg, hogy a beirt kér sugara egy tizedre kerekitve 1,9 cm. (2 pont)
¢) Mekkora érintési szakaszok hizhatok a B csicsbol a beirt kirhoz? (4 pont)

d) Mekkora annak a konkdv stkidomnak a terilete, amelyet a B csicsbdl hizott
két érintési szakasz és a beirt kor tve hatdrol? (7 pont)

Megoldas. a) A 0-ra végzddés a 10-zel valé oszthatdsdggal kapcsolatos.
A szam pontosan annyi O-ra fog végzédni, ahdnyszor maximalisan oszthaté 10-zel.
A kérdés az, hogy a szdm 2-nek és 5-nek legfeljebb hédnyadik hatvéanyaval oszthato.
A szorzatban a 2 az egyediili paros szam és van 5-0s a szorzatban. Ezért a szam
10-zel oszthatd, de 100-zal mar nem.

A szorzat 1 darab O-ra végzddik.
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b) A félkeriilet: s =11 (cm). Teriilete Hérén-képlettel: T =+/11-2-4-5 =
~ 20,976 (cm?). A beirt kér sugara:
T 20,976

S 11

~ 1,907 (cm),

ami egy tizedesjegyre kerekitve valéban 1,9 (cm).

¢) I. megoldds. Készitsiink abrdt. Kiilsé pontbol kérhoz huzott érintészaka-
szok egyenlék. (Mindent cm-ben adunk meg.) Ha BF = BD =z, akkor AF =
=AEF=9—-12éCD=CE=7-—u. Felirjuk AC-t: AC=9—2z)+(7T—2)=6=
x =5 (cm).

Tehat az érintési szakasz hossza 5 cm.

1. megoldds 11. megoldds

II. megoldds. Készitsiink dbrdt. Kiils6 pontbdl kérhoz hizott érintészakaszok
egyenlék. (Mindent cm-ben adunk meg.) Legyen BF = BD =z, AF = AE =y és
CD=CE=z Ekkort4+y =9, x4+2=17, y+ 2z =6. Osszeadva az egyenleteket
kapjuk, hogy 2(z +y+2)=22=2x4+y+z=11.Innenx = (z+y+2)— (y+2) =
=11-6=>5.

Tehat az érintési szakasz hossza 5 cm.

1II. megoldds. frjuk fel a koszinusztételt az ABC' haromszogben:

47
62=924+72-2.9.T-cosB = cosfB=— = B~ 41,752°.

63
Az FBO haromszogben:
68 r 1,907
tg—=— = = = ~ 5 .
8977 77 gl tg20.876° (cm)

Tehat az érintési szakasz hossza 5 cm.

d) Trjuk fel a koszinusztételt az ABC haromszoghen:

47
62=92+72-2.9.7-cosf = cosf3 = 3 = [ =41,752°.
Az OF BD négyszog deltoid, teriilete:

Torp =2 -Torp =2- % =rz = 9,535 (cm?).
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Most meghatdrozzuk a korcikk teriiletét r = 1,907 (cm-rel szémolva:
r?m - (180° — )
360°

A konkav alakzat teriilete: Tionkav = ToFBD — Tkéreikk =~ 5,15 (cm2).

Tehét a konkav sikidom teriilete 5,15 cm?.

Txsreikk = ~ 4,387 (cm?).

7. a) Adjuk meg a 3z% + 3y? — 6z + 12y = 2020 egyenleti k kor kézéppontjdt

és sugardt. (4 pont)
b) Eqy négyzet két szemkizti csicsanak koordinatdi A(1;1) és C(5;3). Irjuk fel
a négyzetbe irhato kor egyenletét. (4 pont)
¢) frjuk fel azoknak az egyeneseknek az egyenletét, amelyek egyszerre felezik
a fenti négyzet és a k kor teriletét. (3 pont)

d) Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valds szdmok halmazdn:

1

32(m+1)(w—2) _ 9% (5 pO’th)

Megoldas. a) Osszuk el 3-mal az egyenletet és alakitsunk ki teljes négyzeteket.

2020 2035
x2+y272x+4y:? = (x71)2+(y+2)2:?.

Tehat a kor kozéppontja K(1; —2) és sugara r = \/%.

b) A négyzet kozéppontja az AC szakasz felezépontja, mely megegyezik a be-
frhaté kor kozéppontjdval is. Jeloljiik ezt F-fel. Ekkor F'(3;2). Kapjuk, hogy

AF = /5, ezért a beirt kor sugara r = A_\/lg = \/g7 ezért az egyenlete

(=3P +-2° =,

¢) A k kor és a négyzet teriiletét egyszerre felez6 egyenes biztosan atmegy
a kor és a négyzet kozéppontjan. Mivel K (1; —2) és F(3;2), ezért egyetlen egyenes
van, amely megfelel a feltételeknek. Ennek egy irdnyvektora o = KF = (2;4) =
= (9-
w(2;—1).

Az egyenes egyenlete: 2z — y = 4.

d) Eloszor kikotést végziink: x # 2. Az f(x) = 9* fliiggvény szigori monotoni-
tdsa miatt:

z+1 z+1 z+1

32e@=D) — g2 = 9EHDE-D 922 = (z4+1)(z—2) = 5"
e

Innen (z+1)(x — 2)2 — (x4 1) =0 addédik, majd kiemelés utén kapjuk, hogy
(x+1)-[(z— 2)% — 1| = 0. Egy szorzat akkor és csakis akkor 0, ha valamelyik té-

2 .
nyezdje 0, azaz  + 1 = 0 vagy (x — 2)° —1 = 0. Innen adédnak az z; = —1, 2o = 1,
r3 = 3 gyokok.

Ellen6rzés.
Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/1 25



éf 2021.1.15 — 17:40 — 26. oldal — 26. lap KoMalL, 2021. januar ?

— P

8. a) Hdny olyan hdromjegyl pozitiv egész szdm wvan, amelyre teljesiil, hogy
barmely két szamjegye relativ prim egymdshoz? (7 pont)

b) Egy dobozban cukorkdk vannak, 2 narancsos és 3 citromos. Addig vesziink
ki cukorkdkat (a kivett cukorkdkat elszopogatjuk), amig mindkét fajtabdl hizunk
legaldbb egyet. Hatdrozzuk meg annak az ot eseménynek a valosziniségét, hogy ehhez
1, 2, 3, 4, illetve 5 cukorka kihiuzdsdra lesz sziikség, majd szdmitsuk ki a huzdsok
szamdnak vdrhato értékét. (9 pont)

Megoldas. a) Esetszétvdlasztast fogunk végezni t6bb szempont alapjin. E16-
szor megnézziik, hogy van-e 0 a szamjegyek kozott.

1. eset: Ha van 0 a jegyek kozott, akkor csak 1-esek lehetnek még a szamjegyek
kozott. A képezhetd haromjegyli szdmok: 101 és 110. Ez 2 lehet&ség.

2. eset: Ha nincs 0 a szamjegyek kozott. Itt 3 esetet fogunk megvizsgalni.

2/a. eset: Ha a szamjegyek mind egyformak. Ekkor a szamjegy csak 1-es lehet.
A képezhet6 haromjegyti szam: 111. Ez 1 lehetOség.

2/b. eset: Ha a szamjegyek kozott két egyforma és egy tolitk kiilonbozé van.
A két egyforma szamjegy csak 1-es lehet, mig a t6liik kiillonboz6 harmadik szamjegy
8-féle lehet (2;3;...;9).

Az 1,1,2 szamjegyekbdl 3 darab haromjegyti szamot tudunk képezni, ez igaz
a tobbi esetben is. Igy ekkor Gsszesen 8 - 3 = 24 lehetOség van.

2/c. eset: Ha a szdmjegyek kiilonboznek egymdstdl. Ekkor az 1,2,...,9 szam-
jegyekbdl képeziink 6 darab csoportot: {1}, {5}, {7}, {2;4;8}, {3;9}, {6}.

Itt két lényegesen eltéro esetet fogunk vizsgalni.

2/c-i. eset: Ha a szamjegyek kozott van 6-os. Ekkor a maradék két szdmjegy
az 1, 5, 7 kozill keriil ki. Erre (3) = 3 lehet&ség van. Ekkor 3 - 3! = 18 haromjegy i
szamot tudunk képezni.

2/c-ii. eset: Ha a szdmjegyek kozott nincs 6-os. Ezen eseten beliil tovabbi
3 alesetet fogunk megkiilonboztetni aszerint, hogy a {2;4;8} és {3;9} nagyobb
elemszamu csoportokbol bekeriilnek-e elemek a szamjegyek kozé.

2/c-ii-A. eset: Ha mindkét csoporthdl keriil be egy-egy elem. Ekkor dsszesen
3-2-3-3! =108 haromjegyli szam képezheto.

2/c-ii-B. eset: Ha csak az egyik csoportbdl keriil be elem. Ekkor dsszesen
5- (;’) - 3! = 90 haromjegyti szam képezhets.

2/c-ii-C'. eset: Ha egyik csoportbdl sem keriil be elem. Ekkor az 1, 5, 7 szdm-
jegyekkel kell dolgozni. Ekkor 6sszesen 3! = 6 haromjegyii szam képezhetd.

Tehat 6sszesen 24+ 1+ 24 4 18+ 108 + 90 + 6 = 249 haromjegyii szam felel meg
a feltételeknek.

Megjegyzés. A 2/c. eset-et masképp is megoldhattuk volna. Felsoroljuk az sszes
olyan szdmhdrmast (a kovethet8ség kedvéért szamjegyei szerint ndvekvd sorrendben),
amelyben nincs 0 szdmjegy, minden szdmjegye kiilonb6z6 és megfelel a feltételeknek. Ezek
az alabbiak: 123, 125, 127, 129, 134, 135, 137, 138, 145, 147, 149, 156, 157, 158, 159, 167,
178, 179, 189, 235, 237, 257, 259, 279, 345, 347, 357, 358, 378, 457, 459, 479, 567, 578, 579,
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589, 789. Ezek szdma 37, igy beldlitk 37 - 3! = 222 hdromjegyti szdm képehetd és a 2/c.
esetben valoban ennyi esetet szdmolhatunk meg, ugyanis 18 4+ 108 4+ 90 + 6 = 222.

b) Jelolje ¢ azt, hogy hény cukorkat kell ahhoz kihtizni, hogy mindkét fajta
cukorkdbdl legyen nalunk. Ekkor P(§ = 1) = 0. Legfeljebb 4 huzds sziikséges ahhoz,
hogy legyen narancsos és citromos is a kihuzottak kozott. Ezért P(§ =5) = 0.
Jelolje N a narancsos és C a citromos cukorkat. Jelolje NC azt, hogy el6szor
narancsosat, majd utdna citromosat hiuzunk.

Ekkor P(NC) = % = 0,3. Akkor kell pontosan kettét hizni, ha NC vagy CN
a huzas. Ezért
9.
5.

w

3 -
+ =0,6.

N}

P(¢=2)=P(NC)+ P(CN) =

S
ot
S

Akkor kell pontosan harmat hiuzni, ha NNC vagy CCN a huzas.

2.1-3
P(NNC) = =2 = 0.1

. 3-2-2 ’
Mivel P(CCN) = === =0,2, ezért P({ = 3) = P(NNC) + P(CCN) =0,1 +
+0,2=0,3.
Akkor kell pontosan négyet hizni, ha CCCN a hizas.

3-2.1-2

P(¢=4) = P(CCON) = =00 =

0,1.

A vérhaté érték: E(€) =2-0,6+3-0,3+4-0,1 = 2,5.

9. Bergengdcia 2025-re foci vildgbajnoksdgot szeretne rendezni, melyet a frissen
felépitett stadionban rendeznek meg. A rendezvény logdja egy 2025 ponti teljes grdf
lesz, melynek éleit piros, fehér és zold szinnel szinezik. (Minden élt kiszineznek és
minden €l csak egyfajta szind lehet. Nem feltétlendil kell mindegyik szint haszndlni,
de csak ezeket haszndlhatjdk.) Kozvéleménykutatds keretében kideritették, hogy azok
a legszebb szinezések, ahol a fehér élek szdma kétszerese a piros élek szdmdnak
(és egyik sem 0).

a) Hdnyféle értéke lehet a piros élek szamdanak? (4 pont)

Egy sajtotajékoztaton azt is elmondtak, hogy a fenti szinezések kozil egy olyat
fognak vdlasztani, amelyben a killonbozé szintd élek szamdanak a szorzata a legna-
gyobb lesz.

b) Hdny piros szint éle lesz a logdnak? (6 pont)
c) Janos egy szabdlyos tizszég atloi kozil véletlenszerden kijeldl dtét. Mennyi
annak a valoszinisége, hogy ezek kozott az élek kozott lesz legalabb egy a legrovidebb

vagy a leghosszabb atlok kozil? Az eredményt normdlalakban adjuk meg.
(6 pont)
. ’ . TIRPR ‘ 2025
Megoldas. a) A 2025 pontu teljes graf éleinek szdma ( ) = 2049 300. Ha
a piros élek szama p, akkor a fehérek szama 2p és a zoldek szama 2049 300 — 3p. Ezek
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mindegyike pozitiv, ezért 1 < p < 683 100. Tehat 683 100-féle értéke lehet a piros
élek szamanak.

b) I. megoldds. A fiiggvény hozzdrendelési szabdlya:
f(p)=p-2p- (2049300 — 3p) = —6p° + 4098 600p>

és értelmezési tartomdnya az {1;2;...;683100} halmaz. Tekintsiik a fiiggvényt
folytonosnak. A fiiggvény derivéltja: f'(p) = —18p? + 8197200p. A fiiggvénynek
ott lehet szélséértéke, ahol f'(p) = 0. Ennek megolddsai: p; = 0 és p, = 455400.
Ha 0 < p < 455400, akkor f’(p) > 0. Ha 455400 < p < 683100, akkor f’(p) < 0.
A fiiggvénynek p = 455400 helyen helyi maximuma van.

Tehat a piros szinti élek szama 455 400.

1I. megoldds. A figgvény hozzarendelési szabdlya:
f(p) =p-2p- (2049300 — 3p) = —6p> + 4098 600p>

és értelmezési tartomdnya az {1;2;...;683100} halmaz. Tekintsiik a fiiggvényt
folytonosnak. A fiiggvény derivéltja: f/(p) = —18p? + 8197200p. A fiiggvénynek
ott lehet szélséértéke, ahol f'(p) = 0. Ennek megolddsai: p; = 0 és pa = 455400.
Az egyediili kritikus pont a 455 400.

A fiiggvény méasodik derivaltja: f”(p) = —36p+8197200. Mivel f”(455400) =
= — 8197200 < 0, ezért itt helyi maximuma van a fiiggvénynek.

Tehat a piros szinli élek szama 455 400.

I11. megoldas. A fiiggvény hozzarendelési szabdlya:
f(p) =p-2p- (2049300 — 3p) = —6p> + 4098 600p>

és értelmezési tartomdnya az {1;2;...;683100} halmaz. Irjuk fel az 1,5p, 1,5p,
2049300 — 3p mennyiségek szamtani és mértani kozepét. Szamtani kdzép:

1,5p + 1,5p + (2049 300 — 3p)

= 683 100.
3

Mértani kozép:

$/1,5p-1,5p - (2049300 — 3p).

A szdmtani és mértani kozepek kozotti egyenlétlenség szerint:

$/1,5p - 1,5p - (2049300 — 3p) < 683 100.
A kozepek kozott akkor lehetséges egyenléség, ha minden szereplé mennyiség meg-

egyezik, azaz 1,5p = 2049 300 — 3p. Ennek a megoldasa p = 455 400.

Tehat a piros szinti élek szama 455 400.
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¢) Az 4tlok szdma % = 35. Az abrdn szaggatott

vonallal berajzoltuk, hogy az egy csticsbdl hizhatéd 7 at-
16b6l 3 olyan, ami ,,rovid” vagy ,,hosszi”. A | rovid” vagy
»hosszi” élek szama Gsszesen % = 15, ezért a tobbi él
szama 20.

P(lesz hosszi vagy rovid) =

=1 — P(nincs benne egyik sem) = 1 — 22&.

A keresett valészintiség kb. 0,9522, ami normélalakban megadva 9,522 - 1071,

Fridrik Richard
Szeged

Matematika feladat megoldasa

B. 5049. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész (a,b) par létezik,

amelyre
a

2
2019 < 5 < 2020.

(5 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

I. megoldéas. A bizonyitds soran tobbszor fogjuk hasznélni a kovetkezd lem-
méat: Ha 0 < r < 1, akkor lim " = 0.

n—oo
Elészor taldlunk egy olyan (s, t) (pozitiv egészekbdl allé) szdmpart, amelyre
2019

1>X:= g—: > 5020 Lyen példaul (s = 1054, t = 665), ugyanis 10-es alapu logarit-

musokra attérve:

0> 10541g2 — 6651g 3 ~ 317,28561 — 317,28563 = —0,00002 >
> 1g 2019 — 1g 2020 =~ 3,3051 — 3,3054 = —0,0003.
Ennek segitségével vegyiik 2-nek tetszdlegesen nagy, 2020-ndl nagyobb hat-
vanyait — legyen egy ilyen hatvany 2¢ — és ezt szorozzuk meg X-nek egy olyan

k-adik hatvanyaval, amelyre 2019 < X% . 2¢ < 2020. Ilyen k biztosan létezik, hiszen
lemmaéankat haszndlva egyrészt lim X™ = 0, azaz rogzitett c-re
n—oo

2¢. lim X" = 0;

n—00
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maésrészt a (2019, 2020) intervallumot nem ugorhatja 4t X%, hiszen akkor

2020 < X*, Xk <2019,

2019
2020

Nyilvan kiilonb6z6 ¢ szamokra X-nek kiilonb6z6 k-adik hatvanyai rendelkez-
nek azzal a tulajdonsiggal, hogy 2¢ - X* € (2019, 2020), ezért az igy kapott tortek
nevezOjében a 3 mindig mas hatvanyon fog szerepelni. Tehat valéban taldltunk

végtelen sok ?),_: alaku szamot 2019 és 2020 kozott.
Kocsis Anett (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 12. évf.)

és igy X < lenne, ami ellentmondas.

II. megoldas. Elséként megjegyezziik, hogy log, 3 irracionalis. Ellenkezd eset-
ben ugyanis log, 3 = a/b, valamilyen a és b pozitiv egészekre, melyeknek legnagyobb
kozos osztéja 1. Ekkor = 2%/% = 3, azaz 2* = 3°. Ennek az egyenletnek az egyetlen
egész megoldésa a = b = 0, ami nyilvan nem jé, tehdt log, 3 valéban irracionalis.

frjuk ezutan a kivant 2019 < 3_: < 2020 egyenl6tlenséget
a — log, 2020 < blog, 3 < a — log, 2019

alakba.

Beldtjuk, hogy a (tortrészekbdl &ll6) f; := {ilogy,3} (i =1,2,...) sorozat-
nak végtelen sok eleme taldlhaté barmely [z;y] C (0;1) intervallumon. ElGszor
megjegyzendd, hogy minden ¢ < j indexpdrra f; # f;. Ellenkezé esetben ugyanis
(j —i)logy 3 = z egész szém lenne, ellentmondva log, 3 irracionalitdsdnak. Meg-
mutatjuk, hogy barmilyen kicsi e-ra létezik olyan (A, B) egész szdmpdr, amelyre
|fa — fB| < e. Legyen 1/n < ¢, és osszuk fel a [0; 1] intervallumot n egyenld részre,
majd vegyiik az f; sorozat elsé n + 1 elemét. Osztépontokra egyikiik sem eshet, mi-
vel az azt jelentené, hogy log, 3-nak egy egész szamszorosa racionalis. fgy viszont
a skatulyaelv miatt van koztiik ketté ugyanabban a részintervallumban, tehat egy-
méstSl 1/n-nél kisebb tdvolsdgra. Ha fa és fp ilyen (A < B), akkor tekintsiik
a gi = fi14i.(B—a) sorozatot; ez f4 — fp el6jelétdl fiiggben egy +¢’ (ahol 0 < &’ < ¢)
differencidji szdmtani sorozat modulo 1. Ekkor az [z;y] intervallumban legaldbb

Y=T _ 1 értéke lesz a g, sorozatnak, ami e (és igy ) csokkentésével tetszdlegesen
5 J ’

nagy lehet. Igy az (1 — {log, 2020}; 1 — {log, 2019}) intervallumon is végtelen sok
eleme van f;-nek. Ha f, = {blog, 3} ilyen, akkor

1 — {log, 2020} < {blog, 3} < 1 — {log, 2019}.
Mindkét egyenlétlenségben mindkét oldalhoz [blog, 3] hozzdadasaval:
[blog, 3] + 1 — {log, 2020} < blog, 3 < [blog, 3] + 1 — {log, 2019}.

Figyelembe véve, hogy [log,2019] = [log, 2020] = 10, valasszuk a értékét a =
= 11 + [blog, 3]-nak. Ekkor a fenti egyenlStlenségek éppen a kivant

a — log, 2020 < blog, 3 < a — log, 2019

alakot oltik, vagyis az a, b par egy megoldasat adja az eredeti egyenlOtlenségnek.
Noszdly Aron (Debreceni Fazekas M. Gimn., 12. évf.)
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54 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 19 versenyzé: Argay Zsolt, Beke Csongor, Biczé
Benedek, Bukva David, Csizmadia Miklds, Fleiner Zsigmond, Fiiredi Erik Benjdmin,
Gyérth Adam Gyorgy, Hervay Bence, Janosik Aron, Janosik Maté, Kocsis Anett,
Maécsai Déaniel, Nador Benedek, Noszaly Aron, Stomfai Gergely, Terjék Andrds Jozsef,
Tiderenczl Daniel, Zempléni Lilla. 4 pontos 7, 3 pontos 6, 2 pontos 5, 1 pontos 6,
0 pontos 11 dolgozat.

A K pontversenyben kititizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(679-683.)

K. 679. Peti még 3 éves kordban kapta meg hat darabbdl allo épitojatékat,
melyben minden épitéelem téglatest alaki. Az elemek mérete 1 dm x 1 dm x 2 dm.
A tartédoboz bels6 mérete 3 dm x 2 dm x 2 dm és minden oldala mas szinfi.
Hényféle kiilonb6zé elrendezésben pakolhatja be Peti a hat elemet a dobozaba, ha
az épitéelemek ugyanolyan szinfiek és nem kiilonboztetjiik meg Sket? (A dobozbdl

nem léghat ki egy épitéelem sem.)

K. 680. Egy kocka négy lapjat befestettiik pirosra, majd a kockat szétvagtuk
125 darab egyforma kiskockara. Ezek kéz6tt hany olyan lehet, amelynek egyik lapja
sem festékes?

2 dm
2 dm
3 dm

K. 681. Hatarozzuk meg, hany olyan haromszog van, melyben az oldalak
hossza centiméterben mérve egész szam, és a leghosszabb oldala 2021 cm hosszi
(lehet t6bb ilyen oldala is).

K. 682. Haromféle kiilonboz6é szamkartyank van, mindegyikbdl elegendGen
sok. A szamkartyakon egy-egy szamjegy van. Ezekbdl a szamkartyakbdl elkészitjiik
az Osszes lehetséges kiilonbozd pozitiv négyjegyli szamot. Ezeknek a négyjegyl
szamoknak az 6sszege 689 931. Melyik az a harom szdmjegy, ami a szamkartyakon
szerepel?

K. 683. A korbe ithaté ABCDEFG hétszoghen az ABC<, CDE< és EFG<
szogek Osszege nagyobb 450°-nél. Mutassuk meg, hogy a koré irt kor kézéppontja
nem lehet sem a hétszogon beliil, sem annak valamelyik oldalan.

(The University of Stirling, school mathematics competition, 1983)

Bekiildési hatarids: 2021. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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A C pontversenyben kititizott gyakorlatok
(1644-1650.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1644. Egy keskeny, 10 cm x 30 cm méretil, téglalap alaku tepsiben sii-
tit siitottiink, melynek a széle lett a legropogdésabb. A siitit dgy vagjuk fel, hogy
a vagasok az oldalakkal parhuzamosan, végig futnak. Hany darabra oszthato a siite-
mény, ha azt szeretnénk, hogy minden darabon ugyanakkora rész legyen a ropogds
sz61éb617

C. 1645. Egy hegyesszogli haromszogben — a szokasos jeloléseket haszndl-
va — my, a, b, ¢ ebben a sorrendben egymas utani pozitiv egész szamok. Mekkora

a haromszog teriilete?
Javasolta: Tatdr Zsuzsanna Mdria (Esztergom)

Feladatok mindenkinek

C. 1646. Oldjuk meg az (zy — 1)2 = (x+ 1)2 + (y+ 1)2 egyenletet az egész
szamparok halmazan.
Javasolta: Szalai Mdté (Szeged)

C. 1647. Egy egyenl6 szaru haromszog szaraihoz tartozé sulyvonalak mero-

legesek egymasra. Jelolje r és R a haromszog beirt és koriilirt korének sugarat.
Hatarozzuk meg az % arany pontos értékét.

C. 1648. Arthur kirdly és Sir Lancelot gyalog-galopp versenyt rendeznek.
Sir Lancelot azt mondja Arthur kirdlynak: ,Felség, az 6n gyalog-galopp sebessége
az enyémnek csak a %—a, ezért adok 6nnek 100 méter elényt és a kijel6lt versenypalya
hosszan beliil biztosan utolérem. Ha pedig ¢n 2 ?—mal csokkentené a sebességét,
én pedig 5 %-mal és 50 méter elényt adnék onnek, akkor is utolérném a palyéan.
A kétféle utolérési idétartam osszege éppen 75 masodperc.” Hatarozzuk meg Arthur
kirdly és Sir Lancelot gyalog-galopp sebességét.

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1649. Egy hirnégyszog atléi merdlegesen metszik egymést az M pontban.
Az atlok a négyszoget haromszogekre bontjak. Bizonyitsuk be, hogy barmelyik
haromsz6g M-b6l indulé magassdgvonala és a szemkozti haromszog M-hez tartozd
stulyvonala egy egyenesre esik.

C. 1650. Igazoljuk az alabbi egyenlGtlenséget, ahol a,b,c > 1:
log, ¢ + log, c

logab ¢ < 4

Bekiildési hatarids: 2021. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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A B pontversenyben kittizott feladatok
(5142-5149.)

B. 5142. Egy focibajnoksag egy csoportjaban négy csapat szerepelt. A cso-
portban mindenki mindenkivel egyszer jatszott. Gy6zelemért 3, dontetlenért 1, ve-
reségért, 0 pont jart. A két legtobb pontot 6sszegyiijté csapat tovabbjutott, a masik
ketto kiesett. Pontegyenléség esetén sorsolassal dontottek. Melyek azok a p szamok,
amelyekre el6fordulhat, hogy egy tovabbjuténak és egy kiesének egyarant p pontja
lett?

(3 pont)

B. 5143. Oldjuk meg a 1622 + 9z + 117 = 242+/x + 13 egyenletet a valds szé-
mok korében.

(4 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

B. 5144. Az ABCD konvex négyszog teriilete t, egy bels6 pontja O. Mutassuk
meg, hogy

2t < OA% + OB? + 0C? + OD?.

Mikor all fenn egyenléség?
(3 pont)

B. 5145. Mutassuk meg, hogy azoknak az n hosszisagu nulldkbdl és egyesek-
bol 4116 sorozatoknak a szama, amelyekben pontosan k-szor fordul eld, hogy 0 utan

1 kovetkezik, éppen (27;;;_11)

(4 pont) (Angol olimpiai vdlogatéverseny feladata)

B. 5146. Adott egy egységnyi térfogati T' téglatest, és belsejében egy M pont.
Tiikrozziik az M pontot a téglatest lapsikjaira, a kapott 6 képpont konvex burka
legyen D. Hatarozzuk meg a T'N D test térfogatat.

(5 pont)

B. 5147. Legyen k > 1 pozitiv egész szam. Megadhaté-e a pozitiv egészek
olyan

a) tetszblegesen nagy, véges

b) végtelen
részhalmaza, melyben barmely k elem legnagyobb kozos osztéja 1-nél nagyobb,
tovabba barmely k + 1 elem legnagyobb kozos osztéja 17

(5 pont) Javasolta: Mészdros Gdbor (Budapest)
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B. 5148. Az ABC haromszognek C-nél derékszoge van. A hdromszogbe irt kor
a BC befogét a D, az AC befogét az E pontban érinti. A BC' oldalhoz hozzairt
kor a BC' szakaszt a G pontban érinti; hasonldéan, az AC oldalhoz hozzairt kor
az AC szakaszt a H pontban érinti. A DH és EG szakaszok metszéspontja M.
Mutassuk meg, hogy a DGM és az EHM haromszogek koré irt korok M-t6l
kiilonb6z6 metszéspontja a beirt korre esik.

(6 pont)

B. 5149. Hanyféleképpen lehet kitolteni egy 6 x 6-os tablazat mezo6it az
1,2,...,36 szamokkal 1gy, hogy barhogy vélasztunk 6 mez6t, melyek koziil se-
melyik ketto nincs egy sorban vagy oszlopban, a kivalasztott mezokbe irt szamok
Osszege mindig ugyanannyi legyen?

(6 pont)

Bekiildési hatarids: 2021. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(791-792.)

A. 791. Adva van egy villanykorte, amely piros, zold vagy kék szinnel tud
vilagitani, és haromaéllastu kapcsolok egy végtelen H halmaza, ahol mindegyik kap-
csolénal meg van jelolve a harom allas a piros, kék és zold szinekkel. A kovetkezbket
tudjuk még:

1) Mindegyik kapcsol6éllasnal egyértelmiien meghatarozott szinnel vildgit a vil-
lanykorte.

1) Ha mindegyik kapcsol6 ugyanarra az adott szinre van allitva, a villanykorte
is az adott szinnel vilagit.

1i1) Ha két kapcsolddllasndl mindegyik kapesoléra igaz, hogy kiilonbozé allas-
ban van, akkor a két allasnal a villanykorte més szinnel vildgit.

Készitsiik el a H bizonyos részhalmazaibdl allé U halmazt a kévetkezé médon:
minden kapcsoldallasnél nézzitk meg a villanykorte szinét, és tegyiik bele az U hal-
mazba azon kapcsolok halmazat, melyek allasa megegyezik a villanykorte szinével.

Bizonyitsuk be, hogy U ultrasziirét alkot H-n.

(U ultraszlir6 H-n, ha teljesiti a kovetkezket:

a) Az iires halmaz nincs benne U-ban.

b) Ha két halmaz benne van U-ban, a metszetiik is benne van U-ban.

¢) Ha egy halmaz benne van U-ban, minden nala b&vebb H-beli részhalmaz is
benne van U-ban.

34 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2021/1



éf 2021.1.15 — 17:40 — 35. oldal — 35. lap KoMalL, 2021. januar ?

— P

d) Egy halmaz és H-beli komplementere koziil pontosan az egyik van U-ban.)
Lasd még az N. 35.* feladatot az 1994-es évfolyam majusi szamabol.
A. 792. Legyen p > 3 primszdm és 0 < 7 < p — 3. Legyenek z1,22,...,Tp_14r
p—1+4r
egész szamok, melyekre Y z¥ =7 (mod p) minden 1 < k < p — 2-re.
j=1

Mik lehetnek az x1, 22, ..., Zp—14, sSzdmok maradékai modulo p?

Javasolta: Matolcsi Ddvid (Budapest)

Bekiildési hatarid6: 2021. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

Informatikabdl kitizott feladatok

I. 526. Andras szereti az egész szamokat és a szamrendszereket. Azon top-
rengett, hogy vannak-e olyan szamok, amelyeket tobb kiilonb6zo alapt szamrend-
szerben felirva a szamjegyek Osszege ugyanaz az érték. Hamar réjott, hogy példaul
az 1 szdm felirdsa mindegyik szamrendszerben 1, tehdt a szdmjegyek Osszege is
azonos. A 2 szam alakja 2-es szdmrendszerben 01, minden més szdmrendszerben 2,
vagyis a szamjegyek Osszege egy kivétellel itt is 2. Gondolta, hogy az egyjegyi
szdmoknal ez nem olyan érdekes tulajdonsag, ezért a tobbjegytiekkel kezdett fog-
lalkozni. Sokat szamolt, de rajott, hogy a témakort alaposabban csak szamitdgépes
programmal tudnd megvizsgalni.

Segitsiink Andrasnak. Készitsiink programot, amely megadja azokat a tizes
szamrendszerben legaldbb kétjegyii, de legfoljebb hatjegyi pozitiv egészeket, ame-
lyeknek a leheto legtobb szamrendszerben azonos a szamjegyeinek 6sszege. A prog-
ram a kimenet els6 soraba irja ki, hogy legfoljebb hany szamrendszerben azonosak
a szamok, majd a kovetkez6 sorba novekvd sorrendbe irja ki ezeket a szamokat.
A program csak a kettestdl a tizesig terjedé szamrendszerekben vizsgalodjon.

Bekiildend6 egy i526.zip tomoritett allomanyban a forrdsprogram és egy
rovid dokumentacio, amely megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben
fordithato.

I. 527 (E). Egy tdrsasdgban tébben vannak, akik kiilonboz6 helyekrél isme-
rik egymast, de vannak szép szammal olyanok is, akik még sohasem taldlkoztak.
Az ismeretségek kolcsonosek.

*http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf .phtml?tabla=FelHivatkoz&id=41643
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Zoltan nagyon érdeklodik a grafok irant, ezért gyorsan feltérképezi a tarsasa-
got az ismeretségek alapjan. Egy papirra feljegyzi az egymast ismerék monogramjat
a kovetkez6 forméban: KP NZ JJ SA NZ BC ... A lefrasban pérok fordulnak eld,
tehdt KP és NZ ismeri egymast, JJ és SA ismeri egymadst ... A monogramok minden
esetben az angol ABC két nagybetiijébol allnak, és nincs két azonos monogram-
mal jelolt személy. Minden ismeretség csak egyszer keriil feljegyzésre, és teljesen
véletlenszer(i, hogy melyik fél szerepel azon elsoként vagy masodikként.

s

Zoltdn késobb tobb kérdést is megfogalmazott, amely az ismeretségekre vo-
natkozik. Mivel a tarsasig elég nagy, ezért gy gondolta, hogy a kérdésekre el6bb
valaszt kaphat, ha szamitégépes programot készit. Segitsiink neki, oldjuk meg a ko-
vetkez6 feladatokat.

1. A pérok monogramjai a honlapunkrdl letoltheté parok. txt szoveges dllomany
egy sordban vannak egy-egy szdkozzel elvalasztva, legfoljebb 500 monogram,
azaz 250 ismeretség. Olvassuk be és taroljuk el a tovabbi feldolgozashoz a mo-
nogramokat és az ismertségeket. Részlet a parok.txt allomanybol:

KP NZ JJ SA NZ BC MP AC BJ KC KJ MP ...

2. Adjuk meg, hogy hany személy szerepel az dllomanyban.
3. Kérjitk be egy személy monogramjat, és adjuk meg a monogramjaik ABC-
sorrendjében az ismerdseit.

4. Adjuk meg, hogy melyik személynek van a legtobb ismerdse a tarsasdgban. Ha
tobb ilyen személy van, akkor elegendé az egyiket megadni: irjuk ki a monog-
ramjat és ismerGseinek szamat.

5. Kérjiik be egy masik személy monogramjat, és adjuk meg, hogy hany kozos
ismer6se van az el6bbi feladatban bekért személlyel.

6. Adjuk meg, kik azok, akik nem ismerik az el6bb bekért személyt és annak
egyetlen ismerosét sem.

1. feladat:

A parok.txt &llomdnyt beolvastam.
2. feladat:

Az allomanyban 47 személy szerepel.
3. feladat:

Adja meg egy személy monogramjat: MP
MP ismerései: AC BJ DA KC KJ OP

4. feladat:
A legtobb ismerése KC személynek van, szam szerint 13.
5. feladat:

Kérem adja meg egy masik személy azonositéjat: SA
MP és SA k0z0s ismer6seinek szdma 6.

6. feladat:

MP-t és ismer@seit sem ismeri DD KH LU ZS.

Bekiildend6 egy tomoritett 1527 .zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithato.
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I. 528. Evrol-évre 1j naptart készitiink és ragasztunk a falra, holott csak
14 kiilonbozé hételrendezési év 1étezik, ha a mozgd vallasi iinnepek idépontjatol
(husvét, piinkosd, purim stb.) eltekintiink.

Készitsiik el az azonos naptari éve- y A B 3
k’et /megado 1‘1stat tfmblazatkezelo segit- 1 Ev Azonosak ¢
ségével naptarak néven. &

Az Al és Bl cella legyen a minta z LUl 2010 é
szerinti, az A2 cella kezdetben legyen 3 2021 {
iires, de a minta szerinti formatumat. 4 2027 :

Ha az A2 celldba begépeliink egy 5 2038 )
2000 és 2399 kozdtti egész szamot, 6 2049 !
a B2 cellatol kezdédéen novekvo ren- — j
dezettséggel jelenjenek meg azok az év- 7 | 2055 4
szamok, amelyek 2000 és 2399 kozé es- 8 2066 ¢
nek, és naptaruk azonos az ,A2 cellaba 9 2077
irt évszamu év naptaraval. Allitsuk be, 10
hogy a formatum a mintanak megfelel$ : 2083
legyen. 11 2094

Ugyeljiink arra, hogy amennyiben 12 2100
az A2 cella iires vagy tartalma nem T, et cunan ISR

a 20002399 tartomdanyba esd egész szam (pl. 25, 4,31, , Martf(i”, HAMIS), a B osz-
lopban ne jelenjen meg semmi a keretezett, szinezett mezokben.

Segédszamitasokat végezhetiink a C oszloptdl jobbra, amelyek értelmezését
feliratokkal segitsiik el vagy a dokumentdciéban irjuk le. A megolddsban sajat
fliggvény vagy makré nem hasznalhaté.

Bekiildendd egy 1528.zip tomoritett mappédban a tablizatkezelé munkafiizet
és egy rovid dokumentdacid, amelyben szerepel a megoldashoz alkalmazott tabla-
zatkezel6 neve, verzidészama.

I/S. 50. Egy televizids vetélked dontéjében két vagy hdrom versenyzd sze-
repel. A végsd sorrendet kozonségszavazassal hatarozzék meg. Mindenki csak egy
versenyzore és legfeljebb egyszer szavazhat. A szavazds vége el6tt 6t perccel meg-
mutatjdk az addig leadott szavazatok szazalékos eloszlasat. Pontosabban szazad
szazalékra kerekitve kiirjak az allast anélkiil, hogy megmondandk, melyik szam
melyik versenyz6hoz tartozik.

Peti méar biztosra tudja ki fog nyerni (a kedvenc versenyzdje), igy arra kivéncsi,
mit tudhat meg még a szamokbdl. Most azt szeretné megtudni, hogy legaldbb
hanyan adtdk le a szavazatukat a dontében. Készitsiink programot, amely valaszol
Peti kérdésére tobb ilyen vetélkedd esetén.

Bemenet: az elsé sor a vetélkedOk, azaz a megoldandé esetek N széama. Ez-
utan IV sorban egy-egy lehetséges allas szerepel, mindegyikben legfeljebb harom,
a mintaval megegyez6 formatumu szam.

Kimenet: a legkisebb szavazdszam, amire igaz, hogy létezik olyan szavazatel-
oszlas, amely a kiirt szazalékos értékeket adja.

Korldtok: 1 < N < 100. Iddkorldt: 0,1 mp.
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Példa:
Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
6 7 / 6667 / 9 / 6667
28.57% 71.43) / 0.01% 99.997, 8000 / 13334

11.11% 33.33% 55.56% / 0.01% 0.01% 99.97%
0.01% 0.01% 99.98% / 0.01% 0.01% 99.99%

Figyelem: a kerekitett szamok 6sszege nem feltétleniil ad 100%-ot.

Ertékelés: A pontok 40%-a kaphatd, ha a doéntében két versenyzdre lehet
szavazni. Tovdbbi 60% kaphatd, ha a versenyz6k szdma hdrom.

Bekiildendo egy 1s50.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 149. Adott egy N csicsbol 4ll6 fa, cstcsait pozitiv egész szamokkal jeloljiik,
gyOkere az 1-es csucs. A fa minden P csicsédra szeretnénk tudni, hogy hanyfélekép-
pen tudunk kivéalasztani a fabdl egy K darab csicsbdl allé rendezett sorozatot gy,
hogy az abban szereplé csticsok legkozelebbi kozos 6se a P cstcs legyen. Két ki-
valasztas kiillonbozd, ha abban a valasztott csicsok eltéroek, vagy ha a csicsok
sorrendje kiilonb6z6. A vélasztdsban egy csucs tobbszor is eléfordulhat. A K da-
rab csucs legkozelebbi kozos Ose az a csics, ami 6se a K cstics mindegyikének, és
a leheto legmesszebb van a gyokértdl.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza az N és a K szamot. A kovetkezd N — 1 sor
mindegyike egy = és y szamot tartalmaz, ami azt jelenti, hogy kozottiik fut él.

Kimenet: adjunk meg egy sorban N darab szamot. Az i-edik szdm jelentse
a megoldast akkor, ha P =i. A megoldasok nagyon nagyok is lehetnek, ezért azok
szamanak modulo 10° 4+ 7 maradékat adjuk meg.

Példa:
Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
7T2/12/16/23/24/25/37 231931111

Magyardzat: nézzitkk P = 2 esetét (K = 2, tehat két cstcsot kell sorrendben
vélasztani, amelyek legkdzelebbi kézos Gse a 2-es csics). A lehetséges kivalasztdsok:
2-2, 2-3, 2-7, 2-4, 2-5, 3-2, 3-4, 3-5, 7-2, 7-4, 7-5, 4-2, 4-3, 4-7, 4-5, 5-2, 5-4, 5-3, 5-7.

Korlatok: 3 < N < 105, 2< K < 10107 0 < zy < N — 1. Id6korlat: 0,4 mp.

Ertékelés: a pontok 30%-a kaphat6, ha K < 2.

Bekiildendo egy s149.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt

és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:

https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2021. februar 15.
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Matematikai képzések az ELTE TTK-n

Kedves leend6 Egyetemista! A KoMalL olvaséjaként bizonyéra szivesen foglal-
kozol matematikaval, és felmeriilhetett mar Benned az a gondolat, hogy életpélyé-
dul ennek a szép tudomédnynak a mivelését valasztod, illetve szeretnél megismer-
kedni alkalmazédsaival a miiszaki, gazdasagi és pénziigyi élet kiilonb6zé teriiletein.

Az alkalmazott matematika ma mér az élet szinte minden teriiletén nélkiilozhe-
tetlen, és az ilyen képzettségli munkaero irdant egyre novekszik az igény. A Fortune
magazin cikke szerint a legjelent6sebb véltozas az iizleti életben az ipari forradalom
6ta a matematikai algoritmusok térhéditdsa (http://fortune.com/2015/01/22/
the-algorithmic-ceo/). Egy amerikai felmérés évrél évre a legjobb foglalkoza-
sok kozott tartja szamon a matematikust és a szintén matematikai eloképzettséget
igénylé adattuddst, aktudriust és statisztikust (https://www.careercast.com/
jobs-rated/best-jobs-0f-2019). Mindez Magyarorszdgra is igaz, az ELTE-n
végzett matematikusokat nemcsak a kutatdintézetek, egyetemek varjak, hanem sza-
mos cég is, igen jo fizetéssel.

Esetleg még nem dontottél, de leginkabb matematikabdl folytatnal felséfoku
tanulmanyokat? Minderre kittin6 lehetoség nyilik az orszag egyik legnagyobb mul-
ta egyetemén, az Eotvos Lordand Tudomanyegyetem Természettudomanyi Karan,
ahol vilaghiri professzoroktdl és lelkes, kozvetlen fiatal oktatoktél tanulhatsz. Pezs-
g6 didkélet var rad az ELTE korszeru szamitogépparkkal felszerelt, a KoMal szer-
kesztéségének is otthont adé modern lagymanyosi épiiletegyiittesében.

A bolognai képzési rendszerbe illeszkedik BSc képesitést nyujté haroméves ma-
tematikai alapképzésiink. Itt az els6 évben hallgatéi és oktatoi mentorok biztositjak,
hogy mindenki be tudjon illeszkedni és taldljon elSismereteinek, képességeinek és
tanuldsi sebességének megfelel$ nehézségli feladatokat. Az els6 év végén donthetsz
arrél, hogy milyen témakkal szeretnél a tovabbiakban behatébban foglalkozni.

A kinalat széles: aki szeretne, az elmélyedhet az elméleti matematika kérdé-
seiben, hiszen szinte minden fontos teriiletrél hirdetiink kurzusokat. Ezek épitenek
a magyar matematikai kutatasok méltan vilaghirti hagyomanyaira, ugyanakkor szi-
lard alapokat nyujtanak a modern matematika miiveléséhez, jél felkészitve hallga-
téinkat a leendé kutatéi munkara.

Akit viszont az alkalmazdsok érdekelnek, megteheti, hogy az alapok elsaja-
titdsa utan olyan modern témakkal is foglalkozzon, mint az adattudomény vagy
a mesterséges intelligencia matematikai kérdései. Azoknak is ajénljuk a matemati-
ka alapképzési szakot, akik ismereteiket késébb inkabb a matematikan kiviil szeret-
nék majd gyiimolcsoztetni. Itt szerzett tudasukat hasznosithatjak példaul gazdasa-
gi teriileten, médiaban, a matematika népszeriisitésében, a kozmiivelédésben — és
a megszerzett matematikai gondolkoddsmod mindvégig segiteni fogja ket a mun-
kajukban.
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A képzés egyéb vonatkozasairdl tovabbi részletek a http://www.math.elte.
hu/ honlapon a Képzések meniipont alatt talalhatok. Ajanljuk a kozépiskolasoknak
sz6l6 oldalainkat is, ahol végzett didkjainkkal késziilt interjik is lathatdk.

A legkiemelked6bb hallgaték az egyetemi oktatémunkaba is bekapcsolédhat-
nak, és vilagszerte jé eséllyel palyazhatnak osztondijakra, kiilfoldi részképzésre
(pl. az Erasmus+ program keretében).

Az alapképzést tovabbi kétéves szakasz kovet(het)i (mesterképzés vagy ro-
viden MSc), egyetemiinkén a Matematikai Intézet gondozdsdban matematikus, al-
kalmazott matematikus, valamint biztositasi és pénziigyi matematika mesterszakok
indulnak. BSc-t végzett hallgatdink természetesen mas (bel- és kiilfoldi) oktatdsi
intézmény programjain is folytathatjék tanulményaikat. A mesterszakot végzettek
koziil a legkivalobbak szaméara biztositjuk a doktori fokozat megszerzésének lehe-
t6ségét (PhD-képzés).

Egyetemiinkén gondosan apolt hagyoméany, hogy a ratermett, tehetséges dia-
kok neves professzorok vezetésével bekapcsolédnak a tudoméanyos kutatasba. A leg-
kivalébb hallgatok matematikai versenyeken is sikerrel szerepelnek, példaul az Egye-
temi Hallgatok Nemzetkozi Matematikaversenyén az elmult tiz évben kétszer is
az ELTE csapata végzett az élen tobb, mint 70 egyetem csapatdnak versenyében —
olyan nagyhiri egyetemeket is megel6zve, mint a Yale, a Princeton vagy a Moszkvai
Allami Egyetem.

Matematikatanar-képzés az ELTE TTK-n

Az ELTE Természettudoményi Kardn sok évtizedes miiltra tekint vissza a ma-
tematika szakos tanarképzés. Az altalanos és kozépiskolak részérdl mindig jelentés
igény mutatkozott a nalunk végzett matematikatanarok irant, akik koziil sokan
kiilfoldon is sikeres oktatoi palyat futottak be.

A matematika szakos tandri palyat els6sorban azoknak a kozépiskolas didkok-
nak ajanljuk, akik szaméra 6romet jelent érdekes matematikai feladatokon gondol-
kodni, és jo érzést okoz a megolddsokra masokat is ravezetni, masokkal is megosz-
tani azt az élvezetet, amit a matematika megismerése jelent.

A tanarképzés osztatlan formaban zajlik. A tanarképzésre vald jelentkezés
soran a leendd hallgatéknak egy szakpért kell megjelolni. Az ELTE-n a matematika
szak mellé természettudomanyos szakokon és az informatikan kiviil vélasztani lehet
a bolesész szakok (példaul a magyar, a torténelem vagy a nyelvszakok) koziil is.
A szaktargyi tanitdsi gyakorlatok teljesitésére az ELTE hallgatéinak a legjobb
budapesti iskoldkban, kival6 vezetGtanarok iranyitasa mellett nyilik lehetdségiik.

Bétran allithatjuk tehat, hogy a KéMaL. minden olvaséjanak testhezallo kép-
zést tudunk nyujtani az ELTE Matematikai Intézetében. Ha személyesen is sze-
retnél talalkozni leend6 oktatdiddal, beszélgetni a mostani egyetemistakkal, akkor
gyere el az ELTE TTK nyilt napjara februar 3-én!
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Fizika alapszak az ELTE TTK-n

Kedves tovabbtanul6 Fizikabaratok!

A KoMal évszazados hagyoményokat kovetve vezeti be a kozépiskolasokat
a matematika és a fizika tantargyak rejtelmeibe. Ez a tudés jol hasznalhaté az egye-
temi fizikatanulds sordn is. A KoMal. feladatmegoldéinak és olvaséinak egyik ter-
mészetes tovabbtanulési iranya a fizika vélasztdsa. Akik szeretik a fizikat és ezzel
szeretnék felkésziiltségiiket fejleszteni, azoknak hasznos tovabbtanulds az egyetemi
fizika alapképzés. Nemcsak a leend6 kutatoknak, de minden kreativ problémamegol-
dést igénylé munkahelyen elhelyezked6nek felhasznalhatd tudast nyujt ez a képzés.
Azok szédmara is j6 alap, akik kés6bb nem a fizikus mesterszakokon folytatjdk tanul-
ményaikat, hanem geofizikus, meteorolégus, csillagdsz, kornyezettudoményi vagy
anyagtudomanyi mesterképzésben tanulnak tovabb. A KoMalL-ban elmélyitett fizi-
kai targyi tudas szakmai ismeretei a fizikatanar képzésben is kamatoztathatok azok
szamara, akik kedvet éreznek életiik soran didkok tanitdsara.

A fizika targy tudédsa, amit a fizika alapszakokon el lehet sajatitani, szdmos
munkahelyen ad lehetOséget a karrier épitésére. A kutatéintézeteken kiviil a pénz-
tigyi, muszaki vilag nagyvéllalatainak kutatési és fejlesztési projektjein, vagy kisebb
cégekben alkalmazott problémamegold6 képességhez tarsuld fizikai tudast és infor-
matikai készségeket igénylé projekteken lehet elhelyezkedni a fizikatanulds soran
megszerzett képességek felhaszndlasaval.

Az ELTE TTK fizika alapszakja egyediilalld médon egyesiti a lehet&ségeket!
Az itt szerzett alapszakos diploma szdmos mesterképzésben felhaszndlhaté egyete-
miinkon beliil és kiviil igy, hogy mar az alapképzés sordn a specidlis tovabbtanulas
alapoz6 témaiban lehet krediteket szerezni.

Az ELTE TTK tovédbbi lehetdséget is nyujt a fizika tanulasara az osztatlan
tanarképzési szakokon. A fizika szak mellett a matematika, kémia a leggyakoribb
parositas, de informatika, torténelem vagy nyelvi szakok is elterjedtek masodik ta-
nari szakként. Az osztatlan tanarképzésben szerzett diploma fizikabdl egyediildlléan
keresett képesités a munkaerépiacon. Napjainkban ez egy hidnyszakma és biztos el-
helyezkedést jelent azok széamara, akik szeretnének ezen a tarsadalmilag is fontos
palyan elhelyezkedni.

A fizika alapszak targyainak kinalata az ELTE TTK-n kifejezetten széles. A ko-
telezd targyak szilard alapja jelenti a szakma megismerését, de emellett szdmos
részteriilet bevezeté tananyaga elsajatithatd. Az ELTE TTK Fizikai Intézetének
munkatarsai a biolégiai fizika, elméleti fizika, anyagtudomaény, asztrofizika, komp-
lex rendszerek statisztikus fizikdja, kvantummechanikai témakorok — példaul kvan-
tumszamitogépek leirdsa —, részecskefizika, nehézionfizika, atommagfizika témakban
nemzetkozi kutatdsokba is bevonjak az érdekl6d6 didkokat. A kutatds irdant is ér-
dekl6do didkok szamdra bejaratott it vezet a tudoményos didkkori projektek felé.
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Ezen didkok altal végzett kutatasi eredmények didkkonferencidkon mutathatok be,
melynek orszagos rendszerében az ELTE TTK hallgatoi évek éta kivaldan teljesite-
nek és sikereket érnek el. A didkkori kutatomunkak kivélé alapot adnak a kiilfoldi
egyetemeken torténo mesterképzésben vagy doktori iskolaban torténé tovabbtanu-
lasra.

A tanarszakos osztatlan képzés felhasznalja az ELTE tobbi karain oktatott
pedagogiai és tanitasmddszertani szakmai tuddst is. A tanarszakosok tobbszor
lehetOséget kapnak a tanitdasi modszerek kiprobalasara és a tapasztalt tanarok
mesterség-elemeinek megtanuldsara. Az ELTE hdrom gyakorléiskoldja kivalé terep
a tanari szakma komplex elsajatitdsara, de szamos mas kozépiskolaban is lehet
gyakorlatokat végezni.

Az ELTE TTK fizikaképzése nemzetkozi szintli, amit az is jelez, hogy szdmos
alapszakos diplomaval rendelkezé didkunk folytatta mar rangos angol, svajci vagy
német egyetemen a fizikatanuldsat. Ezekre az egyetemekre az ELTE-n a legjobb
eredménnyel végz6 didkoknak j6 esélye van bejutni az elmult évek statisztikai
alapjan.

Az ELTE-n végzett fizikusok nemzetkozi 1éptékben is versenyképesek. A mes-
terképzésben diplomat szerzok nagy része sikeresen jut be doktori iskoldba vagy
itthon vagy kiilfsldon, az Egyesiilt Allamoktél kezdve Japanig szémos nivés egye-
temen. Az ELTE TTK-n foly6 fizikai témaju kutatdsok sok esetben vildgszinvo-
nali kutatohelyekkel torténd egyiittmiikodésben valésulnak meg. Didkjaink eljut-
hatnak a svajci CERN részecskefizikai kutatécentrumba, vagy a LIGO amerikai
gravitacioshullam-detektor eredményeit elemezhetik. Szamos tovabbi eurdpai, ki-
emelked6 centrumba lehet Erasmus 0sztondijat nyerni, ami az ELTE-s didkok fel-
késziiltségét jelentosen noveli és az itt elvégzett képzések jo alapot biztositanak
a kutatasi kérdések sikeres megoldasara, a komplex problémamegoldasi képességek
fejlesztésére és a késébbi kutatdsi vagy ipari fejlesztési allasok elnyerésére.

A képzés tovabbi részleteirdl az aldbbi weblapon lehet informécidkat szerezni:
https://physics.elte.hu.

Az ELTE TTK hallgatdi élete vidam és szertedgazé. A Magyar Fizikus Hallga-
ték Egyesiilete szamos programot szervez a hallgatéinknak. Kiilfoldi didkkonferen-
cidkon vagy cseregyakorlatokon lehet részt venni, szabadidés programok és a fizika
targyakban felkészité programok szerepelnek a palettdn. A fizika népszeriisitésé-
ben is jartassagot lehet szerezni, a kozosségi programok is gyakran népszeriiek.
A fizika szakokhoz j6l szervezett mentorprogram térsul. Minden évfolyamon tobb
kiképzett mentor segit a targyak felvétele koriili kérdésekben, az optimalis egyete-
mi stratégidk megtaldlasdban, és atadjék a felsébb éves didkok altal Osszegytiijtott
tapasztalatokat. Az ELTE TTK fizika alapszakja jol szervezett, baratsagos képzés.
Didkjaink nagy szazalékban valasztjak az ELTE TTK-t a tovabbtanuldsra.

Az ELTE TTK fizika képzéseirél személyesen is tapasztalatot lehet szerezni
a kari online nyilt hét keretében a Fizikai Intézet altal szervezett programon:
https://ttk.elte.hu/nyilthet2021.
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Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 714. A Fild jégsapkdi és gleccserei jelenleg mintegy 30000000 km?® jeget
tartalmaznak. Becstljik meg, hogy nagyjabol mennyivel emelkedne a tengerek és
az dcedanok vizszintje, ha ez a hatalmas mennyiségi jég mind elolvadna!

(3 pont)
Megoldas. A jégsapkak és gleccserek a talajon vannak, tehat nem szoritanak
ki vizet. A viz sfirfisége: 1 kg/dm?, a jégé 0,9 kg/dm3, tehat a megolvadt jég vizének

térfogata a jéggel azonos témegli viz térfogatanak csak 90%-a. A Fold kozelitbleg
gomb alaku, sugara kb. 6400 km, és a felszinének 0,71 része tenger, illetve 6cean.

A gomb felszine: A = 472w, ami itt koriilbeliil 510 milli6 km?, ennek 71%-a,
360 milli6 km? a tengerek és 6cednok felszinének nagysaga. (Hasonld értéket ka-
punk, ha osszeadjuk az 6ceanoknak a Négyjegyti fiiggvénytablazatokban is megta-
lalhat6é méreteit.)

A 30 milli6 km? jégbdl 27 milli6 km? viz keletkezik. Ez 6sszesen
27 millié km?
360 milli6 km?

vizszintemelkedésnek felel meg.

=0,075 km =75 m

Dancsdk Dénes (Nagykanizsa, Batthydny L. Gimn., 9. évf.)

72 dolgozat érkezett. Helyes 39 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 10, hidnyos
(1 pont) 20, hibas 3 dolgozat.

G. 716. Egy agyubdl kilbtt grdndt pdalydjanak legfelsé pontjdn 100 m/s sebes-
séggel haladva két egyforma tomegii darabra robban szét. Az egyik darab 50 m/s
sebességgel fiiggdlegesen felfelé indul el. Milyen irdanyba és mekkora sebességgel in-
dul el a masik darab? (A grandtban lévd robbandanyag tomege elhanyagolhatd.)

(3 pont)

Megoldas. Legyen a granat tomege 2m, a szétrobbant részek mindegyikének
tomege pedig m. A granat v sebességvektora a robbands pillanatdban vizszintes
irdny és vo = 100 m/s nagysdgi. A fiigglegesen felfelé elindul6 darab kezddsebes-
sége: v = |vq| = 50 m/s.

U1

T\/NUO

=
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Jeloljiik a mésik darab kezddsebességét vo-vel, irdnydt (a vizszinteshez képest
lefelé) pedig a-val. A lendiiletmegmaradds torvénye szerint 2mwvg = mwv; + muvs,
azaz 2vg = v1 + vs.

Az dbrarol leolvashaté, hogy

m2
s2’

2 2
02 = (200)% + 02 = (200 E) + (50 E) — 42500
s s
azaz ve &~ 206 m/s, és a vizszintessel bezart szige:

(%) 1
a = arctg — = arctg - ~ 14°.
& 900 &3
Janecskd Patricia (Oberursel, Németorszdg,
Frankfurt International School, 9. évf.)
55 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 19, hidnyos
(1 pont) 7, hibds 8, nem versenyszeri 3 dolgozat.

G. 717. Egy denevér a barlang faldval parhuzamosan repil 45,0 m/s sebesség-
gel. Egy rovid ultrahang jelet bocsdt ki, melynek visszhangjdt 0,120 s malva hallja
meg. Milyen tdvol repil a denevér a faltol? A barlangban az ultrahang terjedési
sebessége 333 m/s.

(4 pont)

Megoldas. Rajzoljuk le a denevér repiilési titvonaldt és a barlang falét (1. db-
ra). Az ultrahang a D; pontbdl indul ki, és a falrdl visszaverédve a Do pontban
érkezik vissza a denevérhez. Az abrén lathaté d = D1Ds = 5,4 m az a tavolsag,
amit a denevér a megadott id6 alatt a megadott sebességgel megtesz.

A hang a denevértdl kiindulva kiilonbozé iranyokban terjed, és a barlang faldrdl
kiilonbo6z6 iranyokban verédik vissza. A denevér azt a hangot hallja meg legelGszor,
amelyik a legrovidebb ido alatt, tehat a legrovidebb utat megtéve jut vissza hozza.
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° i
denevér fal tiikor
1. abra 2. dbra

Tiikrozziik a Dy pontot a barlang falanak sikjara (2. dbra). A kiilonbozd
irdnyban haladé hanghulldmok teljes titjdnak hossza megegyezik a Di-et D)-vel
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osszekotd, a fal (a tiikor) sfkjandl esetleg megtord szakaszok egyiittes hosszaval.
Ezek koziil a DD} egyenes szakasz a legrovidebb, és ennek hossza az a tdvolsdg,
amennyit az ultrahang a megadott ¢ id6 alatt megtesz:

S = Uhang - £ = 333 = 0,120 s = 39,96 m.
S

A DD, D} derékszogii haromszogre felirt Pitagorasz-tétel alapjan

20 = /82 — d? ~ 39,6 m,

a denevér és a barlang falanak tavolsdga tehdt = ~ 19,8 m.
Schneider Ddvid (Zalaegerszegi Zrinyi M. Gimn., 10. évf.)

Megjegyzések. 1. Ugyanezt az eredményt gy is megkaphatjuk, ha feltételezziik, hogy
az ultrahang a siktiikorhoz érkezd fényhez hasonléan verédik vissza, vagyis a beesési szog
megegyezik a visszaver6dés szogével. Ez akkor igaz, ha a barlang fala elegendéen ,sima”,
a sik feliilettdl legfeljebb az ultrahang hulldimhosszanak megfelel§ mértékben tér csak el.

2. Sok versenyzé indokolatlan pontossdggal (pl. z = 19,813 344 m-nek) adta meg a de-
nevér utvonaldnak és a barlang falanak tdvolsdgat. Ennek nem sok értelme van, hiszen
a denevér fiilének mérete és a barlang faldnak gocsortossége sok-sok nagysagrenddel fe-
lilmilja a megadott szam utolsé szamjegyeinek megfelels tdavolsdgokat. A fizikai mennyi-
ségek kiszamitott értékét annyi szdmjegy pontossdggal szabad csak megadni, amennyit
komolyan vehetiink. Ez a pontossag nem haladhatja meg a feladat szovegében megadott
,bemend adatok” pontossdgat. (A szerk.)

81 dolgozat érkezett. Helyes 47 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos
(1-2 pont) 11, hibds 2, nem versenyszer(i 18(!) dolgozat.
Figyelem! A K6MaL pontversenyei (a mérési verseny kivételével) egyéni versenyek!

Fizika feladatok megoldasa

P. 5229. A sulytalansdag dllapotdban egymdstol 2L tdvolsagra két, egyenként
Q nagysagu ponttoltést rogzitink. A toltések kozott, a szimmetriatengely koril,
a felezémerdleges sikban R sugari korpdlydn kering egy m tomegi, Q-val ellentétes
eldjeli q ponttiltés.

a) Adjuk meg a keringési idét a palyasugdr figguényében!

b) Elemezziik az R < L és az R > L hatdreseteket!

c) /fllapz’tsuk meg, melyik a nagyobb: a korpdlydn keringésnek, vagy ugyan-
ezen testnek a korpdlya egyik dtmérdje mentén torténd, R amplitiddoju rezgésének

az ideje!

(A gyorsuld téltés sugdrzdsabdl és a légellendllisbdl adddo fékezddéstdl elte-
kinthetiink.)
(6 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc, Budapest
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Megoldas. a) Az dbra jeldléseit haszndlva kiszamithatjuk, hogy az F erd
nagysaga:

Qq

%k Qq

F=k —_—.
R? + L2

Az erék ,vizszintes” komponensei kiejtik egymast,
a ,fiiggblegesek” pedig Osszeadddnak. Az dbran a-val
jelolt szog koszinusza:

R
cosa = — = ———.
d VR*+L?
A korpalydn egyenletesen keringé test mozgasegyenlete:
R
ma = Fereas = 2F cosa = 2h— 24
(R? + 12)2

Mivel az m tomegi test allandé v nagysagu sebességgel korpalyan mozog, a kerin-
gési ideje kiszamolhatd a gyorsulasabol:

2rR B v?
= és a=—,

v R

T=2m |2 (R2+L2)%
2kQq '

b) R < L esetben a keringési id§ kifejezése igy kozelitheto:

3
m 3 (R? 4 m 3 3 R?
T=2 — L2 —=+1) =2 — L2 14+ -— ).
™\ 2%Qq (L2 " > ™\ 2%Qq ( "1 L2>
Ha R-et elhanyagoljuk L mellett, akkor

m 3
T=2 —L2.
"\ 2kQq

Ebben a kozelitésben a keringési id6 nem fiigg a korpalya sugaratol.
R > L esetén

T

ahonnan a keringési id6:

3
1

m 3 (L2 m 3 3 L2
™\ 2kqq " (32*) ™ 2kqq " <+4R2>

Ha L-et elhanyagoljuk R mellett, akkor

[ m
T=2 — .
T QquR
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Ebben a kozelitésben a keringési id6 nem fligg a ) nagysagu toltések tavolsagatol.

¢) A rezgd test mozgdsegyenlete:

Qqx

ma(x) = 2F cosa = 2k T
(x2 4 L2)§
ahol a(x) a test pillanatnyi gyorsuldsat jeloli abban a helyzetben, ahol a test
x tévolsdgban van @ toltések felezépontjitdl (vagyis az egyenstilyi helyzetétdl).

Léthat6, hogy a mozgds nem egyenletesen gyorsuld, hiszen a(x) # dllando, de
nem is harmonikus rezgémozgds, mert a(x) nem ardnyos z-szel. A mozgds id6-
beli lefrasa meglehetosen bonyolult, elemi eszkozokkel nem adhatd meg, és emiatt
a rezgés idejét sem tudjuk pontosan kiszamitani. De erre nincs is sziikségiink, a rez-
gésid6t csak a keringés idejével akarjuk osszehasonlitani.

Tudjuk, hogy a mozgds sordn minden pillanatban R? > 22 (és a mozgés fordu-
l6pontjait leszamitva hatarozott egyenlétlenség all fenn), ezért ha a mozgdsegyen-
letben a tort nevezdjében az x2-et R2-tel helyettesitjiik, akkor (az z = 4+ R pontokat
leszamitva) az erét megadé kifejezés kisebb lesz az eredetinél:

2k

Qur o
2

Qqx
L 5
(22 + L2) 2

(R?+L2)

Az egyenl6tlenség jobb oldaldnak megfelel6 erdtorvény egy harmonikus rezgé-
mozgast ir le, és ezen rezgés periédusideje éppen a kérmozgaséval egyenlo. Mivel
a tényleges rezgés ,rugdallandéja” ennél az allandénal nagyobb, a kialakuld rezgés
periédusideje kisebb lesz, mint a keringésé.

Bonifert Baldzs (Budapest, Badar-Madas Ref. Gimn., 11. évf.)

22 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldds. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 9, hidnyos
(1-3 pont) 4 dolgozat.

P. 5238. Egy mq tomegi elektromos jatékauto m tomegi teherrel a platdjan
allandé sebességgel halad felfelé eqy o hajldsszogi lejtén. Az r sugari kerekeket
meghajto villanymotort dllandosult dllapotban modellezhetjik eqy R ellendlldassal
sorosan kapcsolt olyan dramkori elemmel, amelynek U fesziiltsége a tengely w szdg-
sebességével ardnyos (U = yw), az I drama pedig a tengelyek dltal kifejtett M forga-
tonyomatékkal ardnyos (I = M /7). A kisautd egy olyan teleppel mikidik, amelynek
tresjarati fesziltsége Uy, belsd ellendlldsa pedig Ry,.

villanymotor
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Adatok: mg=300g, a=30°, r=2cm, vy=1,2 Vs, Uy =45V, R=0,8 Q,
Ry = 1,2 Q. (A kerekek és a lejté kizétti tapaddsi siurlddds elég nagy, igy az autd
nem csuszik meg.)

a) Mekkora dllandésult sebességgel halad a kisautd, ha m = 600 g teher van
a platéjan?

b) Mekkora m teher esetén lesz a legjobb a szdllitds hatdsfoka? (A hatdsfo-
kon a teher emelésére forditolt energia és a telep altal leadott energia hdnyadosdt
értjiik.)

(5 pont) Kozli: Olosz Baldzs, Pécs

Megoldas. a) A jatékautora a lejtével parhuzamosan a nehézségi erd lejtével
parhuzamos komponense és a talajndl fellép6 S nagysdgu tapadd surlédési eré hat.
A kiskocsi egyenletesen mozog, tehat

S = (m+mgp)gsina.

Az S eronek a tengelyekre kifejtett teljes forgatényomatéka M = Sr, ami a feladat
szovege szerint [v-val egyezik meg, vagyis az aramkorben foly6 dram:

(m + mg)grsina

(1) I'= N

A kerekek nem csusznak meg, tehdt wr = v, tovabba a feladat szdvege szerint
az idedlis aramkori elemre juté fesziiltség:

U:fyw:ﬂ.
r

A korben foly6 aram:

_ Uy —-U _ Uy — (vy/r)
R, + R Ry, + R

(2) I

Az (1) és (2) egyenletek osszevetésével a jétékautd sebessége kifejezhetd és
kiszamithato:
Upr  (m+mg)gr?sina (Ry + R) 7o I
v=—— =~ —.
gl 72 TS

b) A hasznos (mechanikai) teljesitmény tetsz6leges m teher esetén:

U, 2
Prech. = mgusina = mgsina (Or — (m + mo)zgr ma (Rp + R)) ,
vy Y

az Osszes (elektromos) teljesitmény pedig

M U
Po. =Upl = U07 = TO(ermo)grsina.
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A hatéasfok:

Pmcch m mgr sin o
= - — Ry + R),
=P (m +myg) Uovy ( )
amit az adatok behelyettesitése utdn (a tomegeket kg egységekben szamolva) igy
irhatunk:
(m)= —2>
g m+03 27

Grafikus abrézolassal, derivélassal, vagy algebrai egyenlotlenség alkalmazdsa-
val megallapithatjuk, hogy a legnagyobb hatasfok m =~ 2,55 kg-os teherhez tartozik,
és a maximum értéke 80%.

Bonifert Baldzs (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

12 dolgozat érkezett. Helyes Bonifert Baldzs, Békési Abel, Fekete Andras Albert,
Kertész Baldzs, Selmi Béalint, Somlén Gellért, Toronyi Andras és Viczidn Anna megolddsa.
Kicsit hidnyos (3-4 pont) 4 dolgozat.

P. 5242. Egy felhdben 2 mm datmérdji, gomb alaki esdcseppek lebegnek. Mek-
kora sebességgel dramlik felfelé az 1 kg/m3 stiriiségi levegd a felhdben? (A kizeg-
ellendlldsi erd a sebesség négyzetével ardnyos.)

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz

Megoldas. Uljiink 4t a felfelé aramlé levegével egyiitt mozgé koordinata-
rendszerbe! Innen nézve az esGcseppek lefelé mozognak az all6 levegében, mégpedig
épp azzal a v sebességgel, amellyel az eredeti koordinata-rendszerben a levegd
aramlik felfelé a felhoben. Mivel dlland6 sebességrol van szé, igy az erGegyensuly
feltétele teljesiil: Flen. = Fiopeg., ahol

4 (dY
Foen. = mg = g <2> TOviz 9

a d atmérdjli esdesepp sulya,

1/dY
Fkt')zcg. = 5 (2> mk Olevegs U2

pedig az esécseppre haté kozegellenéllasi erd. (k= 0,45 a gomb alakd esOcsepp
alaktényezdje.) A fenti dsszefiiggésekbdl kifejezhetd az esGesepp sebessége:

ddoweg _ 421073 m)- (1000 ke/m®) - O81 m/)
3k Olevegt 3- 0745 . (1 kg/mg) s

Ugyanekkora sebességgel aramlik felfelé a levegd az eredeti koordindta-rendszerbol
nézve, ha az esécseppek mozdulatlanul lebegnek.

Téglas Panna (Révkomdrom, Szlovékia, Selye Janos Gimn., 11. évf.)

90 dolgozat érkezett. Helyes 51 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 22, hidnyos
(1-2 pont) 15, hibas 2 dolgozat.
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P. 5243. Egy sportcsarnokban a kézilabddzok az inditdst gyakoroljdk gy, hogy
a terem faldval pdrhuzamosan futva a falhoz dobott labddt elkapjdk. Az egyik jdté-
kos a faltél 3 méterre, folyamatosan 5 m/s sebességgel szalad. A teremhez képest
legaldbb mekkora sebesséqggel kell eldobnia a labddt ahhoz, hogy utdna épp az eldobds
magassagaban tudja majd elkapni? A labda ttkozését a fallal tekintsik tokéletesen
rugalmasnak.

(5 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves

I. megoldas. Jeloljitk az eldobott labda sebességének a falra meréleges kompo-
nensét vi-gyel, a fiiggdleges komponensét ve-vel, a jatékos sebességét pedig vsz-mal,
és legyen a jatékos és a fal tavolsdga d.

A labda ¢t = d/vy id6 alatt éri el a falat. A falnak pattané labda fiiggbleges
sebessége nulla kell legyen, ellenkez6 esetben a visszapattand labda nem érhetné
el a jatékost. Eszerint vy — gt = 0, vagyis vy = gt. Masrészt vs a jatékos futdsi
sebességével (5 m/s-mal) egyezik meg, ha nem {gy lenne, a jatékos nem kaphatnd
el a visszapattano labdat.

A labda sebességének nagysdga az eldobds pillanatdaban

a2
v=1/vi+vi+v]= t—Q—l—thQ—i—v%.

Mivel a szamtani és a mértani kozepekre vonatkozd egyenlotlenség szerint

1 [ d? d?
(o) o mm

az eldobott labda sebessége legalabb

Vmin = \/29d + v3 ~ 9,2 o
s

Barkdéczi Zsombor (Heves, Eotvos J. Kozépisk., 10. évf.)

II. megoldas. Ahhoz, hogy a jatékos elkapja a labdat, a labda sebességének
a jatékos mozgasi iranyaval parhuzamos komponense meg kell egyezzen a jatékos
vg = 5 m/s-0s sebességével.

A labda falra meréleges és fiiggdleges irdnyi mozgasabol adodé ered6 v sebes-
ségének nagysigat jeloljiik v-vel, a vizszintessel bezart szogét pedig a-val. Bontsuk
fel v-t egy vizszintes vy és egy fiiggbleges v, komponensre:

V1 = U COS Q, és vy = vsin .

A labda vizszintes (vy irdnyd) sebességkomponense a fallal vald iitkozéskor
ellentétes irdnyura fordul. A mozgds pélyagdrbéje (pontosabban: a palyagorbé-
nek a jatékos mozgasirdnyara meréleges vetiilete) egy ,félbehajtott parabola”, és
a mozgas ebben a sikban egy ferde hajitds. A vizszintes irdnyban megtett 1t

s=2-3m =06 m, és a ferde hajitas teljes ideje T = 2%, illetve a megtett 1t

201 Vs vZ2 - 2sinacosa v?sin 2«
s=wunT = = = .
g g g
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Ebbdl kifejezhets v értéke:

sg
sin 2a’

illetve az eldobott labdanak a teremhez viszonyitott teljes sebessége:

/ sg
_ 2 _ 2
Vlabda = 1/ v* + Yo = sin 2« + -

Ez a kifejezés akkor lesz minimélis, ha a gyokjel alatt a lehetd legkisebb szam
all. Mivel sg és vg rogzitett, vjapqa minimuma sin 2o maximumandl lesz, amikor
sin 2a = 1, vagyis a = 45°. A legkisebb eldobdsi sebesség nagysaga:

- m
vl(;gﬁ =4/2gs +v3 ~ 9,2 =

Janosik Mdté (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 11. évf.)

58 dolgozat érkezett. Helyes 40 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos
(1-3 pont) 13, hibas 2 dolgozat.

P. 5244. Egy bizonyos fajta elemi részecske szilard anyagban mozogva a meg-
tett ittal ardnyosan veszit az energidjdabol, és valahol megdll. A vg = 107 m/s kez-
ddsebesséqli részecskék egy ritkabb anyagba s1 = 3 cm, egy siribb anyagba pedig
so = 2 cm mélyen hatolnak be. Mekkora ut megtétele utdn dlinak meg az ugyan-
ekkora kezddsebesséqii részecskék, ha a siribb anyag d = 1,5 cm wvastag rétegén
athatolva a ritkdbb anyagba érnek?

(4 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

I. megoldds. A részecske akkor fog megallni, amikor a (mozgdsi) energidja
nullara csokken. Szamoljuk ki, hogy mekkora a részecske energidja akkor, amikor
a stiribb anyagbdl atlép a ritkabb anyagba. Mivel az energiavesztés aranyos a meg-
tett uttal, a kezdetben Ej energiaval rendelkez6 részecskére a kovetkezd ardnypar
irhaté fel:

Ey o Eyesatett

2cm 1,5cm’

. 3
vagylis Elestett = EEO-

Eszerint a részecske zlLEO energiaval érkezik a ritkdbb anyagba.

Ha a ritkdbb anyagban az %EO energiaju részecske x Ut megtétele utan all
meg, akkor ez az ardnypar érvényes:

1
Ey 1Eo0 3
== azaz T = - cm.
3 cm x 4

Tehat a részecskék Osszesen 1,5 cm + x = 2,25 cm 4t megtétele utan dllnak
meg.

Mihalik Bdalint (Kecskeméti Banyai Jilia Gimn., 11. évf.)
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I1. megoldés. Az Ey = %mv% kezdeti energiaju részecske energidja s hosszi-
sagi ut megtétele utan
E = EO —As
értékre csokken, ahol A a szilard anyagra jellemzé allandé. Amikor a részecskék
megéllnak, a (mozgdsi) energidjuk nullara csokken. Ha a kétféle kozegben ez s; és
s Ut megtétele utdn kovetkezik be, akkor

0= E() — A181, illetve 0= Eo - AQSQ,

tehat az anyagokra jellemz6 allandok:

2 2
mu , mu

A =—2 és Ay = —2,
281 282

A feladatban szerepld mozgds két részre bonthatd. A 2-es jelii (slirtibb) anyag
d vastag rétegen athaladva a részecske energidja F; értékre csokken:

Ey = Ey — Agd,

majd az 1-es jell (ritkdbb) anyagban még x hosszisigi utat fut be:
0=F; — Ajx.

A fenti egyenletekbél kovetkezik, hogy

OZEO —Azd—All’,

tehat
mv%d mvg mvgd
x_Eo—Azd_EO* 259 _ 2 2sy 17£
B Ay B mvgd B mv%d - So ’
251 251
A teljes megtett 1t
d 3,0-1,5
d—l—x:d—&—sl—l: 1,54+3,0- —~—"—] cm = 2,25 cm.
S92 2,0

Megjegyzés. A részecske kezdsebessége lényegesen kisebb, mint a vdkuumbeli fény-

sebesség (annak minddssze % része), ezért jogosan hasznaltuk a mozgési energia nemre-
lativisztikus képletét.

Molndr Barnabds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

77 dolgozat érkezett. Helyes 62 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos
(1-2 pont) 7, hibds 1, nem versenyszer( 2 dolgozat.
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P. 5247. Egy téglatest alaku akvdrium két

szemkozti oldaldn eqy-eqy kor alaku nyilds van, d
melyeket vékony, kis nyildsszogti gombsiivegek
fednek (lasd az dbrat). A gombsiivegek kozds o
optikai tengelye vizszintes. A befelé domborulo oy [ dy
gombsiiveg gorbiileti sugara r, a kifelé dombo-

ruldé 2r. A gombsiivegek teteje alacsonyabban

van, mint az akvdriumban lévd, n = 4/3-o0s to-

résmutatoju viz felszine.

a) Mekkora d tdvolsdgra van egymdstdl az akvdrium gombsiivegeket tartalmazd
két oldala, ha az egyik gombsiivegre vizszintesen érkezd, pdrhuzamos fénysugarak
a mdsik gombsiivegen dt vizszintesen, parhuzamosan hagyjdik el az akvdriumot?

b) Mekkora a két gombsiiveg da, illetve dy dtmérdjének ardnya, ha az akvdrium-
ba bdrmelyik gombsiivegen dt belépd, vizszintes fénynyaldb teljes egészében a mdsik
gombsiivegen lép ki?

¢) Az optikai tengelyen, az akvdrium kizepén van egy piciny halacska. Hol
lathatd ez az eqyik, illetve a masik oldali gombsiivegen dat nézve?

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

Megoldas. Az R = 2r gorbiileti sugaru gombsiivegre érkez6 parhuzamos fény-
sugarak a hatarfeliileten megtorve az F pontban (a toréfeliilet jobb oldali f6-
kuszpontjiaban) taldlkoznanak, ha mindvégig a vizben haladndnak (1. dbra). Ezek
a fénysugarak az r gorbiileti sugard gémbsiivegen megtorve ismét parhuzamos-
sd valnak, tehat a befelé domborulé feliilet jobb oldali fokuszpontja ugyancsak

az F' pont.
d
d2 \ }z{i‘i‘}j}::—::;h.F, )
. e 7
fo
1. dbra

Ha sikeriil meghataroznunk az f1 és fo fokusztdvolsagokat, ezek segitségével
mar megkaphatjuk az akvarium szélességét és a gombsiivegek atmérdjének aranyat:

d= fa— f1, illetve @—é

dy  fi
Tekintsiik azt a fénysugarat, amelyik az optikai tengelyt6l kicsiny h tavolség-

ban haladva eléri a kifelé domborulé gombsiiveget, azon megtorve, majd az n to-
résmutatdju vizben haladva fo tdvolsdgban érné el az optikai tengelyt (2. dbra).
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Q
2
|

2r
f2

2. dbra

A kicsiny beesési szogre igaz, hogy

— =tga~rsina = q,
2r

a torési szogre pedig a torési torvény alapjan:

sin o

~

B sinf =

30

Fenndll tovabba, hogy a 2. dbran lathaté ~ szogre

h .
% =tgy =7, valamint a=L0+r.
2

A fenti egyenletekbél kovetkezik, hogy

h h h n n
fe vy a—f an-—1 (] "

Ezek utdn hatdrozzuk meg a viz fel6l az r sugartu (befelé domborodd) gomb-
siiveghez érkezd fénysugarakat (3. dbra). Ezek a sugarak az F' pont felé tartanak,
de a fénytorés utan parhuzamosan haladnak tovabb.

ro_
o

3. abra

A fénytorés torvénye szerint (kis szogek esetén)

b~ sin 8 = nsina ~ na, azaz 5= na,
valamint
h 1 h 1
F=tgrmy=B-a=8(1-—)~>(1--).
f1 n r n
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Innen leolvashatjuk, hogy

n
r=4r.

fi=——
a) A fenti részeredményeket kihaszndlva kapjuk, hogy az akvérium szélessége:
d = f2 — f1 = 4T.
b) Az 1. 4brardl leolvashatd, hogy a keresett ardny:
by
di  fi
¢) Az akvérium kozepénél elhelyezkedd piciny halacska mindkét gorbiilt felii-
lettol 2r tavol van. A halacskabdl a bal oldali gombsiiveg felé kiindulé fénysugarak
(mivel a halacska a kozéppontjdban helyezkedik el) torésmentesen haladnak to-
vébb, tehdt a hal (virtudlis) képe ugyanott keletkezik, ahol a halacska ténylegesen
megtaldlhato.

Ha a jobb oldali gombsiivegen keresz-
tiil nézziik a halat, a 4. dbra jeloléseivel
a kovetkezé osszefiiggéseket irhatjuk fel:

B = na,

B=0+7, a=c+.

Miésrészt igaz, hogy

j— h J—

27”“7

Ezekbdl kifejezhetjiik a halacska (virtudlis
vegtol mért tavolsagat:

h
) V=
r

L om>

képének a befelé domborodé gémbsii-

2r
k = =
3n —2 "
Somldn Gellért (Pécsi LeSwey Klara Gimn., 11. évf.)

11 dolgozat érkezett. Helyes Téth Abel, Kertész Baldzs, Fekete Andras Albert és
Somldn Gellért megoldédsa. Kicsit hidnyos (1-3 pont) 7 dolgozat.

P. 5248. Egy 4¢ hosszusdgu ellendlldshuzalt a két

negyedelépontjaban derékszdgben meghajlitottunk. Hol 2t

kell ehhez hozzdkdtni a 20 hosszusdgu, ugyanebbdl a hu- ) 20 L—x
zalbol levagott vezetdt, ha azt akarjuk, hogy a huzalvé- z="7
gek kozott kialakulo eredd ellendllds megegyezzen egyetlen ° °

20 hosszusagu vezetd ellendlldsdval?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

Megoldéas. A huzal egyes darabjainak ellenédlldsa ardanyos a hosszisdgukkal:
R; = k- L, ahol Ry, az L hosszisigi huzal ellendlldsa. (A k ardnyossdgi tényezd
mindegyik huzaldarabra ugyanakkora.).
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Soros és parhuzamos kapcsoldsokra vonatkozd képletek szerint az eredd ellen-
allés:

1 1 ! 2 —
Reveas = ke +  —— ko = 2k (40 .
d $+<2k€+k(€—z)+2ké+k(€—x)) e (“ 35—x)

A feladat szovege szerint Rereqs = Roe = 2k, vagyis

2% <x+€%x> — 2k,

30—z
20 — x
Zgg_x—ﬁ—x,

ahonnan az
22— 3l + 02 =0

maésodfoku egyenletet kapjuk. Ennek egyik gydke nagyobb mint £, ez nem megoldas;
a masik gyok:
3-Vh

= =~ /.
T 5 0,38

Kozardczy Csaba (Miskolci Herman O. Gimn., 12. évf.)

72 dolgozat érkezett. Helyes 42 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 17, hidnyos
(1-2 pont) 11, hibds 2 dolgozat.

P. 5257. Eotvos Lorand a sajdt konigsbergi tandrdrol — Franz Ernst Neumann
(1798-1895) — elnevezett fizikai torvényt az aldbbi mddon mutatta be. Két hosszi,
egymdssal pdrhuzamosan és vizszintesen, a teremben magasan kifeszitett fémhuzal
végeit az eqyik oldalon érzékeny galvanométerrel kototte dssze, a mdasik végiikre egy,
a huzalokra merdleges, mozgathato fémrudat helyezett. Ezutan a huzalokon mint
sineken végigcsusztatta a rdjuk helyezett, vizszintes fémrudat. A huzalok tavolsd-
ga 2 m volt, a rid végig a huzalokra merdleges maradt. Az akkori mérések szerint
a foldi mdgneses térerdsség irdnya 62°-os szdget zdrt be a vizszintessel, a mdg-
neses térerdsséq vizszintes komponensének nagysagdt pedig 0,2 oerstednek mérték
az akkoriban haszndlatos CGS rendszerben.

Mekkora sebességgel hiuzhatta Edtvos Lorand a fémrudat akkor, amikor megdl-
lapithato volt, hogy 80 puV fesziltség jutott a galvanométerre?

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

Megoldas. A Neumann-torvény szerint az ¢ hosszusdgu, hosszirdanyra meréle-
gesen v sebességgel mozgd fémrud végei kozott U = Blv nagysagu fesziiltség indu-
kalodik, ahol B a kiils6 magneses indukcidénak a fémrudra és a sebességre meréleges
(esetiinkben a fiiggéleges) komponense.

Az oersted a magneses térerésség régen hasznilt egysége, Sl-egységrendszerben

3
1 0e H = % A/m mégneses térerdsségnek felel meg (lasd pl. a Négyjegy fiige-
vénytablazatokban az SI-mértékegységrendszeren kivili mértékegységek téblaza-
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tat). Vakuumban (mégneses szempontbdl a levegt is vdkuumnak tekinthetd) 1 oers-
tednek megfelel6 magneses indukcidvektor nagysaga
Vs 102 A \Y
woH =4r-1077 22 . 220 2 g 1071 L2 — gt T,
Am 47 m m?
Ha a foldi magneses térerdsség vizszintes komponense 0,2 Oe, akkor a magneses
indukciévektor vizszintes sszetevéje By = 2-107° T, tehat a fiiggéleges kompo-

nense
B =B, -tg62°=3,76-10"° T.
A bemutatott kisérletben £ =2 m és U =80 1075 V értékek szerepeltek, a

Neumann-térvény szerint tehat

U m
= — =1,06 —
v BY S

sebességgel mozgathatta Ectvos Lorand a fémrudat.
Tobb dolgozat alapjan

20 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 11, hidnyos (2 pont)
1 dolgozat.

Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 401. Készitsiink egy m tomegi, ¢ hosszisagi, homogén tomegeloszlasu,
az egyik végén tengelyezett, vékony lécbél fizikai ingat. (m és ¢ szabadon vélaszt-
haté értékek, amelyeket a mérés soran nem valtoztatunk.)

a) Mérjiik meg a kissé kitéritett inga a) —=pr b [l
Ty lengésidejét! d
Ezutan helyezziik at a forgastengelyt
a léc egyik végétol d tavolsagra, és rogzit-
slink a 1éc mésik végére egy pontszeriinek
tekinthetd, M tomegli testet (példaul egy ¢
darab gyurmdt). Ha megfelelden vélasztjuk
meg M nagysagat, akkor az igy kapott fizi-
kai inga lengésideje az eredeti Tp-lal egyezik
meg.

b) Mérjiik meg, hogyan fiigg a M /m to- ‘ M
megarany a d/{¢ tavolsdgardanytdl!

(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vicduka To To
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G. 729. Ha az olvasztott zsirt egy edényben kihiilni hagyjuk, j6l megfigyelhetd,
hogy a megfagyott zsir feliilete kraterszerii lesz, a perem mentén szabélyos karima
képzddik. Miért?

(3 pont)

G. 730. Egy kerékparos versenyen az elso és a méasodik helyen allok allandé
vo = 50 km/h nagysdgi sebességgel haladnak. Az elsének d = 100 m elénye van.
Egy adott pillanatban — mar a cél kozelében — a harmadik helyen all6 rakapcsol,
v = 55 km/h nagysdgi sebességgel megelézi a mdsodikat, és ezt a sebességet
tartani is tudja. Az el6zés helyét6él milyen messze lehet a cél, ha az els6 helyen
allé versenyz6 megnyeri a versenyt?

(4 pont)

G. 731. Egy kertvdrosi 6vezetben, ahol 30 km/h a megengedett legnagyobb
sebesség, egy autd — kicsit szabalytalanul — 36 km /h sebességgel halad. Megel6zi 6t
egy masik, ugyanolyan aut6 54 km/h sebességgel. Eppen egymas mellett haladnak,
amikor 20 méternyire el6ttitk egy gyerek kiszalad az uttestre. A két autd soférje
egyszerre kezd el ugyanolyan erdsen fékezni.

a) Mekkora ,megmaradd” sebességgel halad el a gyerek mellett a gyorsabb
autd, ha a lassabb auté éppen megall a gyerek el6tt?

b) Hogyan valtozik az eredmény, ha figyelembe vessziik azt is, hogy mindkét
sofor reakcidideje kb. 1 masodperc?

(4 pont) Kozli: Csapodi Csaba, Budapest

G. 732. Ujsaghir (2020. november 17.): ,Megérkezett a Nemzetkozi Urdllo-
mésra (ISS) a Crew Dragon tirhajé! 27 drés, teljesen automatizélt repiilést kovets-
en dokkolt a Fold felett koriilbeliil 400 kilométerrel lebegd tirallomason.” Adjunk
becslést a kovetkezdkre:

a) Hényszor keriilte meg ez az {irhajé a Foldet az elinduldstdl a dokkoldsig?

b) Mekkora volt a ,lebegd” {irdllomds keringési sebessége dokkoldskor?
(4 pont)

P. 5283. A ,Kihivas Napjan” rendezett iskolai futéversenyre harom bardt,
Sebi, Téni és Zoli is benevezett. A 2,4 km-es tavot mindharman egyenletesen
futottdk végig. Amikor Téni épp a tdv 68%-dndl jart, akkor Sebire még 3 percnyi
futds vart. Zoli futasa sordn Sebinél 20 cm-rel tobb, Ténindl viszont 1 dm-rel
kevesebb utat tett meg masodpercenként.

a) Mennyi id§ telt el Zoli és Téni célba érkezése kozott?

b) Hany méterre volt Sebi a célt6l, amikor Téni beért?

(4 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves
P. 5284. Egy alkoholos fert6tlenito oldat flakonjan ezt olvassuk: ,,Hatéanyag:

etil-alkohol (70 V/V%)”. Egy mésik hatéanyaga 67,9 m/m%-os etanol (etil-alkohol)
oldat. Feltételezve, hogy az egyéb adalékanyagok mennyisége elhanyagolhatd, me-
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lyik készitményben nagyobb az alkohol koncentréicidja? (Az etanol-viz elegy sii-
rlisége a koncentracié fiiggvényében megtalalhaté a Négyjegyt fliggvénytablazat
kémia részében.) Adjunk dltaldnosan alkalmazhaté osszefiiggést az oldat térfogat-
és tomegszazalékban kifejezett toménysége és a stirlisége kozott!

(4 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc, Budapest

P. 5285. Lapos, korong alaki, m tomegi test vizszintes, érdes feliileten nyug-
szik. Egy D direkcids erejii rugd egyik végét a korong kozepéhez erdsitjiik, majd
a masik végét vizszintes iranyban lassan huzni kezdjiik. Kezdetben a rugé feszi-
tetlen. A test egy ideig mozdulatlan, majd megindul, és egyenes vonalban mozog.
A korong megindulasdnak pillanatdban a rugd masik végét rogzitjiik.

a) Mekkora lesz a test maximalis sebessége?

b) Mennyi id6 alatt éri el a maximélis sebességet?

¢) Mekkora tévolsdgot tesz meg a korong a maximélis sebesség eléréséig?

d) Hogyan mozog a korong a tovdbbiakban, feltételezve, hogy a rugé mindig
egyenes marad?

A korong és az érdes feliilet k6z6tt a csiszési surlodasi egytitthatd u, a tapadasi
surlédés egyiitthatéja pedig po (o > ).

(5 pont) Kozli: Wiedemann Ldszlo, Budapest

P. 5286. Egy R sugari, homogén témegeloszlas,
 szoggel , hidnyos” vékony hengerpalastot vizszintes
asztalra fektetiink az dbrdn lathaté médon. A hen-
gerpalastot kissé kimozditjuk egyenstlyi helyzetébél, v
majd elengedjiik. Hatarozzuk meg a hengerpalast rez-
gémozgasanak periédusidejét! Feltételezhetjiik, hogy
surlédas elegendGen nagy, igy a hengerpalast a rezgé-
mozgés kdzben nem csiszik meg.

Adatok: R =0,2m; o = 7/3.

(5 pont) Kozli: Takdcs Arpdd, Budapesti Berzsenyi D. Gimn.

P. 5287. Van hdrom ellenalldsunk, rendre 1 ohm, 2 ohm, 3 ohm értékiiek.
Mindegyiken a megengedett legnagyobb teljesitmény 1 watt lehet. A hérom el-
lenallast minden lehetséges médon Osszekapcsoljuk tgy, hogy mindig mindegyiken
folyhasson aram.

a) Milyen hatdrok kozott valtozhat a legnagyobb megengedett Osszteljesit-

mény?

b) Melyik kapcsolds esetén lehet a legnagyobb &sszteljesitmény pontosan
2 watt?
(4 pont) Kozli: Varga Zsuzsa, Szeged

P. 5288. Egy akvdrium fala d = 12 mm vastagsdgd, ny = 3/2 torésmutatdji
iivegbdl késziilt. Az akvdriumban n, = 4/3 térésmutatéju vizben dszkdl egy ha-
lacska. Kiviilrél, az akvarium falara meréleges iranybdl nézve a fal kiilso feliiletétol
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mekkora tavolsagra 1évonek tinik a halacskanak az a pontja, amely valgjaban pon-
tosan t = 20 cm tavolsagra van a fal kiilso feliiletétdl?

(4 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

P. 5289. Egy transzmisszids, nagy felbontast optikai racsra, melynek rései
fliggblegesen édllnak, parhuzamos, monokromatikus fénynyalabot bocsatunk. Kisér-
letiinkben a fénynyaldb meroleges az optikai racsra, és a racson valé athaladas utan
els6 rendben 30°-kal tériil el jobbra is és balra is. Ezutdn a racsot a kozépso rés
mint tengely koriil 30°-kal elforgatjuk. Milyen irdnyokban 1ép ki most fénynyalab
a racsbol?

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5290. Homogén elektromos mezé
P pontjabdl egy pontszerii, negativ tolté-
sti részecskét 16viink ki az elektromos térre
meroleges vy kezdOsebességgel. Az E elekt-
romos térerdsségre és a v sebességvektor-
ra meroleges, homogén mégneses mezd is je-
len van. A kétféle mez6t egy, az elektromos
térerosségre merdleges sik valasztja el egy-
mastél az dbra szerint. Mekkora a magne-
ses indukciévektor nagysdga, ha a részecske
visszatér a P pontba?

(Az egész elrendezés vakuumban van, és a nehézségi erd hatdsa a részecskére
elhanyagolhatd.)

(5 pont) Kozli: Németh Laszlé, Fony6d

P. 5291. Egy szénmonoxid-érzékelé berendezés akkor ad riaszté jelzést, ha
a CO-géaz stirtisége a levegdben eléri a 4 - 1076 kg/m3 értéket.

a) Hény CO-molekuldt 1élegzik be ilyenkor az ember egyetlen 500 cm®-es
lélegzetvétellel?

b) Mekkora egy CO-molekula dtlagos energidja a tiidében 37 °C-on?
¢) Mekkora a sebessége egy dtlagos energidval rendelkez6 CO-molekuldnak?

(4 pont) Egyetemi felvételi feladat nyomdn

P. 5292. A B~ -bomlé C felezési ideje 5568 év. Egy bizonyos mennyiségii
szénben a 14-es izotop kezdeti aktivitdsa 12 MBq volt.

a) Hény atommag bomlott el az elsé percben?
b)
)

d) A kezdethez képest mennyi id§ milva lesz a szénben a 14-es izotép tomege

Hany mag bomlott el az els6 10 ezer évben?

Mekkora volt a kezdeti szén 14-es izotop Ossztomege?

1 pg?
(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
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P. 5293. Egy feketedoboz tetején sok kivezetés van. Tudjuk, hogy beliil min-
den kivezetéspar kozé egy-egy ismeretlen ellendllast forrasztottak. Hogyan mérhet-
jiik meg két tetszéleges pont kozé kotott ellendllas értékét, ha csupan ellenallasmé-
rénk és tetszoleges szamu ropzsinérunk van?

(6 pont) Kozli: Viaddr Kdroly, Kiskunhalas

L1

Bekiildési hatarids: 2021. februar 15.
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MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 71. No. 1. January 2021)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 31): K. 679. Pete was
three years old when he got a set of six rectangular building blocks. The dimensions of the
blocks are 1 dm x 1 dm X 2 dm. The dimensions of the interior of the box for storing the
blocks are 3 dm X 2 dm x 2 dm and each face is different in colour. In how many different
arrangements may Pete place the blocks in the box if the blocks are identical in colour and
cannot be distinguished? (It is not allowed for any block to stick out of the box). K. 680.
Four faces of a cube are coloured red, and then the cube is cut into 125 identical small
cubes. What may be the number of small cubes with no red face? K. 681. How many
triangles are there in which the sides have integer lengths in centimetres, and the longest
side is 2021 cm long? (There may be more than one side of this length.) K. 682. There is
a sufficient number of copies of three different cards, with one digit on each. All possible
four-digit positive numbers are formed out of the cards. The sum of these numbers is
689931. What are the three digits on the cards? K. 683. A heptagon ABCDEFG is
inscribed in a circle. The sum of angles ZABC, /CDE and /EFG is greatrer than 450°.
Show that the centre of the circumscribed circle cannot lie either inside the heptagon or
on its boundary. (The University of Stirling, school mathematics competition, 1983)

New exercises for practice — competition C (see page 32): Exercises up to
grade 10: C. 1644. We have made a 10 cm x 30 cm rectangular tin of shortbread. It
has a delicious crispy edge. We want to divide the bread into pieces by using cuts running
all the way parallel to the edges of the tin. How many pieces may we obtain if we would
like each piece to have the same length of crispy edge? C. 1645. In an acute-angled
triangle, the sides are a, b, ¢, and my is the height drawn to side b. The lengths of my,
a, b, ¢, in this order, are consecutive positive integers. What is the area of the triangle?
(Proposed by Zs. M. Tatdr, Esztergom) Exercises for everyone: C. 1646. Find the
integer solutions of the equation (zy — 1)> = (x + 1)*> + (y + 1)*. (Proposed by M. Szalai,
Szeged) C. 1647. The medians drawn to the legs of an isosceles triangle are perpendicular
to each other. Let » and R denote the inradius and circumradius, respectively. Find the
exact value of the ratio % C. 1648. King Arthur and Sir Lancelot are running a horse

race. Sir Lancelot says, “Since Your Majesty’s speed is only 2 of mine, I will give Your
Majesty a handicap of 100 metres, and then I would catch up within the length of the
race track. Alternatively, if Your Majesty reduced speed by 2 ? and I reduced mine by
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5 %, but I gave Your Majesty a 50 metre handicap only, I would also be able to catch
up within the length of the track. The sum of the two time intervals required to catch
up is exactly 75 seconds.” Determine the speeds of King Arthur and of Sir Lancelot.
Exercises upwards of grade 11: C. 1649. The diagonals of a cyclic quadrilateral
intersect each other at right angles at point M. The diagonals divide the quadrilateral
into triangles. Prove that the altitude of any triangle drawn from point M is collinear with

the median drawn from point M in the opposite triangle. C. 1650. Prove the inequality

log, c+log, c
4

log,,;, ¢ < for a,b,c > 1.

New exercises — competition B (see page 33): B. 5142. In a football champi-
onship, there are four teams in a group. Within the group, each team plays every other
team once. The teams receive 3 points for winning, 1 point for a draw and 0 points for
losing a game. The two teams scoring the highest qualify for the semi-finals, and the
other two teams are eliminated. In the case of equal scores, the qualification is decided
by chance. Determine those values of the number p for which it may happen that a qual-
ifying team and an eliminated team both have p points. (3 points) B. 5143. Find the
real solutions of the equation 162% + 9z + 117 = 24a/z + 13. (4 points) (Proposed by
S. Réka, Nyiregyhéza) B. 5144. The area of a convex quadrilateral ABCD is ¢, and an
interior point is O. Show that 2t < OA? + OB? + OC? + OD?. When will equality occur?
(3 points) B. 5145. Show that there are (;:’_11) different strings of zeros and ones of
length 7 in which it occurs exactly k times that a 0 is followed by a 1. (4 points) (Problem
from a qualifying competition in England for the Olympiad) B. 5146. T is a cuboid of
unit volume, and M is a point in its interior. Point M is reflected in the planes of the
faces. Let D be the convex hull of the 6 images obtained. Determine the volume of the
solid TN D. (5 points) B. 5147. Let k > 1 be a positive integer. Is there a) a finite subset
(of any size) b) an infinite subset of the set of positive integers in which the greatest com-
mon divisor of any k elements is greater than 1 but the greatest common divisor of any
k + 1 elements is equal to 17 (5 points) (Proposed by G. Mészdros, Budapest) B. 5148.
A triangle ABC is right angled at C. The inscribed circle touches the leg BC' at point D,
and the leg AC' at point E. The escribed circle of side BC' touches line segment BC' at
point G; and the escribed circle of side AC touches line segment AC' at point H. The
intersection of line segments DH and EG is M. Show that the other intersection of the
circumscribed circles of triangles DGM and EH M lies on the inscribed circle. (6 points)
B. 5149. In how many different ways is it possible to fill in a 6 x 6 table with the numbers
1,2,...,36 so that however 6 fields are selected, all lying in different rows and in different
columns, the sum of the numbers in 6 such fields should always be the same? (6 points)

New problems — competition A (see page 34): A. 791. A lightbulb is given that
emits red, green or blue light and an infinite set S of switches, each with three positions
labeled red, green and blue. We know the following: ¢) For every combination of the
switches the lighbulb emits a given color. i7) If all switches are in a position with a given
color, the lightbulb emits the same color. ii¢) If there are two combinations of the switches
where each switch is in a different position, the lightbulb emits a different color for the
two combinations. We create the following set U containing some of the subsets of S: for
each combination of the switches let us observe the color of the lightbulb, and put the
set of those switches in U which are in the same position as the color of the lightbulb.
Prove that U is an ultrafilter on S. (U is an ultrafilter on S if it satisfies the following:
a) The empty set is not in U. b) If two sets are in U, their intersection is also in U. ¢) If
a set is in U, every subset of S containing it are also in U. d) Considering a set and its
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complement in S, exactly one of these sets is contained in U.) See also problem N. 35.*
from the May issue of 1994 (in Hungarian). A. 792. Let p > 3 be a prime number and

0<r<p—3. Letxi,x2,...,Tp—1+, be integer numbers satisfying Z;’;HT :tc;g = r (mod p)
for all 1 <k < p—2. What are the possible remainders of numbers z1,x2,...,ZTp—14r

modulo p? (Submitted by Ddvid Matolcsi, Budapest)

Problems in Physics
(see page 57)

M. 401. Make a physical pendulum of mass m and of length ¢, from a uniform-
density thin wooden slat which is pivoted at one of the ends. (The values of m and ¢ can
be chosen arbitrary, but should be kept constant during the measurement.) a) Measure
the period of the pendulum T}, after it is displaced a bit. Then change the position of
the pivot by positioning it at a distance of d from one of the ends of the rod, and attach
a point-like object of mass M, for example a small piece of plasticine, to the other end.
If the mass of the plasticine is chosen carefully, then the period of this pendulum is the
same as the original period Ty. b) Measure how the ratio of the masses M/m depends on
the ratio of the distances d//.

G. 729. When melted lard is left to cool down in a pot, it can be observed clearly
that the surface of the lard is similar to a crater, along the rim a regular flange is formed.
Why? G. 730. In a bicycle race the first and the second riders are cycling at a constant
speed of vg = 50 km/h. The first rider is 100 m ahead of the second. At a certain moment
—<close to the finish— the third cyclist begins to speed up and overtakes the second rider
at a speed of v1 = 55 km/h, and he is able to maintain this speed. How far is the finish
from the point where the overtaking occurred if the first cyclist wins the race? G. 731.
In a suburban area, where the the speed limit is 30 km/h, a car —a bit illegally— travels
at a speed of 36 km/h. Another similar car overtakes it at a speed of 54 km/h. They are
just next to each other when a child, who is 20 m ahead, runs to the road. Both drivers
start to brake at the same moment, pushing the brakes at the same force. a) At what
“remaining” speed does the faster car pass the child, if the other car just stops in front
of the child? b) How does the result change if we consider that both drivers’ reaction
time is approximately 1 second? G. 732. News report (November 17, 2020): “The Crew
Dragon spacecraft has arrived at the International Space Station (ISS). After a 27-hour
totally autonomous flight it docked with the station, which was floating at a height of
approximately 400 kilometres above the surface of the Earth.” Estimate the following.
a) How many times did the spaceship go around the Earth from its launch until it docked?
b) What was the speed of the “floating” space station when the spaceship docked with it?

P. 5283. Three friends Sebi, Téni and Zoli entered for the school’s running competi-
tion held on Challenge Day. All of them covered the 2.4 km distance at a constant speed.
When Téni just covered 68% of the distance, Sebi had another three minutes to run. Zoli
covered 20 cm more in each second than Sebi did, while he covered 10 cm less in each sec-
ond than Téni did. a) How much time elapsed between the moments when Zoli and Téni
reached the finish line? b) How far was Sebi from the finish line when Téni reached it?
P. 5284. The following can be read on the bottle of an alcoholic disinfectant solution:
“Active ingredients: ethyl alcohol (70 V/V%)”. The active ingredient contained by another
type of solution is 67.9 m/m% ethanol (ethyl alcohol). Assuming that the amount of other
additives is negligible, which solution has greater alcohol concentration? (The density of
the ethanol-water mixture as a function of concentration can be found in tables.) Give
a generally applicable relationship between the concentration of the solution, expressed

*http://db.komal.hu/KomalHU/showpdf .phtml?tabla=FelHivatkoz&id=41643
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both in volume percent and in mass fraction, and density of the solution. P. 5285. A flat,
disc-shaped object of mass m is lying at rest on a rough horizontal surface. One end of
a spring of force constant k is attached to the centre of the disc, and then the other end is
slowly pulled horizontally. Initially the spring is unstretched. The object stays at rest for
a while and then it starts to move along a straight line. At the moment when the object
starts to move the other end of the spring is fixed. a) What is the greatest speed of the
object? b) How long does it take for the object to reach the maximum speed? ¢) How
much distance does the object cover until it reaches its greatest speed? d) How will the
object move afterwards, assuming that the spring remains straight? The coefficient of ki-
netic friction between the disc and the surface is g and the coefficient of static friction
is po (o > p). P. 5286. A uniform-density, thin, incomplete cylindrical shell of radius R
is placed onto a horizontal tabletop as shown in the figure. The angle at the “missing
part” of the cylinder is ¢. The cylindrical shell is displaced from its equilibrium position
a bit and then released. Determine the period of the oscillation of the shell. Assume that
friction is big enough and the shell does not slide during its oscillatory motion. Data:
R =0.2m; ¢ =7/3. P. 5287. We have three resistors of resistance values 1 ohm, 2 ohms
and 3 ohms, each rated at 1 watt. The three resistors are connected in all possible ways,
such that some current flows through all of them in each connection. a) Between what
values does the maximum allowed total power of the circuits vary? b) In which connec-
tion will the maximum allowed total dissipated power be exactly 2 watts? P. 5288. The
walls of an aquarium are made of d =12 mm thick glass of refractive index ngy = 3/2.
There is a fish swimming in the water. The refractive index of water is nw = 4/3. When
the fish is observed from outside in the direction which is perpendicular to the wall of
the aquarium, at what distance does that point of the fish seem to be which in reality
is at a distance of exactly 20 cm from the external surface of the wall? P. 5289. A par-
allel monochromatic beam of light is incident on a high-resolution transmission grating
which has vertical slits. In our experiment the light beam is perpendicular to the diffrac-
tion grating and the first-order images both towards the right and the left are diffracted
by an angle of 30°. Then the diffraction grating is rotated by an angle of 30° about the
line which coincides with the slit at the middle of the grating. At what directions will
the diffracted beam exit the grating? P. 5290. A point-like negatively charged particle is
projected from a point P of a uniform electric field perpendicularly to the electric field
at a velocity of vg. Uniform magnetic field is also present, which is perpendicular to both
the electric field vector E and to the velocity vo. The two types of fields are separated by
a plane, which is perpendicular to the electric field vector, as shown in the figure. What
is the magnitude of the magnetic induction, if the particle returns back to point P? (The
whole arrangement is in vacuum, and the effect of the gravitational force on the particle is
negligible.) P. 5291. A carbon monoxide detector gives an alarm signal when the density
of CO in the air reaches the value of 4-107° kg/m®. a) How many CO molecules does
a person inhale in a single 500 cm® breath? b) What is the average energy of a single CO
molecule in the lung at a temperature of 37 °C? ¢) What is the speed of an average-energy
CO molecule? P. 5292. *C isotope undergoes = decay and its half life is 5568 years.
In a certain amount of carbon, the initial activity of the isotope carbon-14 was 12 MBq.
a) How many nuclides decayed in the first minute? b) How many nuclides decayed in the
first ten thousand years? ¢) What was the initial mass of the carbon-14 isotope in the
sample? d) How much time elapses until the mass of the carbon-14 isotope in the sample
decreases to 1 pg? P. 5293. There are a lot of terminals at the top of a black box. It
is known that inside the box, between any two pairs of terminals a resistor of unknown
resistance is soldered. How can we measure the resistance of the resistor between two
arbitrary chosen terminals if we have an ohm-meter and a large number of wires?
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