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Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(789-790.)

A. 789. Legyen p(x) = ag1 2% + a0’ + ...+ ayx + 1 egész egyiitthatés poli-
nom, melynek minden gyske valds és 1/3-nél kisebb abszoltt értékii. A p(z) polinom
minden egyiitthatéja a [—2019a,2019a] intervallumba esik egy rogzitett a pozitiv
egész szamra. Bizonyitsuk be, hogy ha p(z) felbonthaté két alacsonyabb fokid egész
egylitthatds polinom szorzatara, akkor legalabb az egyik szorzétényezében mind-
egyik egyiitthato kisebb, mint a.

Javasolta: Navid Safaei (Teherdn, Irdn)

A. 790. Andrés és Berta a kovetkez6 jatékot jatssza: adott két kupac, az egyik-
ben a, a méasikban b darab kavics taldlhato. Az elsé korben Bea valaszt egy k pozitiv
egész szdmot, Andrds pedig az egyik kupacbdl elvesz k darab kavicsot (ha k na-
gyobb a kupacban 1év4 kavicsok szdmdandl, az egész kupacot elveszi). A mésodik
korben forditott a szereposztds: Andras mond egy pozitiv egész szamot, és Berta
veszi el a kavicsokat valamelyik kupacbdl; és igy tovabb, felvaltva. A jatékot az
veszti el, aki elveszi az utolsd kavicsot.

Melyik jatékosnak van nyerd stratégidja?

Javasolta: Imolay Andrds (Budapest)

L1

Bekiildési hataridé: 2021. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

Kacifantos kerités — II. rész

Az elsé részben az idei Kozép-Eurdépai Informatikai Didkolimpia (CEOI)
Kacifantos kerités cimi feladatat oldottuk meg egy egyszerii, de nem elég hatékony
algoritmussal. A megoldas a keritésen keresett téglalapokat gy, hogy végighaladt
a keritéselemeken és minden lehetséges bal felsd csiics magassdgahoz megkereste
a legtavolabbi jobb alsé csticsot, majd egy kombinatorikai képlettel megadta az eb-
ben a részben 1évo téglalapokat.
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A megoldés hatékonysagdanak novelése érdekében a kerités egy més felosztdsat
kellett taldlnunk, ahol nincs sziikség keresésre. Ez a felosztas a kerités alakjabol ko-
vetkezik: azok a csticsok egy keritéselemen, amelyek y koordinatdja nagyobb mind-
két szomszédos keritéselem magassaganal csak olyan téglalapok cstcsai lehetnek,
amelyek abban a keritéselemben vannak. Az ezekbdl véalasztott bal felsé csicsok
jobb alsé péarja a keritéselem jobb alsd cstcsa, tehat azonnal adodik, keresésre
nincs sziikség.

Nézziik példaul a hatsé belsd boritén megtaldlhaté 1. dbrdan a (6,4), L, K, J
négyszoget. A rajta taldlhaté téglalapok y > 4 koordindtaju bal fels§ csicsaihoz
csak olyan jobb alsé csuicsok tartozhatnak, amelyek csak ezen a keritéselemen lehet-
nek, a legtavolabbi jobb alsé csics a (8,0). Ugyanakkor az is ldtszik, hogy az y > 4
koordinataju csicsok csak olyan téglalapok jobb alsé csicsai lehetnek, amelyek bal
fels6 csucsa ebben a keritéselemben van, és a bal felsé cstics y koordinataja 4-nél
nagyobb.

Miutdn megszamoltuk az y > 4 bal felsé csticsokhoz tartozd téglalapokat, eze-
ket a pontokat elhagyhatjuk, mivel jobb alsé csticsként is mar megszamoltuk Sket.
Tehat a szamolas utan a kerités egyszertisithet6: a szomszédai koziil kiemelkedo ke-
ritéselem mindkét szomszédjanal magasabban fekvo csicsai elhagyhatdk. fgy egy
olyan keritéselemiink marad, amely valamelyik szomszédjaval azonos magassagu.
Az el6bbi példaban a J és K csucsokkal hatdrolt keritéselem felsé vonalat a tovab-
biakban a (6,4) és L csticsok alkotjak.

Az el6z6 1épés tovabb folytathaté: a (6,3), N, M, (6,4) téglalap (amely mér
két keritéselem része) y > 3 csicsaival képzett téglalapok megszdmoldsa utdn
az y > 3 csucsok elhagyhatdk. Folytatdsként az I,(12,2), P, (6,3) téglalap, majd
a (0,1),0Q,(12,2),(0,2) téglalap kovetkezik. Ez az utols6 1épés természetesen csak
akkor kovetkezhet, ha a (0,2) és HGFEDBC csticsok dltal hatdrolt részben 1é-
v6 téglalapokat méar megszamoltuk. Ezek az elhagyasok addig folytathatdok, amig
végiil egy téglalap marad a keritésbél. Az ezen talalhaté téglalapok megszamoldsa
az el6zéekhez hasonléan torténhet.

A bemutatott eljards minden lépésében egy ,kiemelkedd” téglalapot kapunk,
amelynek als6 és jobb oldala kivételével minden pontja olyan téglalapok bal felsé
csucsa, melyekhez csak az adott kiemelkedésben és alatta taldlhatéak a szamoldsnal
figyelembe veendd jobb alsé cstcsok. Az el6bbi példdban bemutatott (6,4), L, K, J
téglalap esetében a (b, f) bal felsé csticsok koordindtdira igaz, hogy 6 < b < 8 és
4 < f <6, és a hozzdjuk tartozé (j,a) jobb alsé csicsok koordindtdira teljesiil,
hogy b<j<8és0<ac<f.

Nézziik dltaldnosan, tehat legyen egy, az eljarasban taldlt téglalap bal fels6
cstcsa (bal, fent) és jobb alsé csticsa (jobb, lent). Az elhagydsa elétt megszémoland
téglalapok (b, f) bal felsé csicsanak koordindtéira teljesiil, hogy bal < b < jobb és
lent < f < fent, mig (j,a) jobb alsé cstcsainak koordindtdira igaz, hogy b < j < jobb
és 0 < a < f. Egy adott (b, f) bal fels¢ cstcshoz tartozéd téglalapok szdma tehdt
(jobb —b) - (f — 0). Ezeket osszegezve a lehetséges (b, f) csicsokra a téglalapok

Szama: jobb—1  fent
S (obb—b) - (f —0).
b=bal f=lent+1
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Ebben az osszegben minden el6fordulé (jobb — b) tényezét megszorzunk minden
f értékkel. A szorzds és az Osszeadds asszociativitdsa kovetkezében ezt tgy is
végezhetjiik, hogy el6szor Osszegezziik a tényezdket kiilon-kiilon, majd az igy kapott
mennyiségeket szorozzuk ossze. Tehat a kifejezés kevesebb szorzéssal folirva:

jobb—1 fent
> (Gobb—b)- Y f.
b=bal f=lent+1

Ebben két szamtani sorozat szorzata szerepel, tehat az 6sszegképlet alapjan az ered-
mény:

(jobb — bal+ 1) - (jobb — bal) (lent+ 1 + fent) - (fent — lent)

2 2

A téglalapok megszamolasat tehat megkapjuk a fenti eredmény alapjan. Most
mar csak az a kérdés, hogy miként taldljuk meg az ,elhagyhatd” keritésrészeket,
amelyek a szomszédos keritésrészeknél magasabbak. Az algoritmus nem végezhet
a keritéselemeken atnyuld keresést, tehat példaul a keritéselemek eredeti sorrend-
jében kellene haladnia.

1. feladat: Vizsgaljuk meg az 1. dbrdt, és vegyiik észre, hogy milyen jellemz6
tulajdonsiagok alapjan talaljuk meg a keresett kiemelkedéseket!

Haladjunk a kerités fels6 vonaldn. Az elsd kiemelkedés a (2,3), F, E, D, ame-
lyet az F csucs zar. Ezt a részt elhagyva és a kerités vonaldn lefelé haladva a (4, 3)
pontban ériink a C' cstics magassagiba, igy a C, (4, 3), G, (2,4) téglalapot taldljuk.
Ennek levagasa utan a kerités vonalan tovabb menve a H csiicsban ériink egy ki-
emelkedés legjobboldalibb és legalsé pontjahoz, igy elhagyhatjuk a (0,2), H, (4,3), B
téglalapot.

Megfigyelhetd, hogy a kerités vonalan egy csucstol az alatta 1évé cstcsig halad-
va talalunk olyan pontot, amely egy kiemelkedés jobb alsé sarka. A megtalalashoz
csak azt kell tudnunk, hogy a vizsgalt keritésrész jobb oldaldhoz melyik bal oldal
tartozik. Nézziik a boritén 1é6vé 2. dbrdat. Az elsé lefelé haladas az EF' szakaszon
torténik, ahol az F' cstics egy jobb alsé sarok, melynek bal alsé parja a kiemelkedés
bal oldalan, a C'D szakaszon taldlhaté. Szamoljuk meg a talalt keritésrészhez tarto-
z6 téglalapokat, majd hagyjuk el a D és F csucsokat, és vegyiink ol egy 1j csucsot,
D'-t. A kerités vonaldn a kovetkezd lefelé haladds a GH szakaszon torténik, a bal
oldal pedig tovdbbra is a C'D’ szakaszra esik, {gy a G'C' szakasz feletti rész téglalap-
jal megszdmolanddk és a D', F, G csucsok elhagyhatdk. Az dbrén a kiemelkedések
jobb alsé csticsatdl a bal alsé csicsdig egy-egy nyil mutat.

Tovabbhaladva a kerités vonalan lefelé a H pontba jutunk, azonban a hozza
tartozé bal oldal mér nem a C'D egyenesre esik, hanem az attdl balra es6 AB
szakaszra. Ez éppen az a rész, ahol a C'D szakaszt megel6zéen folfelé haladtunk. fgy
lathatd, hogy a kerités vonalan a folfelé és lefelé haladé mozgasok szakaszai parba
allithatok. Ha tovabbhaladunk a kerités vonalan, akkor megfigyelhetjiik ezeket
a parokat az IJKLMNOPQ részen haladva is. Itt az utolsé szakaszon lefelé
mozogva a () ponthoz tartozd bal alsé csics ismét az AB szakaszra esik, miutan
az P'I folotti keritésrészt is elhagytuk.
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2. feladat: Adjuk meg, hogyan lehetne kénnyen megtaldlni egy-egy , kiemelke-
dés” jobb alsé csticsdhoz a bal alsé csiicsot, tehat a 2. dbrdn jelolt nyilak végpontjat!

Induljunk el a kerités bal als6 csucsatdl folfelé és haladjunk végig a kerités vo-
naldan annak jobb oldali legalsé csicsaig. Minden folfelé haladdasnak megvan a lefelé
haladas parja a kerités vonaldn valé mozgas soran. Ezek a parok alkotjak a kiemel-
kedések bal és jobb oldali szakaszat. A parok gy kovetkeznek a kerités vonalédn,
mint egy kifejezés nyito és csuko zardjelei, vagyis egymasba adgyazva. Ha egy fel-
felé mozgdas megel6z egy masikat, akkor a hozza tartozo lefelé haladas késébb jon,
a masikhoz tartozo lefelé mozgas utan. Ez egy helyesen zardjelezett kifejezésnél
is pontosan igy van. Amikor egy kifejezést kiértékeliink, akkor a legbelsé zardjel-
ben 1év6 részt szamoljuk ki, majd a zardjeleket elhagyva folytatjuk a szdmolast.
Itt pontosan ugyanezt kell tenniink, csak a kifejezés helyett a téglalapok megsza-
molasat végezziik el, majd a kiemelkedd részt elhagyjuk, ahogyan a kifejezésnél
a zarojeleket.

Az egymasba agyazas, a bels6 parok elhagydsa azt sugallja, hogy hasznédljunk
vermet a bal oldali szakaszok tarolasara. A verem tetején mindig az a szakasz lesz,
amelynek jobb oldali parja els6ként kovetkezik. A kerités vonaldan valé haladés
soran minden felfelé mozgas egy 1j par bal oldaldt helyezi a veremre, mig a lefelé
haladas egy part vesz majd ki a verembdl. Illetve ez csak akkor teljesiil, ha a felfelé
és lefelé haladas ugyanolyan magasrdl indult, tehat példaul a 2. dbrdn az RSTU
kiemelkedésnél. Altaldban kicsit dsszetettebb a helyzet. Példaul az I cstcstdl folfelé
mozogva el6szor tegyiik a verem tetejére az I.J szakaszt, majd a K L szakaszon lefelé
haladva a verem tetején 16v8 szakaszt cserdljitk az I.J' szakaszra. Tovdbbhaladva
a keritésen az M N szakaszon lefelé valtoztassuk a verem tetején 1évo szakaszt
1" J-re. Innen tovédbblépve a PP’ szakaszon lefelé haladva vessziik ki az I.J" szakaszt
a verembdl. Figyelniink kell tehat, hogy a lefelé mozgasok soran a verem tetején
1évé szakasz alsé csuicsa és a lefelé mozgds szakaszanak alsé csicsa hogyan viszonyul
egyméashoz. Innen latszik, hogy elegendé a veremben a felfelé haladé szakaszok alsé
csucesat elhelyezni, a felsé csticsra nincs sziikség.

A program elkészitéséhez el6szor be kell olvasnunk az adatokat, majd azok-
bol meg kell adnunk a kerités vonalan haladdskor érintett cstucsokat. Az 1. dbrdn
ezeket a cstcsokat betiikkel jeloltiik, melyeken ABC rendben fogunk végighaladni.
FEzek a cstcsok a bemenetként kapott keritéselemek magassagabodl és szélességébol
szamithaték, a bemenet sorrendjében kovetik egymast. fgy a bemenet feldolgoza-
sakor egy linearis futasidejii algoritmussal megadhatjuk a csticsokat. Ennek a prog-
ramrésznek az elkészitését az olvaséra bizzuk. Feltételezziik a tovabbiakban, hogy
a kovetkezO programrészek futdsa elétt mar rendelkezésiinkre all egy 2N + 2 mé-
ret(l pont[0..2N+1] t6mb, amely sorrendben tartalmazza a kerités vonaldn érintett
cstcsok (z,y) koordindtéit.

Ezen elokészités utan kovetkezzen a kerités vonalanak bejarasa. Vegyiink fol
egy v vermet, amely a pont[ ] témb csticsainak sorszdmat tdrolja, azaz a futds sordn
legfoljebb 2N + 1 cstics indexét. Helyezziink a verem tetejére egy 0-t, az elsd csics
sorszamat. Amikor ez a cstcs kikeriil a verem tetejérél, akkor bejartuk a kerités
teljes vonalat, tehat az iires verem jelzi a miiveletsor végét. A bal és jobb valtozok
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mutatjak, hogy a bejaras melyik csucsokat vizsgalja. Kezdetben az els6 keritéselem
két fels6 pontjanak sorszamat tartalmazzak.

1. Fiiggvény KacifantosKerites2(N,h[0..N-1],w[0..N-1]) : Egész
2. BeolvasasCsucsepites(N,h,w,pont)

3. darab := 0

4. v.Verembe(0)

5 bal :=1

6 jobb :=2

7 Ciklus amig nem v.Ures()

A végeredményt adé fiiggvényt tobb részletben irjuk le, tehat az algoritmus-
részletek és magyarazatok felvaltva kovetik egymast. A jobb érthetéség érdekében
a fliggvény sorait szamozzuk. A ciklusmagban egy elagazas szerepel, amelyben el6-
szor megallapitjuk, hogy a keritésen torténdé mozgas a jobb és az utana kovetkezd
cstucs kozott milyen iranyu. Ha felfelé haladunk a kerités vonalan, akkor vermeljitk
a jobb oldali alsé csuicsot, vagyis megjegyezziik, hogy itt van egy keritésrész bal olda-
li alsé csuicsa, majd tovabblépiink a kovetkezo keritéselemre. Ha azonos magassagi
keritéselemek vannak egymas mellett, akkor egyszeriien atmegyiink a kovetkezore.

8. Ha pont[jobb].y < pont[jobb+1].y akkor

9. v.Verembe(jobb)

10. bal := jobb+1

11. jobb := jobb2

12. egyébként ha pont[jobb].y = pont[jobb+1].y akkor
13. jobb := jobb+2

14. egyébként

Az elagazas utolsé része a leginkabb Osszetett, vagyis amikor lefelé haladunk
a kerités vonaldn, tehdt amikor pont[jobb] > pont[jobb+1]. Ekkor hdrom esetet
kiilonboztetiink meg aszerint, hogy a verem tetején 1évé cstics milyen magasan
van a jobb utan kovetkezo csicshoz képest.

15. Ha pont[v.Felsé()].y > pont[jobb+1].y akkor

16. szamol(darab,pont[v.Felsd()].x, pont[jobb].y, pont[jobb].x, pont[v.Felss()].y)
17. pont[jobb].y := pont[v.Fels5()].y

18. v.Verembél()

19. bal := v.Fels¢()+1

Amikor a verem tetejéhez tartozé csics van magasabban, akkor csak az ¢ ma-
gassagaig 1évé téglalapot mint kiemelkedést szamoljuk meg és hagyjuk el. A pél-
dédban ilyen eset a GH szakaszon torténé lefelé mozgds. Ekkor a veremben az A
és a (' csucs indexe van, a tetején a C' csics sorszama. Mivel a C' cstics magasab-
ban van, mint a G csics, ezért a jobb indexnél 1évé G csicsot mdédositjuk G'-re
(ezzel hagytuk el a kiemelkedést), majd kivessziik a verembdl a C csiics sorszé-
mat, ahol most egyediil az A csics indexe van. Ezutan megadjuk a bal valtozéban
a bal oldali felfelé mend rész fels6 cstcsanak indexét, a példaban a B csucsot. fgy
a folytatasként széba johetd kiemelkedés a bal oldala az AB szakasz, jobb oldala
a G'H szakasz.
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20. egyébként ha pont[v.Felss()].y = pont[jobb+1].y akkor

21. szamol(darab, pont[v.Felsé()].x, pont[jobb].y, pont[jobb].x, pont[v.Felsé()].y)
22. v.Verembél()

23. Ha nem v.Ures() akkor

24, bal := v.Felsé()+1

25. jobb := jobb+2

26. Elagazas vége

Amikor a verem legfels6 eleme altal hivatkozott csics azonos magassagban van
a lefelé mozgas alsé csucsaval, akkor a kiemelkedés megszamolasa utdn elhagyjuk
ezt a keritésrészt, vagyis kivessziik a verembél a tetején 1évo elemet és tovabblépiink
elére a jobb valtozéval. Természetesen ezt csak akkor tehetjiik meg, ha nem a 0-as
csucsot vettitk ki a verembél, hiszen azzal mar befejeztiik a bejardst. Az dbrén
példaul az RSTU kiemelkedésnél az R csicsra mutat a verem felsé szama és
a TU szakaszon mozgunk lefelé. Ekkor a szamolds utdn a verem tetején az A csics
sorszama taldlhaté, a bal vdltozé a B’ cstcsra, mig a jobb a V' csticsra hivatkozik.

27. egyébként

28. szamol(darab, pont[v.Felsé()].x, pont[jobb].y, pont[jobb].x, pont[jobb+1].y)
20. pont[bal].y := pont[jobb+1].y

30. jobb := jobb + 2

31. Elagazas vége

32. Elagazas vége

33.  Ciklus vége
34. KacinfatosKerates2 := darab
35. Fiiggvény KacifantosKerites2 vége

A harmadik eset az a lehet6ség, amikor a verem teteje altal mutatott csics
magassaga kisebb, mint a lefelé mozgds alsé cstcsanak magassaga. Ekkor szintén
megszamoljuk a kiemelkedd téglalaprészben 1évé téglalapokat, majd a bal oldali
szakasz felsG csucsanak magassagat éllitjuk a jobb oldali szakasz alsé csticsanak
magassagara. Ez torténik a példaban, amikor az M N szakaszon mozgunk lefelé, és
a J' csticsbdl a J” csicsba 1épiink.

A megoldast ado6 fiiggvény a ciklus befejezése utdn nem tesz mast, mint a meg-
szamolt téglalapok darab véltozéban 1év6 értékét visszaadja. Ehhez az algoritmus-
ban tébbszor is szerepld szamol(darab,bal,fent,jobb,lent) fiiggvényt hivja meg min-
den kiemelkedo rész elhagyasa elott. A fliggvényben csak szorzés és 2-vel vald osz-
tds szerepel a korabban kiszamitott képlet alapjan. Csupan arra kell iigyelniink,
hogy a kifejezésben 1évo mennyiségek szorzata igen nagy lehet, ezért tilcsordulas
torténhet. Ennek elkeriilésére a mennyiségek 1000000 007-tel vett maradékait kell
szoroznunk, illetve a szorzat maradékat hozzaadnunk a darab eddigi értékéhez. En-
nek a fiiggvénynek a megirasat is az olvaséra bizzuk azzal a megjegyzéssel, hogy
a 2-vel valé maradékos osztasndl figyeljiink arra, hogy a szorzatok tényezo6i koziil
csak a parosakat osszuk.

Ezen algoritmus 1épésszama a bemenet N elemszamaval aranyos, tehat a prog-
ram linearis futdsidejii, igy a versenyen is megallta volna a helyét hatékonysag
szempontjabol is.

Schmieder Laszlé
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