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lesz, melynek éleit piros, fehér és zold szinnel szinezik. (Minden élt kiszineznek és
minden él csak egyfajta szinii lehet. Nem feltétleniil kell mindegyik szint hasznélni,
de csak ezeket hasznalhatjék.) Kozvéleménykutatds keretében kideritették, hogy
azok a legszebb szinezések, ahol a fehér élek szama kétszerese a piros élek szamanak
(és egyik sem 0).

a) Hényféle értéke lehet a piros élek szamdanak? (4 pont)

Egy sajtotajékoztatén azt is elmondtak, hogy a fenti szinezések koziil egy
olyat fognak vélasztani, amelyben a kiilonboz6 szinii élek szaménak a szorzata
a legnagyobb lesz.

b) Héany piros szinii éle lesz a logénak? (6 pont)

¢) Janos egy szabdlyos tizszog 4t161 koziil véletlenszertien kijelsl stst. Mennyi

annak a valdsziniisége, hogy ezek kozott az élek kozott lesz legalabb egy a legrovi-
debb vagy a leghosszabb atlék koziil? Az eredményt normélalakban adjuk meg.

(6 pont)

Fridrik Richard
Szeged

Megoldasok a 2020/8. szam emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész
1. a) Mely x valds szamokra értelmezhetd az
1—-+vax—-3
log,(x — 2)

fiigguény? (5 pont)
b) Adjunk meg legaldbb két olyan valds szdmot, amelyekkel a

fx) =

Vr—24+vV2x+3=V3z+7

167 - 827 . 457 . /2 = 64

egyenletek wvalds gyokei valamilyen sorrendben egy-eqy szamtani sorozat egymds
utdni tagjai lehetnek. (6 pont)

Megoldas. a) A logaritmus értelmezése miatt @ — 2 > 0, azaz x > 2. Ugyan-
akkor log,(z — 2) # 0, tehdt x — 2 # 1, vagyis « # 3.

A négyzetgyok értelmezésébdl x — 3 > 0, illetve x > 3 kovetkezik. Ez az el6z6
eredménnyel egyiitt azt jelenti, hogy

(1) x> 3.
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Ugyancsak a négyzetgyok értelmezése szerint

1—+vVz—-3

logy(z — 2)

(2) > 0.

Ez kétféleképpen lehetséges:
o vagy 1 —+v/x —32>0éslogy(z —2) >0,
e vagy pedig 1 — /& — 3 < 0 és logy(x — 2) < 0.
Az elsé esetbdl egyrészt azt kapjuk, hogy 1 > /& — 3, innen pedig azt, hogy x < 4.

Masrészt log,(x — 2) > 0, vagy masként log,(z —2) > log, 1 és a g(x) = logy(z — 2)
fliggvény szigorian monoton novekedése miatt x — 2 > 1, tehdt = > 3.

Eredményeinket osszevetve azt kapjuk, hogy a (2) egyenlStlenség a |3; 4] hal-
mazon teljestil.

Ha pedig 1 — vz — 3 < 0, akkor ebbdl z > 4 adddik, a log,(z — 2) < 0 egyen-
I6tlenségnek eleget tevd valds szamokra x < 3 all fenn. Ez azonban ellentmond
az (1) feltételnek.

Az f(x) fiiggvény értelmezési tartoménya ezért a Dy = |3;4] szdmhalmaz.

b) A négyzetgyokos egyenletben szerepld elsé négyzetgyok értelmezése miatt
x—22>0, azaz x > 2, ezekre a valds szamokra a masik két gyokos kifejezés is
értelmezett, hiszen x > 2 esetén 2x + 3 > 0 és 3x + 7 > 0 érvényes.

Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve rendezés utan a

V(E—-2)-2r+3)=3

egyenletet kapjuk. Ennek mindkét oldalat ismét négyzetre emelhetjiik, ahonnan
rendezéssel a 2x? — x — 15 = 0 mésodfoki egyenletet kapjuk, amelynek gyokei:

x1 =3, x0 = —2,5. Az x5 = —2.5 ellentmond az z > 2 feltételnek, ezért nem meg-
oldés. Az x1 = 3 megolddsa a négyzetgyokos egyenletnek, ezt egyszert szamolassal
ellendrizhetjiik.

Tekintsiik ezutan az exponencialis egyenletet. Fz atirhatoé:
1 1
24ZD . 26I . 212w . 22 — 222I+2 — 26’

ahonnan az exponencidlis fiiggvény kolcsonosen egyértelmii tulajdonsdga miatt

1
22 — = 6.
x+2 6

Ennek gyoke az x = % valés szdm, ez az exponencidlis egyenlet megoldésa.

Olyan valds szamokat kell megadnunk, amelyekkel egyiitt az egyenletek meg-
oldasai egy-egy szamtani sorozat szomszédos tagjai lesznek. Példaul a megoldasok
szamtani kozepét véve:

3+ 1 13
a = = —,
2 8
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ekkor az %, 1?53, 3 szamok egy szamtani sorozat szomszédos tagjai. Lehetséges az is,
hogy
T+b
=3
2 )
h b=2 g 173 8 gamok isik szémtani t éd
ahonnan b= 77, igy az 7, 3, 7" szdmok egy mdsik szdmtani sorozat szomszédos
tagjai.
Megjegyzés. Szamtani sorozatot alkotnak a —g, zll’ 3 szamok is, ahol a sorozat els6
tagjat a
c+3 1
2 4

egyenletbdl kaptuk.

2. Az Agatha Christie miveibdl készilt
Poirot-novelldk cimi tv-sorozat ,A csoko-
ladésdoboz” cimii epizodjinak egyik jelene-
tében két szerepld, eqy férfi és eqy nd, eqy
operaelbadds hallgatdsa kozben eqy doboz bel-
ga csokolddét kostolgatott. A dobozt a jelenet
kezdetén bontottdk fel, és a dobozban kezdet-
ben 7-féle csokoladéfigura volt, mindegyikbdl
4 darab az adbra szerint.

A ndi szerepld kedvence a korona alaki
csokoladé. Kostolgatds kozben az udvariassag szabdlyai szerint mindig a holgy vd-
laszt eldszor, aztan a férfi, majd djra a holgy, aztan a férfi és igy tovdbb. A férfi
tudja, hogy a holgy kedvence a koronds csokolddé, ezért & sosem wvdlaszt magdnak
ilyet. Ezek figyelembevételével eldszor elfogyasztanak 7 csokolddét, mindegyik fajtd-
bol egyet-egyet, mégpedig gy, hogy a holgy elészor a kedvencébdl vilaszt.

a) Hdnyféle sorrendben fogyaszthatndk el a 7 csokolddét? (6 pont)

b) Ha a megmaradt 21 csokolddébdl a hilgy egyesével, véletlenszerden és vissza-
tevés nélkil kivdlasztana 6 darabot, akkor mennyi lenne a valdsziniisége, hogy azok
kozott legaldbb 2 koronds csokolddét talal? (6 pont)

Megoldas. a) A né elészor a koronds csokoladébdl valaszt, ezt 4-féleképpen
teheti meg, hiszen mindegyik csokoladébdl 4-4 darab van. Ebbdl mar nem vélaszt
egyikiik sem az elsé 7 csokoladé kostoldsa soran. Ezutan a férfi a megmaradt 6-féle
csokoladébdl valaszt egy fajtat és kivesz bel6le egyet, ezt 6 -4 = 24 kiilonb6z6 médon
teheti meg.

Ezt kovetGen ismét a holgy vélaszt egy csokolddét, mégpedig 5-félébol, de
barmelyiket is valasztja a 5 fajta koziil, mindegyikbdl 4 valasztési lehetGsége van,
ezért 5 - 4 = 20-féleképpen valaszthat.

Ennek alapjan konnyen lathato, hogy a férfi tovabbi véalasztasi lehet&ségeinek
szama 4 -4 = 16, 4-2 = 8, a n6 tovabbi csokoladé-kivalasztasi lehet6ségeinek szama
pedig 3-4 =12, 1-4 = 4. A jelenetben szerepl6 né és férfi tehat az els6 7 csokolddét
4-24-20-16-12-8-4 = 11796 480 kiilonboz6 sorrendben fogyaszthatnd el.
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b) Egyszeriibb elészor a komplementer esemény valdsziniiségét kiszdmolni,
vagyis azt, hogy a kivalasztottak koziil egy sem lesz, illetve egy darab lesz koronas
csokoladé. Legyen ezek valdszintisége pg, illetve p1.

Mivel egyesével és visszatevés nélkiil valaszt a holgy, ezért alkalmazhatjuk
a hipergeometrikus eloszlasi formulat. Tudjuk, hogy 3 darab koronas csokoladé

maradt meg, ezért py kiszdmitasdhoz a kedvezd esetek szdma (g) . (168) = 18564,

az Osszes eset szama pedig (261) = 54264, és igy

18564
T 54264

o = 0,3421.

3

Ha p1-et szeretnénk kiszamitani, akkor a kedvezo esetek szama (1) . (158) = 25704,

az Osszes eset szama ugyanannyi, mint az elobb, ezért

25704

= —— =0,4737.
54264 04737

4!
Annak az A eseménynek a valésziniisége tehdt, hogy a jelenet néi szerepléje a ki-
valasztasi feltételek figyelembevételével a 6 csokoladé kozott legalabb 2 korondsat
talal: p(A) =1 — (po + p1) = 0,1842.

3. Anna és Boglarka unokatestvérek, az eqyik megyeszékhely kiilonbozd iskoldiba
jarnak. Anna kilenc évvel idésebb Boglarkandl. Jeloljiik Anna jelenlegi életkorat
A-val, Boglarka jelenlegi életkordt B-vel (A és B pozitiv egész szamok).

a) Lehetséges-e, hogy n (n pozitiv egész) év milva Anna éppen hdaromszor olyan
idds lesz, mint Bogldarka? Hdany év milva fordulhat eld, hogy Anna kétszer olyan idds
lesz, mint Bogldrka? (Vdlaszunkat indokoljuk.) (4 pont)

Anna és Bogldrka is nagyon tigyesek matematikdbol. Orai teljesitményiik, eddi-
g1 versenyeredményeik alapjin a tandraik benevezték dket eqy matematikaversenyre.
Anna matematika szakkoron is készil a versenyre. A szakkérre 21 tanuld jar, 9 lany
és 12 fiu. A csoport didkjai mindannyian jo képességiiek. A tandruk dgy szeretné
osszedllitani a versenyre utazo 14 fés csapatot, hogy azon belil a nemek ardnya
azonos legyen a szakkoron beliili ardnyukkal.

b) Hanyféleképpen dllithatja dssze a versenyre utazd csapatot Anna szakkorének
tandra? (3 pont)

Anna a matematika teriletein belil legjobban a geometridat szereti. Eqgyszer raj-
zolt Bogldrkdanak egy derékszoqi trapézt és elmagyardzta unokatestvérének a trapéz
tulajdonsdgait. Anna rajza az ABCD trapéz, amelyben a DA szdar merdleges az
AB alapra.

¢) Lehetséges-e, hogy a CD, DA, AB, BC szakaszok hossza ebben a sorrendben
egy mértani sorozal négy szomszédos tagja? (Vdlaszunkat indokoljuk.) (7 pont)

Megoldas. a) Az els§ kérdésre az A+n = 3- (B +n) egyenlet tanulméanyozésa
utdn vélaszolhatunk. Az egyenlet rendezése utan azt kapjuk, hogy A— B = 2B+ 2n.
Tudjuk, hogy A — B =9, tehat ha lehetséges volna, hogy n év milva Anna éppen
haromszor olyan id6s legyen, mint Boglarka, akkor teljesiilnie kellene a 9 = 2B + 2n
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egyenletnek. Ez azonban nem lehetséges, mert az egyenlet bal oldala paratlan, mig
a jobb oldal paros pozitiv egész szam.

A miésodik kérdés megvélaszoldsdhoz az A +m = 2- (B +m) egyenlet megold-
hatésdgat vizsgaljuk, ahol m pozitiv egész szdm. Ismét felhasznédlva az A — B =9
feltételt, a 9 = B + m egyenletet kapjuk. A feladat szovege szerint Boglarka mar
iskoldba jar, ezért B > 6. Ugyanakkor B < 9, hiszen B > 9 esetén nem teljesiilne
a 9 = B+ m egyenlet egyetlen pozitiv egész m-re sem. Eszerint csak m = 3, m = 2,
m = 1 lehetséges, ekkor Boglarka rendre 6, 7, 8 éves, Anna pedig rendre 15, 16,
17 éves.

Az m szam mindharom értékét figyelembe véve, m év milva Anna 18, Boglarka
pedig 9 éves lesz.

b) Anna matematika szakkorében a ldnyok és a fiik szdmédnak ardnya %
Ez azt jelenti, hogy a versenyre kijelolt 14 {6s csoportban 6 lany és 8 fit lesz, hisz

akkor a versenyre kijeloltek kozott a lanyok és fitk szamanak aranya g =9

A feladat szovegébdl tudjuk, hogy Annat a szakkor tanara benevezte a verseny-

3) = 56-féle médon

) = 495 kiilsnbozé médon valésulhat

3
1
en

re, tehat a tobbi lany kozill még 5-6t kell kivalasztania, ezt (
teheti. A versenyre utazé fitk kivédlasztasa (182
meg.

Anna szakkorébol a versenyre utazé csapat kivédlasztasa ezért 56 - 495 = 27 720-
féle médon lehetséges.

¢) A feladat nyilvanvalé megolddsa az, amikor a mértani sorozat hdnyadosa 1,
ekkor egyszertien beldthatd, hogy a trapéz minden oldala egyenld hosszu, és mivel
derékszogl is, ezért négyzet.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy a mértani sorozat hanyadosa nem 1, és
tekintsiik az ennek megfelel$ 3.1. dbrdt, ahol a CD, DA, AB, BC szakaszok hosszat
rendre a, a - ¢, a - ¢2, a - ¢>-nel jeloltiik, ahol ¢ a mértani sorozat hanyadosa.

l_)aC’

A E ¢ B

a-¢—a
3.1. dbra 3.2. dbra

Huzzunk parhuzamost a BC szdrral a D ponton keresztiil, ekkor az EDA
derékszogli haromszoget és a BC DE parallelogrammat kapjuk. A parallelogramma
tulajdonséga miatt DE = a-¢®, BE = a, igy AE = a-¢*> — a (3.2. dbra).

Az EDA derékszogii haromszogre felirhatjuk a Pitagorasz-tételt:

(a9 +(@-¢®—a)’=(a-¢*)".
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A miiveletek elvégzése és az a? > 0 szimmal valé osztds utdn ¢ +q¢* —2¢> +1 = ¢5,
ahonnan a ¢? = z helyettesitéssel és rendezéssel az 23 — 22 + 2 — 1 = 0 egyenletet
kapjuk. Ebb6l szorzatt4 alakitdssal adédik, hogy (z — 1) - (22 + 1) = 0.

Nyilvdnval6, hogy a valés szdmok halmazdn 2% + 1 # 0, ezért csak o — 1 =10
lehetséges. Ekkor 2 = 1, azaz ¢®> = 1, és mivel ¢ > 0, ezért ¢ = 1. Jelen szamitasa-
inkban azonban foltettiik, hogy ¢ # 1, ezért ez nem ad jabb megoldast. A feladat
egyetlen megoldasa tehat az, amikor a mértani sorozat hanyadosa 1, azaz, amikor
a derékszogll trapéz négyzet.

Ha Anna rajza minden feltételnek megfelelt, akkor négyzetet rajzolt Boglar-
kanak.

Megjegyzés. A szamitasok akkor is ugyanerre az eredményre vezetnek, ha a rajzok
0 < g < 1 hényadost feltételezve késziilnek.

4. A koronavirus 2020. évi elterjedésével kapcsolatos adatokat a grafikonon
szemlélhetjiik (forrds: pandemia.hu).

MAGYARDRSIAG GRAFIKONDK

Koronavirus Magyarorszag: fertozittek, halilesetek, gyégyultak szima

PR B PP AP E P R o P e
ek seama @ Elhunytakszima B0 Gydgyultak B Aktiv esetek 0 Uj esetel

kszama (B Halilosdsi Ardiny

A grafikon egyes adatait tabldzatba foglaltuk mdrciustol szeptemberig minden
hénap 6-dn.

Fert6zottek szama

03.06. 4

04.06. 744
05.06.

06.06. 3990
07.06.

08.06. 4597
09.06. 8387
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A kovetkezd tablazatban két tizedesjegyre kerekitve feltiintettik a magyarorsza-
gi fertozottek szamdnak napi dtlagos névekedését az egyes idépontok kiozitt eltelt
1dd alatt (a megjeldlt idépontok kozott eltelt napok szamdt megdllapodds szerint gy
szamitjuk, hogy az iddintervallum felsé iddépontjanak napjat hozzaszdmitjuk az in-
tervallumhoz, az alsd értéket nem).

03.06.-04.06. | 04.06.-05.06. | 05.06.-06.06. | 06.06.-07.06. | 07.06.-08.06. | 08.06.-09.06.
78,9 6,63

a) Toltsiik ki mindkét tablazat hidnyzo részeit (egy-egy napon a fertézittek szd-
ma csak pozitiv egész szam lehet, ezért a szamitdsok sordan a kerekités szabdlyainak
megfeleléen jarjunk el). (4 pont)

b) Egy n pontd teljes grdf élei kozil 21 élet tordlve eqy fagrdfot kapunk. Hatd-
rozzuk meg n értékét. (5 pont)

¢) Bizonyitsuk be, hogy a 11" + 60™ < 61™ egyenldtlenség n =1 kivételével
minden poziltiv egész szdmra teljesiil. (5 pont)

Megoldas. a) Az elsd tablazat szerint marcius 6. és aprilis 6. kozott 740-nel
nétt a fertézottek szdma, és mivel a két id6pont kozott 31 nap telt el (mdrcius
31 napos), ezért ez alatt az id6 alatt naponta dtlagosan 40 _ 23,87 f6vel novekedett

a fertézottek szama. o
Aprilis 6. és majus 6. kozott a megdllapodas szerint szamolva 30 nap telt el
(4prilis 30 napos), igy a méjus 6-dn az elsd tdbldzatban szerepld értéket z-szel jelolve
és felhasznalva, hogy a masodik tdblazat szerint ebben az idészakban atlagosan
naponta 78,9-del nétt a fertézottek szama:
x — 744
30
ahonnan egészre kerekitve x = 3111, ennyi volt a fertézottek szama majus 6-an.
A kapott eredmény segitségével kitolthetjiikk a méasodik tabldzat harmadik oszlo-
panak hidnyz6 adatat, figyelembe véve, hogy majus 6. és junius 6. kozott 31 nap
telt el. Ekkor a fertézottek szaménak atlagos napi novekedése
3990 — 3111
31
Az elso tablazatnak a julius 6-ara vonatkozo hianyzé adatéat y-nal jelolve felirhatjuk,
hogy

= 78,9,

— 28,35.

y — 3990
30 6,63,
hiszen a két idépont koézott most 30 nap telt el. Ebbdl addédik, hogy kerekitve
y = 41809.
Els6 tablazatunk most mar teljes, kitolthetjiik a mésodik tablazat két hianyzé
értékét. Eszerint julius 6. és augusztus 6., illetve augusztus 6. és szeptember 6.
kozott (julius és augusztus is 31 napos)

4597 — 4189 8387 — 4597
BT T p—

volt a magyarorszagi fertozottek szaméanak napi atlagos névekedése.

= 122,26
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Fert6zottek szama
03.06. 4
04.06. 744
05.06. 3111
06.06. 3990
07.06. 4189
08.06. 4597
09.06. 8387
03.06.—04.06. | 04.06.-05.06. | 05.06.—06.06. | 06.06.—07.06. | 07.06.-08.06. | 08.06.—-09.06.
23,87 78,9 28,35 6,63 13,16 122,26

— P

b) Az n pontu teljes graf éleinek szdma

(5) -

Ebbdl a teljes grafbol torliink 21 élet gy, hogy a kapott graf pontjainak szama
valtozatlan, azaz n marad. A feladat szovege szerint a 21 él torlésével fagréfot
kapunk, amely graf éleinek szama n — 1, ezért felirhatd, hogy

nin —1)

—2l=n-1.
5 n

Rendezéssel az n? — 3n — 40 = 0 masodfoki egyenletet kapjuk, amelynek megol-
dasai n; = 8, no = —5. Nyilvanvald, hogy no = —5
nem megoldasa a feladatnak. Az egyetlen megol-
das tehat n = 8.

Ellenorizhetd, hogy a 8 pontu teljes grafnak
28 éle van, ebbdl 21-et tordlve egy 7 éli gréafot ka-
punk. Ez énmagédban nem biztos, hogy fagraf, de
megadhaté a 8 pontu teljes graf 21 olyan élének
torlése, amelyre a megmaradt graf fa, ahogy azt
az abrdn lathatjuk.

N A torolt éleket szaggatottan, a megmaradt
7 élt folytonos vonallal dbrazoltuk.

¢) A 11" + 60" < 61" egyenlStlenség n = 1-re valéban nem teljesiil, mert ekkor
11460 > 61. Ha n = 2, akkor az egyenl6tlenség teljesiil, pontosabban az egyenl6ség
esete all fenn, mert 112 4 60% = 612, a (11;60;61) pitagoraszi szdmharmas.
Legyen most n > 2 és bizonyitsunk teljes indukciéval. Tegyiik fol tehat a k > 2
pozitiv egész szamra, hogy
11% + 60% < 61"

526 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/9



GF 2020.12.7 — 17:32 — 527. oldal — 15. lap KoMalL, 2020. december EF

— P

Bizonyitani fogjuk az indukcids feltevés alkalmazasaval, hogy az egyenlGtlenség
k + 1-re is fennall. Mivel

117+ 4605 = 11 - 11% + 60 - 60* < 60 - 11% + 60 - 60*,

ezért
1M 46071 <60 - (117 4 60%).

Az indukciés feltevés miatt 117 4-60% < 61%, 1gy 60- (11% +60%) < 60-61%. Ugyanak-
kor nyilvanvalé, hogy 60-61% < 61-61% = 61*T!. Az egyenlStlenség tehat n = k-bdl
kovetkezik n = (k + 1)-re, és mivel n = 2-re igaz, ezért az llitds minden n > 2 po-
zitiv egész szamra fenndll.

II. rész

5. a) Bizonyitsuk be, hogy a 2014 -2016 - 2024 - 2026 + 100 négyzetszdm és
allapitsuk meg, hogy melyik pozitiv egész szamnak a négyzete. (4 pont)

b) Igazoljuk, hogy a ]11,5; 00 szdmhalmazon értelmezett

f(iv)=\/2x+28+10-\/m—\/2x+28_10.\/m

fiigguény értéke dllando. Hatdrozzuk meg ezt az dllando értéket. (5 pont)

¢) Hany valds megolddsa van a

4 4

sin™ x + cos zf§~sin:r-cosx:f

4

egyenletnek a ] — %r; %ﬁ] szamhalmazon? Adjuk meqg a feltételeknek megfeleld dsszes

megolddst. (7 pont)

Megoldas. a) Legyen a = 2020. Ezzel a 2014 - 2016 - 2024 - 2026 + 100 szémot
atirhatjuk:
(a—6)-(a—4)-(a+4)-(a+6)+ 100,

vagy masként
(a—6)-(a+6)(a—4)(a+4)+100.

Nevezetes azonossag alkalmazasaval
(a® —36) - (a® — 16) + 100 = a* — 52a® + 676.

Ugyanakkor
a* — 524 + 676 = (a® — 26)°.
Eszerint 2014 - 2016 - 2024 - 2026 + 100 valéban négyzetszam, mégpedig

2014 - 2016 - 2024 - 2026 + 100 = (20202 — 26)” = 40803742,

b) A megadott ]11,5;00[ értelmezési tartomdny miatt nyilvdnvald, hogy
2z + 3 > 0, tovabbd 2z + 28 + 10 - v/22 + 3 > 0. Ugyanakkor a

20428 -10-vV22+3 >0
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egyenlStlenség is teljesiil. Ezt a ]11,5; 00| szdmhalmaz figyelembe vételével végzett
ekvivalens atalakitasokkal belathatjuk, mert

22428 > 10 - V22 + 3,

ez pedig minden valds szamra igaz. Egyenléség csak x = 11 esetén allhatna fenn, de
mivel z € ]11,5; 0o], ezért (z — 11)% > 0, és fgy 22+ 28 —10-/2z + 3 > 0 is érvényes.
Ez pedig azt jelenti, hogy az f(z) fiiggvényben szereplé minden négyzetgyokos
kifejezés értelmezve van.

Konnyen észrevehetd, hogy

20 +28+10-v2r+3= (5+v2r +3)°

és
20 +28-10-V2zr +3= (5 2z +3)°.

Ebbdl a \/52 = |a| azonossédg szerint az kovetkezik, hogy
f(z) =15+ v2x+3| —[5—V2z +3|.

A feltétel szerint x > 11,5, ebbdl azt kapjuk, hogy 2x+3 > 26 > 25, ésigy a /22 + 3
fiiggvény szigorian monoton névekvo tulajdonsiga miatt v/2z + 3 > 5, ebbdl pedig
azonnal adodik, hogy 5 — v/2x + 3 < 0. Mivel pedig 5 + v/2x + 3 > 0 nyilvan igaz,
ezért az abszolutérték értelmezése szerint ez azt jelenti, hogy

f@)=5+V2r+3—(—5+V2x+3) =10.

Ha tehdt x > 11,5, akkor az f(z) fiiggvény értéke valéban allandé és ennek az &l-
landénak az értéke 10.

¢) Az egyenlet algebrai azonossdg segitségével dtalakithato:
2 2 52 ) 2 . 1
(sin“x 4 cos“ )" — 2 - sin“ x - cos ¢ —5-sinz-cosz = ..

Mivel minden valés z-re sin® x + cos? z = 1, ezért

2

. 5 . 1
1—2-sin x~c032x—§-s1na:-cosx:1,

illetve 4-gyel vald szorzas és rendezés utan

2

8-sin’x-cos?z 4+ 10-sinz - cosx — 3 = 0.
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Bevezetjiik a sin(2x) = 2-sinx - cos x trigonometriai azonossagbdl adédé sin(2z) = y
helyettesitést. Ezzel a 2y* + 5y — 3 = 0 masodfokii egyenletet kapjuk, amelynek
gyokei y; = 0,5 és yo = —3.

A mésodik gyok nem ad megoldést a feladatra, hiszen —1 < sin(2z) < 1.

A sin(2x) = 0,5 egyenletbél adddik, hogy

5
2I2%+k'2ﬂ', 21:§+l~27r;

illetve 5
e s

A kapott végtelen sok valds szam koziil nem mindegyik esik a

_3m 5w _]_9r 15m
474 || 127 12

szamhalmazba, ezért nem mindegyik megoldésa a feladatnak.

T

Egyszerli szamolassal belathatjuk, hogy a k =0 és k = 1, valamint [ = —1 és
[ = 0 egész szamok megfeleld megoldast adnak, ekkor az egyenlet gyokei rendre

T 137 s 51

xlzﬁa 302:?7 xgz—ﬁ, 3U4=ﬁ~

Az egyenletnek tehat a megadott intervallumban 4 valés megoldasa van.

6. Az AB szakasz felezépontja O, az A ponthoz kizelebbi negyedelépontja C,
a B ponthoz kézelebbi negyedelépontja D. A C, O, D pontokban az AB szakaszra
rajzolt merélegesek az AB datmérdji félkort rendre a P, QQ, R pontokban metszik.

a) Hatdrozzuk meg a BQP és BRQ hdromszigek szdgeit. (8 pont)

b) Hdny szdzaléka a BRQP négyszdq teriilete az ABP hdromszdg teriiletének?
(Az eredményt két tizedesjegyre kerekitve adjuk meg.) (8 pont)

Megoldas. a) Készitiink a feladat szovegének megfeleld rajzot, amelyen az
ABP derékszogli haromszog P-hez tartozé magassdgat m-mel, az AC szakasz
hosszat x-szel jeloltiik. Ekkor nyilvdnvald, hogy a feltételek miatt CO = OD =
= DB =z és igy BC = 3.
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Thalész tétele miatt APB = 90°. Az ABP derékszogii haromszogben felirt
magassagtétel szerint:

(1) m? =z 3z = 32°.

A PAC derékszogli haromszogre érvényes a Pitagorasz-tétel: 2 +m?2 = PA?, ahon-
nan (1) felhasznéldsaval azonnal adédik, hogy PA? = 422, és ezért PA = 2z.

Az AB szakasz, mint atméré folé irt félkor kozéppontja O, ezért OA = OP =
= 2z. EbbS], és a PA = 2x eredménybdl az kovetkezik, hogy az OP A haromszog
szabdlyos, és igy PAB< = 60°, illetve ABP< = 30°. Az dbrédn az A, B, valamint
a P, R é C, D pontparok az OQ egyenesre szimmetrikusan helyezkednek el,
ezért az OPA, ORB, illetve OQP, OQR, valamint OPC, ORD haromszogek
rendre egybevagok. Ebbdl adodik, hogy POR< = 60°, ez a ( pontot is tartalmazé
PR ivhez tartozé kozépponti szog, igy a kdzépponti és keriileti szogek Osszefiiggése
alapjan PBR<t = 30°; mivel azonban a PQ és QR ivek hossza a szimmetria miatt
egyenld, ezért

(2) PBQ< = QBR< = 15°.

Az R pontot tartalmazé QB ivhez tartozd kozépponti szog derékszog, ebbdl azt
kapjuk, hogy BPQ< = 45°, tehdt a (2) Osszefiiggést is felhasznilva a BQP hé-
romszog szogeinek nagysaga: 15°, 120°, 45°. Az O RB haromszog szabdlyos, tehat
BOR< = 60°, a kézépponti és keriileti szogek Osszefiiggése miatt igy BQR<t = 30°,
vagyis a BR(Q haromszog szogeinek nagysdga rendre: 15°, 135°, 30°.

b) Az ABP haromszog teriilete egyszertien kifejezhetd az x és m segitségével,
hiszen
AB-CP _ 4xz-m
2 2
A BRQP négyszog teriiletét taldn legegyszertibb ugy kifejezni, hogy a BRQPC

Otszog teriiletébdl levonjuk a BPC' derékszogii haromszog teriiletét. Az OQPC és
OQRD egybevago, derékszogli trapézok, amelyek teriiletére érvényes, hogy

=2x-m.

(3) Tapp =

oQ +m
Togrc = ToQrp = —s
és mivel OQ = 2z, ezért
T-m
(4) TOQPC = TOQRD = I2 + 9 .

A BRD derékszogli haromszog teriilete pedig:

r-m

(5) TBrD = 5

illetve a BPC' derékszogli haromszog teriilete

3r-m
(6) Tppc = 5
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A (4), (5), (6) vsszefiiggések alapjan a BRQP négyszog teriilete:
(7) Tsrop = Togrc + Toorp + Terp — Tppc = 22°.
(3) és (7) egybevetésével azt kapjuk, hogy

T 222 1
BRQP = il = 1 = — = 0,5774a
Tap 2r-m  m /3
hiszen (1) szerint m = x - V3.

Eszerint a BRQP négyszog teriilete az ABP héromszog teriiletének kb.
57,74 %-a.

7. Hdny olyan p pozitiv primszdm van, amelyre nem igaz, hogy a
(p—2) -2+ (2p+3)-z+p°—1=0
egyenletnek legfeljebb eqy valds gyoke van? (16 pont)

Megoldas. Ha nem igaz, hogy a (p —2) - 22 + (2p+3) -+ p* — 1 = 0 egyen-
letnek legfeljebb egy valds megolddsa van, akkor legalabb két megoldasanak kell
lennie.

Az egyenletben az x valtozd masodik hatvanyon szerepel, igy az egyenlet leg-
feljebb mésodfoku. De els6foki nem lehet, mert az elséfoku egyenletnek legfeljebb
egy valds gyoke van. Ez éppen azt jelenti, hogy a p = 2 primszam nem megoldasa
a feladatnak, mert ekkor behelyettesitéssel a 7x + 3 = 0 egyenletet kapjuk. Ennek
megoldasa egyébként x = —%. Ha p # 2, akkor az egyenlet masodfoku. A fentiek
szerint ennek pontosan két valés megolddsa kell, hogy legyen (ketténél tobb nyilvan
nem lehet). Ezért azokat a p szdmokat keressiik, amelyre az egyenlet diszkrimindnsa
pozitiv.

Felirva a diszkriminanst:
D=(2p+3°-4-(p—2)-(p” = 1) >0,
amelybol a miveletek elvégzésével és rendezéssel a
(1) 4p® —12p* — 16p < 1

egyenldtlenséget kapjuk.

Vizsgaljuk a tovdbbiakban az f(p) = 4p® — 12p? — 16p harmadfok fiiggvényt.
Elészor keressiik meg a fiiggvény zérushelyeit (eltekintve egyel6re attdl, hogy p
pozitiv prim). Szorzattd alakitdssal:

fp)=4p- (p* —3p—14),

ebbdl azt kapjuk, hogy f(p) zérushelyei p; = —1, po =0, p3 = 4.
Az f(p) = 4p - (p? — 3p — 4) filggvényt szorzat alakba frva az egyenlStlenség:

dp-(p+1)-(p—4) <L
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FEzt az egyenlGtlenséget kell a feltételek figyelembe vételével megoldani.

Mivel p pozitiv prim, ezért a szorzatban 4p és (p 4+ 1) is 1-nél nagyobb egész
szdm. A (p —4) tényez6 p = 2 és p = 3 esetén negativ, {gy a bal oldal negativ, tehdt
kisebb, mint 1. A p =5, vagy anndl nagyobb primekre a (p — 4) szorzétényezd is
pozitiv egész szam, igy a szorzat 1-nél nagyobb lesz. Az egyenldtlenség tehat csak
a p=2és p =3 primszamokra teljesiil.

A p = 2 esetet méar kizartuk, ezért p = 3 az egyetlen megoldas.

A p = 3 értékre az eredeti egyenlet
2?2 +92+8=0,

ennek valéban két gyoke van, mégpedig ©1 = —1, x5 = —8.

Megjegyzés. A p = 3 megoldast mds médon is megtalalhatjuk. Meghatdrozzuk az f(p)
differencidlhdanyadosat:

F(p)=12p> —24p — 16 = 4 (3p° — 6p — 4).
Az f'(p) fiiggvény zérushelyei:

3—v21 3++v21
o=t a0 ph=

~ 2,528.
Az f'(p) méasodfoki fiiggvény ezeken a helyeken el&jelet valt, ezért p| és p5 az f(p)
szélséértékhelyei.

Most figyelembe vessziik, hogy p pozitiv prim. Eszerint az f(p) fiiggvényt nem
vizsgdljuk a p < p} intervallumon, noha a p} helyen szélséértéke van, és igy el6fordulhat,
hogy (1) valamilyen negativ p szdmra fennall. Nem sziikséges vizsgalni az f(p) fiiggvényt
a |p’; pb[ halmazon sem, mert ebben az intervallumban csak a p = 2 primszdm fordul el§,
ez pedig, mint lattuk, nem megoldasa a feladatnak.

A p5 helyen az f'(p) masodfokt fiiggvény negativbdl pozitivba megy &t, ezért itt f(p)
csokkend fiiggvénybdl novekvobe megy at. Ez pedig azt jelenti, hogy elegendd vizsgalni
az (1) egyenlétlenség teljesiilését a p > p5 primszdmokra. Az els§ ilyen prim a p = 3.
Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy ekkor (1) bal oldaldnak értéke —48, erre nyilvén
fennall (1), tehdt p = 3 megolddsa a feladatnak.

A kovetkezd prim p =5, erre (1) bal oldaldnak értéke 120, vagyis erre (1) nem
teljesiil, és igy p = 5 nem megoldas. A p > 5 primszamokat mar nem sziikséges vizsgalnunk,
hiszen itt f(p) novekv, tehdt biztosan 120-nal nagyobb értéket kapnénk egy kovetkezd
prim behelyettesitésekor. A p > 5 primszamok tehat nem megoldédsai a feladatnak, igy
az egyetlen megoldas p = 3.

8. Egy kocka minden élének hossza n, ahol n pozitiv egész szam. A kocka
minden lapjdt fehérre festjik, majd a kockdt a lapjaival pdrhuzamos sikok mentén
n3 darab eqységnyi éli kockdra daraboljuk.

a) Hdnyszorosa a kis kockak felszinének dsszege az eredeti kocka felszinének?
(2 pont)
FEzutdn az osszes kis kocka lapjait megszamozzuk a kovetkezd szabdly szerint:

eloszor azoknak a kis kockdaknak a 6-6 lapjdt szamozzuk meg a pozitiv egész szd-
mokkal 1-t8l kiindulva, amelyeknek egyetlen lapja sem fehér, ezutan a szdmozdst
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folytatjuk azon kis kockdk lapjaival, amelynek egy oldala fehér, utina a két fehér
lappal rendelkez6 kis kockdk kovetkeznek, végil azok a kis kockdk, amelyeknek hd-
rom lapja fehér. Ezzel az eljardssal elérjik, hogy minden kis kocka minden lapjdn
szerepel eqy-eqy pozitiv egész szam és ezek a szdmok mind kilonbozok.

b) Legaldbb mekkora az n szdm, ha biztosan tudjuk, hogy a 2020 szdm olyan
kis kockdra keril, amelynek nincs fehérre festett lapja? (4 pont)

¢) Hatdrozzuk meg a pozitiv egész n szdmot, ha a fenti szdmozdssal a 4326
szdm az utolso olyan kis kocka utoljdra megszamozott eqyik lapjdra keril, amelynek
pontosan két lapja fehér. (6 pont)

d) Azn® szdmai kis kockdbol véletlenszertien kivdlasztunk egy darabot. Mennyi
annak az esélye, hogy a kivdlasztott kis kockdnak legaldbb az egyik lapja fehér, ha
n =87 (4 pont)

Megoldas. a) Az eredeti kocka felszine 6n2, az n® darab egységkocka felszi-
nének 6sszege pedig 6n, ez éppen n-szerese az eredeti kocka felszinének.

b) Az n élli kockat gy tudjuk a lapjai-
val parhuzamos élii sikokkal n? darab egy-
ségkockdra darabolni, ha harom, egymaésra
merdleges élét egyenként n — 1, az adott élre
merdleges sikkal elvagjuk az dbrdnak meg-
feleléen (a 3 kivélasztott élet szaggatottan
abrazoltuk).

Az dbra azt is megmutatja, hogy a kis
kockak koziil éppen 8-nak lesz harom lapja
befestve (a kocka 8 csticsdndl), pontosan két
lapjat olyan kis kockaknak festjiik be, ame-
lyek az eredeti kocka élei mentén helyezked-
nek el, de egyetlen csiicsuk sem esik egybe
az eredeti kocka valamelyik csucsaval, ebbél pedig a nagy kocka 12 éle mentén
osszesen 12 - (n — 2) van.

Innen azt is lathatjuk, hogy egy lapjdval befestett kis kocka éppen 6 - (n — 2)2
darab lesz, olyan kis kocka pedig, amelynek egyetlen lapja sincs befestve, pontosan
(n—2)°

Most mar vélaszolhatunk a b) feladat kérdésére is. Szdmozasi feltételeink fi-
gyelembevételével ugyanis azt kapjuk, hogy

202
6-(n—2)°>2020, azaz n—23> { %z(},%.

Ebbél az kovetkezik, hogy n > 8,96, tehat n értéke legaldbb 9.

¢) A b) feladat megolddsanal mar lattuk, hogy olyan kis kocka, amelynek
egyetlen lapja sem fehér, (n — 2)3 darab van, ezek szdmozdsara Osszesen az elsé
6-(n— 2)3 pozitiv egész szamot hasznaltuk fel. Olyan kocka pedig, amelynek egy

lapja fehér, 6- (n —2)* darab van, ezek szémozdséra a kovetkezd 6 -6 - (n — 2)°
szamot hasznaltuk, végiil 12 - (n — 2) olyan kis kocka van, amelynek pontosan két
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lapja fehér. Ezen kockak lapjaihoz a szamozasi szabdly szerint ezutan kovetkezo
6-12 - (n — 2) darab pozitiv egész szamot hasznaltuk. Felirhaté a kovetkez6 egyen-
let:

6-(n—2)°+36-(n—2)°+72 (n—2) = 4326,

6-tal valé osztas utan
(1) (n—2)°+6-(n—2)°>+12-(n—2) =721
Az (1) egyenlet az n — 2 = x helyettesitéssel atirhato:
23 + 622 + 122 = 721,
illetve
(2) z - (2% + 62 +12) = 721.

A (2) egyenlet bal oldalénak mindkét szorzdtényezdje pozitiv egész.

Az x osztéja a 721-nek, amelynek primtényezés felbontdsa 721 = 7 - 103, te-
héat x lehetséges értékei 1; 7; 103; 721. Nyilvan = = 1 nem értelmezhet6 a feladat
szempontjabdl, ezért csak a maradék 3 szamot kell megvizsgalnunk. Egyszer(i széa-
moldssal kapjuk, hogy csak = 7 a megoldds, mert a tobbi értékre a (2) egyenlet
zaréjeles tényezbje 721-nél nagyobb lesz.

A megoldas tehdt azn —2 =7, azazn = 9.

d) Ha n = 8, akkor az eléz6ek szerint (8 — 2)° = 216 kis kocka lapjai nincsenek
befestve, 6 - (8 — 2)? darab kis kockdnak pontosan egy lapja fehér, 12 - (8 — 2) = 72
kis kockédnak pontosan két lapja van befestve, végiil 8 kis kockdnak pontosan hdrom
lapja fehér, ez Gsszesen 8% = 512 darab kis kocka.

A komplementer esemény valdsziniiségével szamolunk, vagyis annak valdszinti-
ségét keressiik, hogy a kivalasztott kocka egyetlen lapja sem fehér. Ekkor a kedvez6
esetek szdma az el6zéek szerint k = 216, az Osszes eset szdma nyilvan n® = 512.

Ezért 016 27
PA) =55 =51
és igy a feladat megoldasa
27 37
PA)=1——=—.
(4) 64 64

9. Az ABC hdromszdg csiucsainak koordindtdi a derékszdogl koordindta-rend-
szerben A(0; —2), B(6;10), C(—=3;1).

a) Bizonyitsuk be, hogy az ABC' derékszdgl hdaromszig. (3 pont)

b) Igazoljuk, hogy az y = —x% + 8x — 10 egyenletd paraboldnak a BC oldal
egyenesével nincs kozos pontja, de az AB oldal egyenesével két kézos pontja is van.
Hatdrozzuk meg az AB oldal egyenese és azy = —x® + 8x — 10 egyenletii parabola
metszéspontjainak koordindtdit. (5 pont)

¢) Szdmitsuk ki, hogy az ABC' hdromszdg teriletének hdanyadrészét fedik le azok
a pontok, amelyekre y < —x2 + 8x — 10 teljestil. (8 pont)
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Megoldas. a) I megoldds. Ab- Y
razoljuk a pontokat a derékszogi ;
koordinata-rendszerben, amelyben meg-
rajzoltuk a haromszog koriilirt korét is.
Az dbra alapjén az a sejtésiink alakulhat /
ki, hogy az ABC haromszog derékszogi
csicsa a C' pontban van.

Kiszamitjuk a Toa és Uop vek- C(-3;1) /
torok koordinatait a végpontok és N
a kozos kezdbpont koordindtainak kii- A(D- 9
lonbségeként: Toa(3:—3) és Uep(9;9).
A két vektor skaldris szorzata felirhatd
a megfeleld koordinatdk szorzatdnak osszegeként:

\
-

—
vl =
~—

Uoa- Vep=3-94(=3)-9=0.

Két vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor zérus, ha a két vektor merdleges
egymasra.

Ez éppen azt jelenti, hogy C' A merdleges C B-re, vagyis az ABC' haromszog
C cstcsndl levo belso szoge valéban derékszog.

1I. megoldas. Kiszamitjuk az AB, BC' és C'A oldalak hosszat:
AB =1/62+122 = V180, BC =92 +92 =162, CA=/32+ (-3)° =V18.

Mivel BC? + CA* = \/1622 +v1 - \/1802 = AB?, ezért a Pitagorasz-tétel meg-
forditasa alapjan az ABC héaromszogben a C' csiicsndl levd bels6 szog valéban
derékszog.

b) Felirjuk a BC és az AB oldalak egyeneseinek egyenletét. Mivel mar tud-
juk, hogy Tep(9;9) vagy Uep(1;1), ezért a BC oldal iranyvektoros egyenletét fel-
frva x —y = —4. Az AB oldal egy irdnyvektora U5(6;12), vagy Uap(1;2), ezért
az AB oldal egyenlete 2o —y = 2. Keressiik el8szér az x —y = —4, y = —x% +8x — 10
mésodfoki egyenletrendszer megolddsait. Behelyettesitéssel: x — (—a2 + 8z — 10) =
= —4, ahonnan 22 — 7z + 14 = 0. Ennek az egyenletnek nincs valés megoldésa, mert
a diszkrimindnsa D = —7.

Ez azt jelenti, hogy az y = —x? + 82 — 10 paraboldnak a BC oldal egyenesével
valéban nincs koézos pontja.

Az 22—y =2, y = —2% + 8z — 10 mésodfokii egyenletrendszer megoldésa:
22 — (—2* + 82 —10) =2, innen 2% —6x+8=0.

Az egyenlet megolddsai az x1 = 2 és xo = 4 valds szamok.

Visszahelyettesitve megkapjuk az AB egyenes és a parabola kézos pontjait:
D(2;2), E(4;6).
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Yy ) c) Abrazoljuk egyiitt a koordindta-

P rendszerben a haromszoget és a parabo-

8 lat, a besatirozott rész teriiletét akarjuk

/ B(4;6) \ kiszamitani.

\ Mivel a BC' egyenesének és a para-
bolanak nincs kézos pontja, ezért a BC

—
[=2]

—T
vl Gl
~—

2;2) egyenes a parabola folétt helyezkedik el.
C(=3; D)X cloy i) / Az ABC haromszog teriilete:
— —4 - 0 4 10z
N _ BC-CA 16218 _
- \ Tapc=—5—= > =

= 27 (teriiletegység).

A parabola alatti teriiletnek az x1 = 2 és 9 = 4 hatdrok kozé esé része a Newton—
Leibniz-formula alkalmazasaval:
4 5 4
2 z 2
T, = /(fx + 8z — 10)dx = {3+4x 104 =
2

64 8 28
=(——%+64-40) — (-2 +16-20) = —-.

Az dbrén a DEFG trapéz teriilete: Ty = w -FG = # -2 = 8 (teriiletegység).
A sziirkitett teriiletet a Ty és Ty teriiletek kiilonbségeként kapjuk:
28 4
T=T—T,= 3~ 8 = 3 (teriiletegység).

Ebbdl az kovetkezik, hogy 4
T 3 4

Tapc 27 81

tehat a sziirkitett teriilet az ABC' hdromszog teriiletének pontosan 84—1—ed része.

Bir6 Baélint
Eger

Matematika feladat megoldasa

B. 5042. Az ABCD konvex négyszogrél tudjuk, hogy nem trapéz, valamint,
hogy AC' és BD dtldi egyenld hossziak. Az dtlok metszéspontjat jelolje M. Mutas-
suk meg, hogy az ABM és CDM kordk mdsodik, M -tdl killonbozd metszéspontja
a BMC' szoqg felezd egyenesére esik.

(4 pont)
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