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| | A 61. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia
IMO/zg29\ feladatainak megoldasa I.

A hagyoményoknak megfeleléen ebben az évben is kozoljitkk a matematikai
didkolimpia feladatainak a megolddsait; lényegében gy, ahogyan a legilletékeseb-
bek, a magyar csapat tagjai lefrtak. Kozremiikodésiiket koszonjiik és eziton is
gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztGség

Els6 nap*

1. feladat. Tekintsik az ABCD konvex négyszéget. A P pont az ABCD
belsejében van. Fenndlinak az aldbbi, ardnyokra vonatkozo egyenloségek:

PAD<« : PBA<«: DPA<x=1:2:3=CBP<«: BAP«: BPC«.

Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd hdarom egyenes egy ponton megy dt: az ADP< és
a PCB< s26q belsd szdgfelezbje és az AB szakasz felezémerdlegese.

Gyimesi Péter megoldasa.
Legyen PAD< =a, PBA<=2a és
APD< =3a, CBP< =, BAP< =20
és BPC< = 3f3. Vegyiik fel az E pontot
az AD egyenesen ugy, hogy APE< = «
teljesiiljon.  Igy AEP = 180° — 2a,
ABP<+ AEP< = 180°, tehdt ABPE
htrnégyszog.

PED<1 =2a=3a—a =
= APD< — APE< = EPD«,

tehat ED = PD. Az ADP< szogfelezbje egyuttal az E P szakasz felezémerdlegese.

Ezt a masik oldalon is meg lehet csindlni: Vegyiik fel az F pontot a BC
egyenesen ugy, hogy BPF< = 3 legyen. Az el6bbiekhez hasonléan kijon, hogy
ABF PFE hurotszog és a PCB< szogfelezéje a PF szakasz felezémerélegese.

A harom hur felezémerolegese atmegy a kor kozéppontjan.

2. feladat. Az a, b, ¢, d valos szamok olyanok, hogy a >b>c>d >0 és
a+ b+ c+d=1. Bizonyitsuk be, hogy

(a +2b+ 3¢+ 4d)a®bccd? < 1.

*A mésodik nap feladatainak megolddsat a janudri szémban kozoljiik.
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Weisz Maté megolddsa. Az a, b, ¢, d szamokra a silyozott szdmtani és
mértani kozepek kozotti egyenldtlenséget alkalmazva

a®bctd®<a a +b-b+c-c+d-d=a?+b%+c2+d?
adodik. fgy ha igazoljuk, hogy
(a+2b+3c+4d)(a® +b° + +d*) <1,

abbdl a feladat allitdsa is kovetkezik. Most n szerinti teljes indukciéval belatjuk,
hogy ha az a1, as, ..., a, pozitiv szamok (egyik) legnagyobbika a;, valamint a; +
+as+ ...+ a, =1, akkor

n n
(aﬁgzai)(Zag) <1
i=2 i=1
Azt is latni fogjuk, hogy n = 3 esetén egyenléség nem teljesiilhet.
n = 1 esetén az &llitds nyilvanvalé: a$ = 13 < 1. Most tegyiik meg az indukcids

1épést n-r6l (n + 1)-re. Azt kellene igazolnunk, hogy ha a pozitiv ai,as,. .., ani1
szamok koziil a; a legnagyobb, és az Osszegiik 1, akkor

n+1 n+1
<a1 JrSZai) (Zaf) <1
i=2 i=1
Legyen a}j = a1 + an+1 és a; = a; minden 2 < i < n esetén. Lgy
n+1

n

!/
g a; = E a; =1,
i=1 i=1

valamint az a} szdmok legnagyobbika természetesen a}, igy az indukcids feltevést

hasznalva . .
(ch+3da) (S@?) <
=2

i=1

Tehat elegendo lenne igazolnunk, hogy

(+3i) (f;) < <+3Z_Z)<Z<>>

i=1 =1
azaz
n n
((al + ant1 +3 Z ai> + Qanﬂ) <Z af) <
=2 1=1
n n+1
< <a1 + any1 +3 Z ai) ((Z af) + 2a1an+1> .
=2 i=1
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n n+1
A beszorzéds utan mindkét oldalon megjelend <a1 +apt1+3> ai) ( > af) tagot
i i=1

levonva, majd 2a,4+1-gyel osztva a =2

n+1 n n+1 n
g a? < (al +apt1+3 E ai) ay = E aia; + 2 E a1a;
i—1 i—2 i—1 i—2

becsléshez jutunk, ami a; maximalis volta miatt lathatéan mindig teljesiil, ezzel
az indukcids 1épést megtettiik. Vilagos az is, hogy n > 2 esetén egyenlGség nem
teljesiilhet, mert a jobb oldalon a masodik Osszeg nem {ires, tehat n = 3-t6l kezdve
szigoruan is igaz az indukciés allitds. Alkalmazzuk a kapott eredményt n =4 és
a1 =a, az = b, ag = ¢, ay = d valasztassal. Felhasznalva még, hogy b > d latjuk,
hogy

(a+2b+3c+4d)(as + by + ca +do) < (a4 3b+ 3¢+ 3d)(az + by + o + da) < 1,
és ezzel a bizonyitast befejeztik.

3. feladat. Adott 4n kavics, amelyeknek a siulya rendre 1,2,3, ..., 4n. Mind-
eqyik kavics n szin kézil az egyik szinnel van kifestve; mindegyik szinbdl négy kavics
van. Mutassuk meg, hogy a kavicsokat el lehet rendezni két kupacba gy, hogy mind-
két alabbi feltétel teljestiljon:

o A két kupac sszsilya azonos.

o Mindegyik kupac minden szinbdl két kavicsot tartalmaz.

Kocsis Anett megolddsa. Eldszor is pdrositsuk ossze az (1,4n),
(2,4n — 1), ..., (2k,2k + 1) silyu kavicsokat.

Ezutan vegyiink egy n csicsu grafot, ahol a graf csicsai a szinek. Huzzunk be
2n élet a gréfba a mér létrehozott parjaink szerint: ha a (2n — k,2n + k + 1) parban
az egyik a, a masik b szinfi, akkor hizzunk be egy ab élet a grafban. Ekkor lehetnek
tobbszoros és hurokéleink is. Ezutan tekintsiik a grafunkat. Ez egy 4-reguléris graf,
hiszen minden szinbél 4 kavics van. Szeretnénk kivalasztani gy néhény élet, hogy
a kivalasztott élek egy 2-regularis grafot feszitsenek ki az n csicson. Tegyiik fel, hogy
a graf Osszefiiggd; ha nem az, akkor minden Osszefiiggé komponensre elvégezziik
a kovetkezOket: Elhagyjuk a hurokéleket. Ezzel még mindig minden csics foka
paros, azaz van benne Euler-kor. Menjiink végig ezen az Euler-kéron, és szamozzuk
meg az éleket. Amikor olyan csiicshoz ériink, ahol az eredeti grafban hurokél volt,
ott tegyiik vissza a hurokélet, és annak is adjunk sorszamot, mégpedig ha az i-edik
élen jottiink be a csticshoz, akkor az i + 1-ediket. Ezutén tekintsiik a paros sorszamu
éleket. Az az éllitasunk, hogy ezek éppen olyan élek, amiket kerestiink.

Hérom tipusid cstcsunk van, ezeknek az éleit vizsgaljuk:

e hurokéles cstics: i, i+ 1, i+ 2 (az i + 1 lesz a hurokél sorszama, tehat ez kettd
fokot ad);

e kezdé csucs: 1, 2n, k, k + 1, azaz két paros és két paratlan;

e a maradék csucsok: 4, 7 + 1, j, j + 1 azaz két paros és két paratlan.

Azaz az egyik kupacunk azok a parok lesznek, amiknek a paros élek feleltek

meg, a masik kupacunk azok a parok lesznek, amiknek a paratlan élek feleltek

meg.
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