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Hatarozzuk meg az AB oldal egyenese és az y = —x2 + 8z — 10 egyenletii parabola
metszéspontjainak koordinatait. (5 pont)

¢) Szamitsuk ki, hogy az ABC héromszog teriiletének hinyadrészét fedik le
azok a pontok, amelyekre y < —x2 + 82 — 10 teljesiil. (8 pont)

Bir6 Balint
Eger

Megoldasvazlatok a 2020/7. szam emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. Melyek azok az x, y egész szamok, amelyekre egyszerre teljestil, hogy:

a) 2% +y? < 25;

b) |z| + |yl = 5;

c) logy(y + 1 —22) > 0?7 (12 pont)

Megoldas. Az a) feltételnek megfeleld valds szampérok halmaza a koordindta-
rendszerben egy origd kézéppontt, 5 egység sugaru zart korlemezzel szemléltetheto.

b) Itt a négy negyedben az aldbbiak szerint alakulnak a halmazok:

ha x>0éy >0, akkory>—x+25;
ha 2<0ésy>0, akkory>z+5;
ha 2<0ésy<0, akkory< —z-—5;
ha x2>0ésy<0, akkory<z-5.

c) logy(y +1—22) >0, logy(y + 1 —22) > logy 1 = (mivel a log, = fiiggvény
szigordan monoton névé) y + 1 — 22 > 1, tehdt y > 2 (a normalparabola és bels§
pontjai). (Ekkor y + 1 — 22 > 0, tehdt a logaritmus értelmezett.)

Ha mindezeket, tovabbd azt is figye- \ é /
lembe vessziik, hogy egész szamokat ke- 7 ?
resiink, akkor a vonalkazott tartomany- W78 DR
ban, illetve a hataran lev6 racspontok ko- \ 3 /
ordinatait kapjuk. / 2 \
A megoldasok: 1
A(=24) 11=-2 y=4 AN VN
B(=14) x=-1; yp2=4 \ 5 /
C(0;5)  w3=0; yz3=5; 3
D(1;4)  xa=1; ys=4 4
E(2;4 T5 = 2; ys = 4. ~ 3N/ —
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2. a) Az egyszerd hélponti grdf csucsainak foka rendre 3,2,4,1,2; a mdsik
kettdt nem ismerjiik. Allapz’tsuk meg ezeket, ha a grdfnak 11 éle van, valamint a grdf
megrajzolhato egy folytonos vonallal gy, hogy mindegyik €lén pontosan egyszer
haladtunk dt.

b) Adjunk meg hdrom kiilonbozé irraciondlis szdmot dgy, hogy a hdrom szdm
0sszege és bdrmelyik kettd szorzata is raciondlis szam legyen.

¢) Mutassuk meg, hogy az A és B kijelentések tetszéleges logikai értékére igaz
a (A — B) = AA-B egyenldséy. (12 pont)

Megoldéas. a) Az egyszer(i graf cstcsai fokainak Osszege az élek szdmdnak
kétszerese, ezért az ismeretlen fokszamok Gsszege 10. A hétpontu graf csicsanak
foka legfeljebb 6 lehet, igy a két fokszdam 5, 5 vagy 4, 6. Az utolsé feltétel miatt
a megoldas 4, 6, mert a masik esetben négy paratlan foka volna a grafnak, ekkor
azonban nem lenne nyitott Euler-vonala. Mivel ekkor van 6-odfoku cstcs, igy a graf
Osszefiiggd is, és ezért van nyitott Euler-vonala.

b) Pl.: iy = V2,00 = 2v/2, i3 = —3+/2. A szdmok irracionglisak és kiilésnbozéek.
141 +1i3=0; 21 -10=4; 41-i3=—06; 1o -i3=—12.

c¢) I. megoldds. Készitsiik el az igazsagtablazatot:

A|B|A—-B|~(A—B)| AN-B
i i i h h
i|h h i i
h | i i h h
h | h i h h

Az utolsé két oszlopban rendre ugyanazok a logikai értékek vannak, tehat a két
kifejezés egyenlo.

I1. megoldds. Ismert az A — B = =AV B azonossig. =(A — B) = =(-AV B),
most alkalmazzuk a De-Morgan azonosségot: =(—mAV B) = -—AA-B = AA-B.

3. Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a
. 1 —sin (2x)
sinx + cosx = —————

cos (2z)

egyenletet. (13 pont)
Megoldas. Kikstés: cos(2x) # 0; alakitsuk az egyenlet jobb oldalét:

. sin? 2 + cos? z — 2sinz cos x
SIN T + COST = 5 —5 =
cos?x — sin®

(cosz — sin x)2 COSx —sinw

(cosx —sinx)(cosx +sinx)  cosz +sinz’

. 2 .
(sinz + cosz)” = cosz — sinz,
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(itt egy tjabb feltétel adédott: cosz > sinx),
sin?z + 2sinz cosz + cos? x = cosx — sinz, 1+ sin (2z) = cosz — sinz.
Emeljiink négyzetre:
1 4 2sin (2z) + sin?(2x) = 1 — sin (2z),
sin?(2z) + 3sin (2z) = 0,
sin (2z) [sin (22) + 3] =0,

ahonnan sin (2z) = 0, vagy sin (2z) +3 = 0. Ez utébbi lehetetlen, igy 2z = km,
x = %ﬂ, ke€Z. A cos (2 . %W) # 0 feltételnek megfelelnek a gyokok, mert a bal
oldal értéke 1, vagy —1, attol fiiggden, hogy k paros, vagy paratlan.

A cosz > sinz egyenl6tlenség megoldédsat a fiiggvények grafikonjainak ismere-
tében leolvassuk:

Y &
COSZ 4 1n
— /2 ks 7
—1
5
9 A 9
=37 /4 =31 /4

Ezt figyelembe véve a megolddsok: 21 = —% + 2km; xo = 27, k,l € Z.

(Ellenérzéssel is meggy6zédhetiink eredményeink helyességérél: az elsé gyokre
—1 = -1, a mésodikra 1 =1 adddik, mig a % + 2km-re, illetve a (20 4 1)m-re
1 = —1-et kapunk, ezek tehdt nem gyskok.)

4. Két horgaszegyesiilet, az Aligai Pecdsok és a Bélatelepi Horgdszok kézds
edzétdborozdst tartottak 47 f& részvételével. A csapatokban felndtt és junior korosz-
talyw csoportok wvoltak. Tudjuk, hogy:

a) minden csoport létszama primszdm;

b) legkevesebben a junior Bélatelepi Horgdszok, legtobben a felndtt Aligai Pe-
casok vannak a tdborban;

¢) a felndtt versenyzdk dsszlétszama oszthatd tizzel;
d) a két csapat felndit tagjainak létszdma kizott 10-nél kisebb a kilonbség.

Hdnyan vannak az egyes csoportokban? (14 pont)

Megoldas. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket: felnéttek A, B; juniorok a,
b a csapatok kezdGbetliinek megfelelGen. igy felirhatjuk az A4+a+ B+ b =47
egyenletet, ahol az ismeretlenek pozitiv primek. Azonnal lathatjuk, hogy az egyik
a 2, hiszen kiilénben az dsszegnek parosnak kellene lennie. A b) feltétel alapjan ez
a b, vagyis két junior Bélatelepi Horgédsz van a taborban.
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Ezutdn A+a+ B =45, a = 45— (A+ B). A ¢) feltétel szerint A+ B oszthaté
10-zel, igy a jobb oldal oszthaté 5-tel, mivel prim, a = 5.

A+ B =40 (itt példat ldthatunk a Goldbach-sejtésre, mely szerint minden
2-nél nagyobb pdros szam felirhaté két primszdm &sszegeként). Tébb lehetbség is
van, ezek: 3+ 37 =11+ 29 = 17 4 23 = 40.

A D) és d) feltételeket figyelembe véve a megoldds: A =23; B =17; a = 5;
b=2.

Az edz6tdborban 23 felndtt és 5 junior Aligai Pecds, 17 feln6tt és 2 junior
Bélatelepi Horgész van.

II. rész

5. Egy hidrnégyszog egyittal érinténégyszog is (bicentrikus négyszig). Két
szomszédos oldala 9, 10 egység, az dltaluk bezdrt szog 60°. Jeloljik O-val a ko-
rilirt, K-val a beirt kor kozéppontjdt.

a) Adjuk meg a mdsik két oldal hosszdt.
b) Hatdrozzuk meg a beirt- és a koréirt kor sugardt.
¢) Milyen hosszi a KO tdvolsdg? (16 pont)

Megoldas. a) Az dbra jeloléseivel
az érinténégyszogre vonatkozé tétel
szerint AB+ CD =DA+ BC. Le-
gyen CD =z, ekkor BC =z + 1. Ha
a DAB< =60° akkor a hirnégyszo-
gekre igaz tétel miatt BC'D< = 120°.

Irjuk  fel  a  koszinusz-tételt
az ABD/A BD oldalara:

1
BD2:92+102—2~9-10-§,
BD?* =91, BD=+91;

majd irjuk fel a BCD/A-ben is a BD oldalra:

91:x2+(x+1)2—237'($+1)'<_;>7

91:x2+m2+2x+1+m2+x,
90 =322 + 3z = 0=2?+2x— 30;

—-1++v121
—_— =

5 x=5; CD=5 BC=6.

T1,2 =
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b) Az ABDA koriilirt korének — ami egytuttal a négyszognek is koriilirt kore
— sugara az ismert tétel szerint:

BD /91 /91

T 2sin60°  ,v3 V3
2

A négyszog teriilete:

9-10-sin60° 5-6-sin120°
_ sin sin _ 30v3.

T
2 + 2

Hasznélhatjuk Brahmagupta képletét is: T = /(s — a)(s — b)(s — ¢)(s — d), ahol
s = 2tbtetd 95 tehdt T = V569 10 = V2700 = 30v/3, vagy pedig a bicent-
rikus négyszogek teriiletképletét: T = v/abed .

A beirt kor sugardt legegyszerlibben az érintésokszogekre érvényes sr =T
osszefiiggés alkalmazasival kaphatjuk meg: 157 = 30v/3 = r = 2v/3.

¢) I. megoldds. Az ATK derékszogli hdromszogben ctg 30° = g = AT =6

= OH =FT =AT - AF =1.
frjuk fel a Pitagorasz-tételt az AFO derékszogli haromszogben:

91 16 4 4v/3
== _925=""; mzizi;

3 3 R

52 +m?=R* = m?

mz?\[—4\/§=2\/g

HK =r— — = —
" 3 3
2
Végil OK> = OH® + HK? OK® =12 + (28Y; oK = Y2L,
II. megoldds. Ha mar kiszamitottuk a sugarakat, és ismerjiik a bicentrikus

négyszogek koreinek sugaraira, és e korok kozéppontjainak tavolsagara vonatkozd
Osszefiiggést, akkor a tavolsdgot innen is megkaphatjuk. Az Osszefiiggés:

1 1 1

@ (Rt

ahol R a koriilirt kor, r a beirt kor sugara, d a kdzéppontok tavolsiga.

(R+d)’+(R-d* 1

(R—d)*(R+d)* 2

R?+2Rd+d*+ R* —2Rd+d*> 1
(2 —d2)” o
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Helyettesitsiik be a sugarakat:

2(2v/3)° (931 + d2> = (931 - d2>2;

91 8281 182
24 (3 +d2) = —— - —Zd*+dY

9 3
281 182
728+24d2:&—%d2+d4 /-9

6552 + 216d° = 8281 — 546d> + 9d*:

0 = 9d* — 762d* + 1729,

2 762 £ /762% —36-1729 7624 720
(@),27 = 18 18
d? = % = % = d = % ~ 9,07, ez azonban nem jo6, mert d < R.
d? = % = % = d= \/g = @, ami egyezik az els6 megoldas eredményével.

Megjegyzés: Brahmagupta tételének levezetését tobb helyen, pl. Dr. Gerdcs Lészlé:
Azok a csoddlatos hirnégyszégek cimi konyvében is megtalalhatjuk. A bicentrikus négy-
szogekre vonatkozé tétel bizonyitasat pl. Nemecsko Istvan: Bicentrikus négyszdgek
(matematika.elte.hu/wp-content/uploads/2017/03/NemecskoIstvan.pdf) cimen
érhetjiik el.

6. a) Vizsgdljuk meg az a, = n® —n? sorozatot monotonitds és korldtossdg

szempontjabol. Allitdsainkat 1gazoljuk.

b) Mutassuk meg, hogy a sorozat elsé n tagjinak dsszege

nn+1)(n—1)Bn+2)

. 1
B (16 pont)

Megoldéas. a) A sorozat els§ néhdny tagjit kiszdmolva 0,4, 18,48,100,...
adédik, amibdl a szigortian monoton névekedés latszik. Igazolnunk kell, hogy
ap < any1 minden n € ZT esetén, tehdt

nP—n?<(n+1)°—m+1)% n’—n?><n®+3n2+3n+1-n®>—2n—-1;

rendezve: 0 < 3n? +n, ami minden pozitiv egészre fenndll. Iddig ekvivalens lépése-
ken at jutottunk, ezért a kiindulé &llitas is igaz.

A sorozat alulrdl korldtos, negativ tagja nincs, igy tetszéleges negativ szdm
jo alsé korlatnak, feliilrél nem korlatos, azaz barmely pozitiv K-hoz taldlhato ng
kiiszobindex, hogy minden n > ng esetén a,, > K teljesiil. (A kiiszobindex nem lesz
»6les” ehhez egy harmadfoku egyenletet kellene megoldani.) Tekintsiik a b,, = %
sorozatot.
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3 3 2
Az a, > by n®—n? > %; % —n?>0; %(n—?) > 0, minden n > 2-re teljesiil.

Oldjuk meg a b, > K egyenlGtlenséget: %3 >K; n> Y2K. Mivel a, > bn,

ezért barmely nagy pozitiv K-hoz kiiszobindexnek vélaszthatjuk a /2K egészré-
szét. Belattuk tehdt, hogy az a,, sorozat feliilrél nem korlatos. (Jelolhetjiik ezt ugy
is, hogy lim a, = +00.)

n—oo

b) I. megoldds teljes indukciéval. n = 1-re igaz, tegyiik fel, hogy az allitds igaz
n-re, azaz

Z(i?) _ )= n(n — 1)(n1~; 1)(3n + 2).

Bizonyitjuk, hogy fenndll n + 1-re is, vagyis
Sy + Upt1 = Sn+1~

n(n—1)(n+1)(3n +2)

5 +n+1)P—(n+1)?%=

_ (n+1)[(n+1)—1][(Ti;-l)-i—l“i%(n"‘l)"‘ﬂ’ [ (n+1); -12

n(n—1)3n+2)+12(n+1)° —12(n + 1) = n(n+ 2)(3n + 5),
(n? —n)(3n +2) + 12n% + 24n + 12 — 12n — 12 = (n? + 2n)(3n + 5),
3n3 — 3n? 4+ 2n? — 2n 4+ 12n% + 12n = 3n® + 6n% + 5n% + 10n,
3n + 11n% + 10n = 3n> + 1102 + 10n,

ekvivalens 1épéseken keresztiil azonossagot kaptunk, tehat a kiinduld egyenl6ség is
igaz, ezzel a képlet helyességét igazoltuk.

II. megoldds. Tsmert, hogy > i = w;

illetve Y i3 = [n(n_—s—l)]2
i=1 i=1

2
Ezeket felhasznélva

zn:(.g 2) [n(n—i—l)]z_n(n—i—l)@n—i—l)

1T —1) = B) 6
i=1

_n(n+1)[nn+1) 2n+1] n(nm+1) 3nn+1)—-2(2n+1)
T2 [ 2 3 }_ 2 6

nn+1) 3n?+3n—4n—2 n(n+1) 3n*—n—2
2 6 2 6

nn+1) (n—1)Bn+2) nr-1Hn+1)Brn+2)

2 6 12
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7. Anna és Balint szabdlyos dobokockdval jdtszik. Felvdltva dobnak, ha a dobott
szdm primszam, akkor a szdmegyenesen dllo bdbuval egyet jobbra, ha Osszetett
szam, akkor egyet balra lépnek. Ha egyik sem, akkor a bdbu helyben marad. A babu
kezdetben a mulldn dll, dsszesen hatszor fognak dobni. Eldtte fogadnak arra, hogy
a jaték végén melyik szdmon dll majd a babu. Anna az egyesre, Balint a kettesre
fogad.

a) Kinek mekkora esélye van a nyerésre?

Teqgyiik fel, hogy Anna nyerte a fogaddst.

b) Mennyi a valdszindsége, hogy a jaték sordn egyszer dobtak egyest? (16 pont)

Megoldéas. a) Primszamok: 2, 3, 5; Osszetett szdmok: 4, 6; egyik sem: 1.
Annak esélye, hogy a babu egy dobds utan jobbra lép % = %, jeloljiik ezt pjobbra-val.
Hasonl6képpen: ppaira = § = 3, Phelyben = -

Szémitsuk ki Anna nyerési esélyét. Ahhoz, hogy 6 dobés utan a babu az 1-esen
alljon, az aldbbiak szerint 1éphetett (tetszéleges sorrendben):

oy /1y 1
jhhhhh; ennek valészintisége: 6-( =) - (= | | =) = ===
2 3 6 2592
6! 1Y 71\ /1Y 60
jjbhhh; ennek valdszintiisége: TR (2) . (3) . (6) = 5505

6! 1 1V /1y 360
jjjbbh; ennek val6szintisége: aal <2> . (3) . (6) = 5503

Anna nyerési esélye ezek Osszege: P(Anna nyert) = % ~ 0,1624.
Hat dobds utdn a 2-esre a kovetkezOképpen keriilhetett a babu (a 1épések
sorrendje tetszSleges):

6! 1y /1y /1y s
jjhhhh; ennek valészintisége: or. Al <2) . <3) . <6> = 1728’

vagy

vagy

vagy
jjjbhh; ennek valészintisége: 3!@2! . (;)3 . (;)1 . (é)Q _ %’
vagy
jjjjbb; ennek valdszintisége: 4!6.!2! . (;)4 . (;)2 . ((15)0 _ %’
Pﬁmmmnmm):1%8+]ﬁ;%rﬁi::ﬁg;zzoJma
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b) Jelolje A azt az eseményt, hogy Anna nyert; C, hogy egyszer dobtak egyest.

360
360 421 P(AC) 395 360
P(AC) = 555t PA) = g5 P(O14) = 5 = it = 57 ~ 08551,
2592

8. A 2 eqység €lii kocka egyik csucsdt jeloljik A-val, majd dllitsunk egyenld
hosszi szakaszokat a kocka A-val érintkezd lapjainak kozéppontjdaba, az adott lapokra
merdlegesen kifelé.

A szakaszok lapra nem illeszkedd végpontjait jeloljik P, Q, R-rel.

a) Milyen hossziak a szakaszok, ha az A, P, Q, R pontok egy sikban vannak?

A 2 egység €li kocka lapjaira kifelé egyenld magassagi, 2 eqység oldalt négyzet
alapi egyenes guldkat helyezink gy, hogy a gula alapja egybeesik a kocka adott
lapjaval.

b) Mekkora a gila magassdga, ha az igy kapott testnek van korilirt és beirt
gombje?

¢) Mekkora a gila magassdga abban az esetben, ha az igy keletkezett poliédernek
14 csticsa, 12 lapja és 24 €le lett? (16 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A kocka kézéppontja O, a felsd lapkdzéppont K.
Az OK A1 =90°, AOK< = ¢. A kocka A-val érintkezd lapjainak kézéppontjai dltal
meghatarozott stk meréleges az A-bdl induld testatléra. Ez ugyanaz a sik, mint
amit az A-bdl induld élek masik végén levé cstcsok hataroznak meg, ezek pedig
A-val egyiitt egy szabalyos haromszog alapi, egyenld oldaléli tetraédert alkotnak,
amelynek az alaphoz tartozé magassig egyenese AO. Akkor lesz a négy pont egy
stkban, ha PAO< = 90° (és QAO< = RAO< = 90°). Ekkor az AOKA = POAA,

mert két szogiik (¢, 90°) egyenld, = \/Lg = 1—&-_:;’ 142=3 = 2=2. Az A, P,Q,

R pontok akkor lesznek egy sikban, ha a mer6leges szakaszok hossza 2 egység.

f;.f.\
RN
EEN N
_/l | \'\
K | N\

/ | N
V2(1+z)/ :\ "\\/5(1—4—:5)
_"l 1 60° \ \,

/ . \

/7 A | - \

, AL N
7’ re ~ \
re ~
/ - ~ N
’ - ~ \

/’ // N \

’ - ~ “
ad SN
€7 i NN
Q V2(1 + ) R
2. dbra
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1I. megoldds. A QOP héromszogben O-ndl derékszog van, a QO befogd és
OP befogé 1 + x, ezért a QP étfogé v/2(1+ z) (QR, RP hasonléképpen), AP =
= AQ = AR = V2 + 22 (AK P derékszogii haromszog befogéi v/2 és z, atfogd AP,
a masik kettd ugyanigy). Ha a négy pont egy sikban van, akkor a PQR szabélyos
hdromszog koriilirt korének kozéppontja A (mert egyenld tévol van a csicsoktdl),
ezért a PAR< = 120°. Innen kétféleképpen is befejezhetjiik:

V2(1+x)

V3 V2(1 + 2)
1. §in60° = —2—: Y2 /24 2=Y" "7
V2 + 22 2 2

3(2 4 22) = 2(1 4 2)*;
64322 =244z +222% 22 —dx+4=0;
(z-2°=0 = z=2.
2. frjuk fel a koszinusz-tételt RP-re:
[V2(1 —|—1‘)]2 =
1

=2+ 2%+ 2422 —2(2+ 2% (—2);
201 +22+2%) =322 +6 = =2

b) A kocka koriilirt ggmbjének sugara /3. Ha a giildk 6todik (a kocka csticsaitél
kiilonboz6) csticsa is ezen a gombon van, akkor magassdguk m = v/3 — 1. Ebben
az esetben beirt gombje is van a testnek, mint az a metszeten lathaté, mert
a magassag kisebb 1-nél. (Akkor nincs beirt gémb, ha a gildk magassdga nagyobb
1-nél, ugyanis ekkor L-nél, U, V, W-nél konkév szog keletkezik.)

m =1
> p L2 W
45
O.
~F

E U |4

3. dbra 4. abra

A megoldas tehat: m = V3 —1.
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¢) A 3. dbra szerinti testeknek ,dltaldban” 24 lapjuk (14 cstcsuk és 36 éliik)
van. Ahhoz, hogy a lapok szdma felére valtozzon,
az kell, hogy két olyan haromszog, melyek egy ere-
deti kocka élben kozos oldallal rendelkeztek, egy
sikba keriiljenek, azaz a poliédernek egy lapjat al-
kossék. Ez akkor kovetkezik be, ha a gilak ma-
gassaga 1 egység, ugyanis ebben az esetben az ol-
dallapok az alaplappal 45°-0s szbget zarnak be.
Most az élek szama 12-vel csokken, hiszen eltiin-
nek a kocka élei, igy az élek szama 24 lesz, a csu-
csok szdma nem valtozik. Az m = 1 magassagu gu-
lak tehat olyan poliédert eredményeznek, melyek-
nek 14 cstcsuk, 12 lapjuk és 24 éliik van (5. dbra),
més magassag esetén a lapok, élek szama ettol kii-
16nb6z6. A megoldéds: m = 1.

5. dbra

Megjegyzés. A kapott poliéder jé példa arra, attdl, hogy egy testet egybevagé sikido-
mok hatarolnak, nem biztos, hogy szabdlyos test az illet6. Ezt a testet ugyanis egybevago
rombuszok hatéroljak, de kiilonbozé térszogleteik miatt mégsem szabdlyos a test.

9. Legyen f(z) =22 —23; 2 € [0;2]. Az f(z) fiigguény grafikonjdhoz illesz-
tettink jobbrol eqy y tengellyel pdrhuzamos tengelyt paraboldt, amelyre az aldbbiak
egyszerre teljestilnek:

a) a két gorbe torésmentesen csatlakozik eqgymdshoz a 2 abszcisszdji pontban;

b) a parabola és az x tengely dltal kézrefogott sikidom teriilete egyenld az f(x)
grafikonja és az x tengely dltal bezdrt sikidom teriiletével.

Adjuk meg a parabola egyenletét. (16 pont)

Megoldas. A parabola vehetd a g(z) =a (z — b)2 + ¢ fiiggvény grafikonja-
nak, ahol a, b, ¢ alkalmas (a > 0) konstans. Ahhoz, hogy a két gorbe csatlakozzon
egymdshoz az x = 2 abszcisszdju pontban, az kell, hogy f(2) = ¢(2), a torésmen-
tességhez pedig: f/(2) = ¢'(2),

f2)=2-22-22=0;, g2 =al2-b)"+¢ =
(1) 0=a(2-b)"+c,
fl(x) = 4o —32% g¢'(x) =2a(x —b); f(2)=4-2-3-2% = —4;
(2) —4 =2a(2 - b).

Az f(z) figgvény grafikonja és az x tengely altal bezart sikidom teriiletéhez
elészor meg kell oldanunk a 0 = 222 — 23 egyenletet. 0 = 22(2 —2) = z; =0;

Trog = 27
/ 5 4?8 16 4
x x
T = 22_3d:2,7_7 =2. - — — = —,
/( x® —z°)dx [ 3 1 L 5T 3
0
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A g(z) fuggvény grafikonjanak szimmetrigjat kihasznélva kaphatjuk az integ-
ralds hatdrait. A kezd6pont nyilvan a 2, a végpont pedig: 2(b—2) +2 =2b— 2.
Mivel a sikidom az x tengely alatt van,
A 2b—2 5 2b—2
—— = / [a(a:fb)ZJrc]dx: a(xi ) +cx =
3 3
2 2
b—2)° —b)°
—a( ) +c(26—-2) — a( ) +2c| =
3 3
2 3 2 3
= ga(b —2)" +2bc — 4c = ga(b —2)" +2¢(b—2).
Y Megkaptuk tehat a harmadik egyen-
° / letet:
4 2
5 (3)  —==Za(b—2)"+2¢(b—-2).
3 3
@) / (2)-bé1 kifejezzitk (b — 2)-t:
2
b 1 2b—2 a
0 2 iz
(1)-et felhasznélva:
9(x)
1 2
2 4
./ 0:a<—> +c = c=——.
T(b;c) a a
Behelyettesitve (3)-ba:
4 2 [2V 4\2 4 16 16
_Z=Z4( 2 2(-=1=;, ——=—=-= /., 3.
3~ 3% <a) * ( a) a 3 3a® a? (=8a%)
4a% = 16 +48; a>=8 = a=2V2 (a>0);
4 2 1 4++2
c=— = V2, b=2+-—"=24—"—=
2v2 2v2 V2 2
A parabola egyenlete:
442V
y=23(s- 2V V2 (=gt
Németh Laszlé
Fonyéd
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Helyesbités
A szerkeszt6ség hibdjabol a 2020/6. szamban megjelent emelt szintli gyakorld
feladatsor 4.b) feladatdnak kérdése tévesen jelent meg. A helyes szoveg:

Mekkora a legnagyobb teriileti téglalap alapra illeszkedd éle, amelyet a megadott
mddon el lehet helyezni a tetén?

A hibédért elnézést kériink.

Matematika feladatok megoldasa

B. 5015. Hdrom egységsugari kor dtmegy eqy kdzds ponton. Mdsodik metszés-
pontjaik A, B és C. Mekkora az ABC kér sugara?

(3 pont) Javasolta: Szoldatics Jézsef (Budapest)

Megoldas. Legyen a harom kor ko-
zéppontja Ay, By és C1, a kdzos pontjuk
pedig P az dbra szerint.

Megmutatjuk, hogy az AA;, BB,
C (1 szakaszok felezopontjai egybeesnek
(O pont). Irdnyitsunk a kézos P pontbdl
a korok kozéppontjaiba helyvektorokat:

— — —

PA; =a, PB; =b, PCy = c. (Az dbrén
— =

csak a PA; és PC; vektorokat tiintet-

titk fel.) Ezek egységnyi hossziisdguak.

Az AlB, ClB, ClA, BlA, BlC, AlC is

mind egységnyiek, igy

a—&-c:lﬁ7 a—i—b:ﬁ, b+C:P—1>4.
Az AA, szakasz felez6pontjdba mutaté helyvektor:
PA, + PA _atb+tc
2 B 2

Ugyanezt a vektort kapjuk BB; és CCy felez6pontjira is, a harom felezépont

valéban egybeesik. Az A;B1C; haromszog O-ra vonatkozo tiikkérképe az ABC

héromszog. Mivel az A; B1C7 haromszog koré a P koriil egységnyi sugaru kor irhato,
ezért tiikkorképe, az ABC haromszog koré is.

Stomfai Gergely (Budapest, ELTE Apdczai Cs. J. Gyakorlé Gimn. és Koll.,

10. évf.) dolgozata alapjan
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