GF 2020.10.7 — 19:07 — 409. oldal — 25. lap KoMalL, 2020. oktéber EF

Belattuk, hogy ha az allitas igaz a k természetes szamra, akkor a k 4+ 1 termé-
szetes szamra is igaz. Mivel az allitds igaz az n = 1-re, ezért minden természetes
szamra igaz.

2. megoldds. frjuk fel a sorozat elemeit az elsé elem és a rekurzids képlet
segitségével:

ay =5=3"+4,

ag=3-5-8,

a3=3-(3-5-8)-8=32.5-3-8-8=3%.5—(3+1)-8,
ay=3-(32-5-3-8-8)-8=3.5-32.8-3.8-8=3%.5-(32+3+1):8.

Ezek alapjan: a, = 3""1-5— (377243773 + ...+ 1) -8. A mértani sorozat 6sszeg-
képletével:
3n—1

-1
-~ .8=3"t.5-4.3"pa=3""1 44

n:3n—1.5
¢ 3-1

Balga Attila, Székely Péter
Budapest V. Keriileti Eotvos Jozsef Gimnazium

Matematika feladatok megoldasa

B. 4979. Az ABC hegyesszigi haromszigben D és E rendre az AB, illetve
az AC oldalnak belsé pontja. A BE és CD szakaszok metszéspontja F. Bizonyitsuk
be, hogy ha BC? = BD - BA+ CE - CA, akkor ADFE hirnéqgyszog.

(5 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

I. megoldas. Legyen a BC' egye-
nes és az AEBA koréirt korének B-t6l

kiilonb6z6 metszéspontja P. A C' pont- A
nak erre a korre vonatkozé hatvanya
CP-BC=CEFE-CA.
Tudjuk, hogy BC? = BD-BA+
+ CE - CA. Utdbbi egyenletbdl kivonva ‘
el8bbit, azt kapjuk, hogy ‘V?
BC - (BC - CP)=BD - BA.

B P C
Viszont BC —CP = BP,igy BP-BC =
= BD - BA.
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Az egyenlet jobb oldala a B pontnak az ADCA koréirt kérére vonatkozo
hatvanya. Ezek szerint az egyenl6ség miatt P rajta van az ADCA koréirt korén is.

Legyen APC< = . Ekkor keriileti szogek egyenlésége miatt az ADPC koron
ADC<q = APC< = ¢. Tudjuk, hogy APB< = 180° — ¢. Az ABPFE koron a kertileti
szdgek miatt AEB< = APB< = 180° — . [gy ADF< = ADC< = ¢ és AEF< =
= AEB< = 180° — ¢, mivel D, F, C, illetve E, F', B egy egyenesen vannak. Ezek
szerint ADF<+ AEF< = 180°, tehat ADFE valéban hurnégyszog, hiszen két
szemkozti szogének Gsszege 180°.

Diszkusszio: Akkor lehetne probléma az abréval — és igy a bizonyitdssal is —,
hogyha az AEBA koréirt kore érinti BC-t, vagy pedig a BC' szakaszon kiviil metszi
masodszor. A C-b6l felirt hatvany a korre ekkor is helyes lesz, igy CE-CA =
= CP - BC teljesiilni fog. Hogyha a BC' szakaszon kiviil metszi a kor az egyenest,
az csak B-n til lehet, igy ha P ,rossz” helyen van, akkor C'P > BC teljesiilni fog.
Ennek alapjan CP - BC > BC?, igy a BC? = BD - BA+ CE - CA egyenletben
BD - BA <0, ami nyilvanvaléan nem lehetséges, mert ekkor D nem bels6é pontja
lenne az AB oldalnak. Ezek szerint a feltétel alapjan a P pont a BC' szakasz belsd
pontja, az abra mindig megfeleld, és a bizonyitas helyes.

T6th Baldzs (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évft.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Legyen az ABC hé-
romszog A-nél fekvé bels szoge o, a B-
bdl, illetve C-bol induldé magassagvona-
lak talppontjai pedig Mp és Mc.

A BC oldalra felirt koszinusztétel-

(1) BC?=BA?+ CA*-
—2-BA-CA-cos «,

valamint a feltétel szerint:

(2) BC? =CA-CE + BD - BA.

(1) és (2) kiilonbségébdl:
0=CA(CA—-CE)+BA(BA—BD)—-2-BA-CA-cosa,
0=AE-CA+AD-BA—-2-BA-CA-cosa.

Rendezés utan:

AE  AD
2 =—— 4+ —.
(3) cosa =+ A
Masrészt az AC Mo és ABMp derékszogli haromszogekbol cos a-t kifejezve:
McA  MpA
4 2 = .
(4) cos oA BA
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éf 2020.10.7 — 19:07 — 411. oldal — 27. lap KoMalL, 2020. oktéber ?

(3) és (4) kiilonbsége alapjan:
AE = MpA _ MgA— AD

AB AC
5) EMg  DMc
AB ~— AC -

Atrendezés utdn sin a-val bévitve:

DMz  AC  AC-sina  CMcg

EMg AB AB-sina BMpg’

Ez azt jelenti, hogy a DMcC és EMpB derékszogli haromszogek hasonloak,
a megfeleld szogek egyenlSk: McDC< = MpEB<. Mivel MpEB<t = AEF<, és
az Mo DC< mellékszoge F'D A<, igy

AEF<+ FDA< = 180°,

azaz AEF D valéban hiurnégyszog.

Ha a D és M¢c pontok egybeesnek, akkor (5) miatt az F és Mp pontok is
egybeesnek, az ADFFE négyszog két szemkozti szoge derékszog, tehat ekkor is
hirnégyszoget kapunk.

Kocsis Anett (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 11. évf.)

I11. megoldas. Tekintsiik a B kozéppontt, v BD - BA = ry sugari ¢; és a C
kozépponti, VOFE - CA = ry sugaru d koroket. Ezekre a korokre invertdlva az A
pontot kapjuk a D és az E pontot, mivel tgy valasztottuk meg a sugarakat, hogy
ez teljesiiljon.

A feladatban szerepld feltétel szerint
BC? =BD-BA+CE-CA=r}+7r3,

tehdt a Pitagorasz—tétel megforditdsa A
értelmében a BC'M haromszog derék-
szogl, vagyis a két kor bezart szoge
(ami a metszéspontjukba hizott érinték
bezart szoge) 90°. Ebben az esetben,
ha valamelyik korre invertaljuk a masik
kort, akkor annak a képe 6nmaga lesz,
tehdt invarians alakzat. Ezeket felhasz-
nélva lathatjuk, hogy ha D-t invertal-
juk a d, valamint F-t a ¢ korre, akkor
képeiknek egybe kell esniiik, ez pedig
csak a két egyenes metszéspontjaban le-
hetséges, amit az dbran F-fel jeloltiink.

Lathat6, hogy ebben az esetben BD - BA =1? = BF - BE, azaz a BDF és
BAE haromszogek hasonldk, tehdt DF B<t = BAE<.
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Ekkor az ADFE négyszog valéban hurnégyszog lesz, hiszen a szemkozti szo-
geinek Gsszege 180°. Ezzel allitasunkat belattuk.

Tubak Ddniel (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. A megoldds csak a kovetkezd tétel alkalmazisaval teljes: Két inverzid
sorrendje pontosan akkor cserélhetd fel, ha az alapkorok mer6legesen metszik egymast.

Esetiinkben az A pont ¢ koérre vonatkozé inverze a D pont, majd ennek a d-re
vonatkozé inverze rajta van a C'D egyenesen. Masrészt az A pont d-re vonatkozé inverze
az I pont, majd ennek inverze a c-re a BE egyenesen van. Ha a két inverzié felcserélhetd,
akkor valéban csak a két egyenes metszéspontja, az F' pont lehet a kozos kétszeres inverz.

Vazoljuk az inverzidk sorrendjére vonatkozé tétel bizonyitasat.

Az inverzi6 szogtarté. Ebbél kévetkezden az inverzié inverzidtarté: ha P és Q egymads
képei az i korre valé inverziéndl, és P, Q’, i’ ezek képei a j korre val6 inverziénal, akkor P’
és Q' egymas képei az i'-re vald inverziéndl. Valéban, P és (Q pontosan akkor egymaés képei
i-nél, ha a P-n is és Q-n is a&tmend korok valamennyien merdlegesek i-re — ez a tulajdonsag
pedig megmarad, ha j-re invertalunk.

Tehét ha az i1, i2 korokre vald inverziék kommutativitasat vizsgaljuk, akkor dttransz-
formalhatjuk oket egy inverzidval, a transzformaciék megmaradnak, kommutativitdsuk ott
is vizsgalhato.

Két metsz6 korre vonatkozé inverzié két metszd egyenesre vonatkozé tiikrozéssé
valtozik, ha a két kor metszéspontja koriili inverzidt alkalmazunk.

A szogtartds miatt akkor és csak akkor cserélhet6 fel a tiikkrozések sorrendje, ha a két
egyenes merdleges egymaésra.

Osszesen 36 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 30, 4 pontot 2, 3 pontot 1 tanuld.
2 pontos 2 tanuld, 1 pontos 1 tanulé dolgozata.

B. 4985. Adott négy egyenes gy, hogy kézilik barmelyik hdrom meghatdroz
eqy hdaromszdget. Bizonyitsuk be, hogy ennek a négy hdromszégnek a magassagpontja
eqy egyenesre illeszkedik.

(5 pont)

Megoldéas. A négy egyenes metszéspontjait betiizziik meg az dbran lathato
modon Py, Py, K1, Ko, S1, So-vel. Az eredeti megoldas szerint ezek szineket is jelen-
tenek. A betfizést igy valasztottuk, hogy mindegyik egyenesen a K;, P;, S, pontok
koziil pontosan egy helyezkedjen el, vagy mas szoval barmely héarom egyenes al-
tal meghatarozott haromszognek mindharom csicsa kiilonb6zé ,,szinti”. A Thalész-
tétel megforditasabdl lathatd, hogy az 0sszes haromszog magassdg-talppontjai rajta
vannak az azonos nevii/szin{i pontok ltal meghatdrozott szakaszra mint 4tmérdre
emelt korokon. A P; P, Thalész-kore altal kimetszett talppontokat T;j-vel, a K7 Ko
Thalész-kore altal kimetszetteket R;-vel, mig az 515 Thalész-kore altal kimetszett
magassag-talppontokat Qp-val jeloltiik. Legyenek tovabba a Thalész-korok ebben
a sorrendben a p, k, s korok. A haromszogek magassagpontjai My, Mo, Mg és My.
Azt fogjuk belatni, hogy a magassdgpontoknak a harom korre vett hatvanyai egyen-
16k, ezért csak egy egyenesen lehetnek (mér akkor is egy egyenesen kell legyenek,
ha két korre egyenld a hatvényuk.)

Ha példéul a P; K155 haromszog M; magassagpontjanak vizsgaljuk a p korre
(az dbrén szaggatott vonallal jelzett) vonatkozd hatvanyat és a k korre (az dbran
a pontokkal jelolt kor) vonatkozé hatvényat, akkor ehhez a két korhoz érdemes
hozzavenniink még a Py K7 Thalész-korét is, legyen ez a ¢ kor. Ezen a koron is
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rajta vannak a P, K1, Rs, T5 pontok. fgy a p és c korok hatvanyvonala a P73

egyenes, tovabbd a k és ¢ korok hatvanyvonala a K7 Rz egyenes. Latjuk tehdt, hogy

az My pont a p, k és ¢ korok hatvanypontja, tehat a p-re és k-ra vonatkozd hatvanya

is megegyezik. Ugyanigy bizonyithaté a hatvanyok egyenlésége barmely mésik két
korre és magassagpontra. Az allitast ezzel belattuk.

Beke Csongor (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 11. évf.)

dolgozata alapjan

Osszesen 29 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 24, 4 pontot 1, 3 pontot és 2 pontot
szintén 1-1 tanulé. 1 pontos 1, 0 pontos 1 tanul6é dolgozata.

B. 5052. Kezdé és Masodik eqy kezdetben tires 19 x 19-es tabldzat mezdibe ir
felvdltva egy-eqy szdmot, 0-t vagy 1-et. Amikor mdr az dsszes mezd ki van téltve,
kiszdmoljdk a sordsszegeket és az oszlopdsszegeket. A legnagyobb sordsszeq legyen A,
a legnagyobb oszlopdsszeq pedig B. Ha A > B, akkor Kezdd nyer; ha A < B, akkor
Masodik; ha pedig A = B, akkor dontetlen a jdaték eredménye. Van-e valakinek nyerd
stratégidja?

(6 pont)
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Megoldas. Megmutatjuk, hogy Kezd6 szamara létezik nem veszto stratégia.

Legyen Kezd6 els6 szama 0, mindegy, hogy hol. Ezt kovetéen Kezd6 minden
tovabbi 1épésében a Masodik &ltal elétte beirt szamtol kiillonbozé szamot ir be:
ha van hely abban az oszlopban, ahovd Mésodik utoljara irt szamot, akkor abba
az oszlopba, kiilonben pedig egy olyan oszlopba, amibe hasonlé esetben még nem
tett szamot. Ilyen biztos, hogy van, mert Masodik ezen stratégia mellett pontosan
9 oszlopot fejez be, a tobbi 9 oszlop pedig (a kezdboszlopot nem szdmolva, hiszen
ott mindenképpen Kezdd rakja az utolsé szamot) csak akkor telhet meg, ha Kezd8
egy ilyen esetben oda rakja a szamat, tehat marad benniik addig hely.

fgy B < 10, hiszen minden oszlopban legfeljebb eggyel nagyobb az 1-esek sza-
ma, mint a 0-dké, mivel az utolso 1épés kivételével az oszlopban barmely jatékos
minden egyeséhez tartozik a masik jatékosnak egy-egy kiilonbozo 0-ja. Masrészt
Osszesen (19-19 —1)/2 = 180 darab 1-es van a tablazatban, mivel a legels6 lépésen
kiviil minden 1épéspér (Mésodik, majd Kezdd 1épése) sordn a beirt szdmok Gssze-
ge 1. Ebbdl a skatulyaelv miatt kovetkezik, hogy a 19 sor egyikében legalabb 10
az l-esek szama, tehat A > 10 > B, vagyis Masodik nem nyerhet.

Ezutédn azt mutatjuk meg, hogy Mésodik szamara is 1étezik nem veszto stra-
tégia (lényegében ugyanaz, mint Kezdéé, csak sorokra alkalmazva).

Maésodik irjon Kezdo6 utolsé leirt szamanak sordba masmilyen szamot; amikor
pedig nem tud, akkor egy olyan sorba irja a masmilyen szamot, ahovd még nem irt
szamot ilyen helyzetben. Ez lehetséges, hiszen a stratégia szerint Kezd6 pontosan
10 sort fejez be, ekkor kell Masodiknak 6nalléan 1épnie, és ahova 1ép, ott onnantol
Kezd6 lépése utan paros sok szam lesz, tehat azokat Kezdd nem tudja befejezni. fgy
10 sort Kezd6 fejez be, 9 sorba pedig Masodik rak énédlléan egy-egy szamot, ezeken
a szamokon kiviil pedig minden sorban ugyanannyi 1 és 0 van. Tehat minden sorban
legfeljebb 10 darab 1-es van. Osszesen 180 vagy 181 darab l-es van a tébldzatban
(Kezdd utolsé szdmatdl fiigghen), tehat a skatulya-elv szerint kell lennie olyan
oszlopnak, ahol legalabb 10 darab 1-es van. A < 10 < B, vagyis Kezd6 nem nyerhet.

Mivel mindkét félnek van olyan stratégiaja, melyet hasznalva a mésik fél nem
nyerhet, egyik fél szaméra sem létezik nyerd stratégia.
Czett Matyds (Zalaegerszegi Zrinyi M. Gimn., 12. évf.)

58 dolgozat érkezett. 6 pontos 29, 5 pontos 8, 4 pontos 5, 3 pontos 1, 2 pontos 8,
0 pontos 7 dolgozat.

B. 5059. Legyen valamely pozitiv egész c-re {an} a kévetkezd, rekurziv mddon
definidlt sorozat: ag = ¢ €s apy1 = [an + \/éﬂ] , ha n > 0. Bizonyitsuk be, hogy ha
a sorozat tagja a 2019, akkor a kordbbi tagok kozott nincs négyzetszam, de a késobbi
tagok kozott végtelen sok négyzetszam fordul eld.

(5 pont)
Megoldas. Belatjuk, hogy ha [x + \/:ﬂ = a;, akkor a;_1 = x. Az = -re igaz

a rekurziv feltétel, tovabba y > x-re [y +VY } > [a: + ] (a linedris rész 1-gyel
né, a gyokos rész szigortian monoton né), y < z-re [y + \/y} < [m + \/E], tehét x
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az egyetlen lehet6ség: a sorozat barmelyik eleme tehat egyértelmiien meghatarozza
a korabbiakat.

fgy megkeresve a szamokat, a sorozat korabbi, 2019 el6tti elemei sorrendben:
1805, 1847, 1889, 1932, 1975, 2019, melyek egyike sem négyzetszam (gyokeik meg-
kozelitd értéke rendre: 42,4853; 42,9767; 43,4626; 43,9545; 44,441; 44,9333). Mivel
1764 + /1764 > 1805, 1763 + /1763 < 1805, valéban nincs kordabbi eleme a soro-
zatnak. igy a korabbi tagok kozott nincs négyzetszam.

Megmutatjuk, hogy ha van egy négyzetszam a sorozatban, akkor a sorozat
egy alkalmas késébbi eleme is négyzetszam, tehat végtelen sok négyzetszam van
a sorozatban. Pontosabban: Ha a; = b%, akkor Ait2bt1 = (2b)2. Ugyanis a sorozat
kivetkezé harom eleme rendre a; 1 = b? + b, a;1o = b* + 2b, a;;3 = b? + 3b lesz
(hiszen b2 + Vb2 = b2 +b, b2 < D2 +b < B2 +2b < b +20+1 = (b+1)2, ésigy b2 +D
és b2 + 2b gyokének egész része is b). Azaz a;13 = (b+1)> +b— 1. A c-re vonatkozé
indukciéval beldtjuk, hogy a;+1+2. = (b+ 0)2 +b—c,hal0<c<b+1. Ezc=1l-re
igaz; tegyiik fel, hogy a;y112. = (b+ c)2 + b — c. Ekkor

Gisipoer1 = b+ +b—c+b+c=(b+c)* +2b
és
Git12et2 = Gipryaiesn) = (0+0)° +2b+b+e=(b+ct+1)° +b—(c+1)

(hiszen (b+ ¢)* +b—c < (b+¢)*+2b < (b+ ¢)* +2b+2c+1 = (b+ c+ 1)%). Tehat
az allitas teljesiil (¢ + 1)-re is. Helyettesitsiink be ¢ = b-t, ezzel megkapjuk a fenti
allitast.

A sorozat elemei 2019 utan: 2019, 2063, 2108, 2153, 2199, 2245, 2292, 2339,
2387, 2435, 2484, 2533, 2583, 2633, 2684, 2735, 2787, 2839, 2892, 2945, 2999, 3053,
3108, 3163, 3219, 3275, 3332, 3389, 3447, 3505, 3564, 3623, 3683, 3743, 3804, 3865,
3927, 3989, 4052, 4115, 4179, 4243, 4308, 4373, 4439, 4505, 4572, 4639, 4707, 4775,
4844, 4913, 4983, 5053, 5124, 5195, 5267, 5339, 5412, 5485, 5559, 5633, 5708, 5783,
5859, 5935, 6012, 6089, 6167, 6245, 6324, 6403, 6483, 6563, 6644, 6725, 6807, 6889.

Mivel 6889 = 832, a fentiek szerint végtelen sok négyzetszdm van a sorozatban.
Németh Mdrton (Nagykanizsa, Batthydny L. Gimn., 9. évf.)

57 dolgozat érkezett. 5 pontos 41, 4 pontos 9, 3 pontos 2, 2 pontos 2, 1 pontos
3 dolgozat.

B. 5083. Van-e¢ olyan 100-adfoki wvalds egyiitthatés p(xz) polinom, melyre
a p(p(a:)) polinomnak 10000 kilénbizé valds gydke van?

(5 pont)

100
Megoldas. Van ilyen polinom. Legyen p(z) = [ (x — 4). Ekkor p(p(z)) gyo-

i=1
kei a p(x) —i (i = 1,2,...100) polinomok gyokei. Két ilyen kiilonbsz6 polinomnak
nem lehet kozos xg gyoke, hiszen p(xg) — i = p(x¢) — j nem teljesiilhet kiilonbsz6 ¢,
7 esetén. Ezért elég azt belatni, hogy mind a szaz polinomnak van szaz kiilonb6zo
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gyoke. Mivel a polinomok folytonos fiiggvények, ezért ha a < b és f(a) és f(b) eld-

jele kiilonboz6, akkor az f polinomnak a és b kézott van gyoke. Azt fogjuk belatni,

hogy ha n péros, és 0 < n < 100, akkor p(n + 0,5) > 100, ha pedig n pératlan, ak-
100

kor p(n+0,5) < —100. Az S = [] (n+ 0,5 — i) szorzatban 100 — n darab negativ
i=1

tényezd van, és a 100 — n az n-nel megegyezd paritasi. Ezért elég azt belatni, hogy

|S] > 100. A szorzatban legfeljebb két olyan tényezé szerepel, amelynek az abszo-
lat értéke legfeljebb 0,5, és legalabb 96 olyan van, aminek legalabb 2. Ezért a szor-
zat abszoliit értéke legaldbb 0,5-0,5 - 296 = 294 > 27 > 128 > 100. fgy paros n-re
p(n+0,5) —i > 0, paratlanra pedig p(n + 0,5 — i) — i < 0. Ebb6l kovetkezik, hogy
ha 0 < n <99, akkor n+ 0,5 és n+ 0,5 + 1 kozott van gyoke p(x) — i-nek, és igy
van 100 kiilonb6z6 gyoke.

Beke Csongor (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 12. évf.)

38 dolgozat érkezett. 5 pontos 25, 4 pontos 11, 3 pontos 2 dolgozat.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(664-668.)

K. 664. Van hat érménk, melyek koziil négy darab 100 grammos, ketté pedig
99 grammos. Rendelkezésiinkre all egy kétkart mérleg. Legaldbb hany mérésre van
sziikségiink ahhoz, hogy megtaldljuk az egyik konnyebb érmét?

K. 665. Egy utca egyik oldalan all valahany jatékrobot. Egy lépésben ponto-
san harom robotnak tudjuk azt a parancsot adni, hogy menjen at az 1t tuloldalara.
Hény robot esetén lehet elérni, hogy a robotok az utca tuloldalara keriiljenek at?

K. 666. Hany olyan hatjegyil szam van a 182 t6bbszorosei kozott, melyben
az elsé harom szamjegybol allé6 haromjegyt szam megegyezik az utolsé harom
szamjegybdl allé6 haromjegyli szammal?

K. 667. Induljunk ki egy pozitiv egész szambol. Egy 1épésben, ha az aktu-
alis szamunk paros, akkor vegyiik a felét, ha pedig paratlan, adjunk hozzd 1-et.
A 1épéseknek akkor van vége, ha el tudunk jutni az 1-hez.

a) Igaz-e, hogy barmelyik szdmbdl kiindulva el6bb-utébb (véges sok 1épésben)
az 1-hez jutunk?

b) Igaz-e, hogy legfeljebb 30 lépésben jutunk az 1-hez, ha egy négyjegyli szam-
bol indulunk ki?
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