GF 2020.10.7 — 19:07 — 397. oldal — 13. lap KoMalL, 2020. oktéber EF

A szakaszok lapra nem illeszkedd végpontjait jeloljiik P, @, R-rel.
a) Milyen hossziak a szakaszok, ha az A, P, Q, R pontok egy sikban vannak?

A 2 egység éli kocka lapjaira kifelé egyenlé magassagu, 2 egység oldali négyzet
alapti egyenes gulakat helyeziink gy, hogy a gila alapja egybeesik a kocka adott
lapjaval.

b) Mekkora a gila magassiga, ha az igy kapott testnek van koriilirt és beirt
gbmbje?

¢) Mekkora a gila magassdga abban az esetben, ha az igy keletkezett poliéder-
nek 14 csucsa, 12 lapja és 24 éle lett? (16 pont)

9. Legyen f(z) = 22% — 23, x € [0;2]. Az f(z) fiiggvény grafikonjahoz illesztet-
tiink jobbrdl egy y tengellyel parhuzamos tengelyti parabolat, amelyre az alabbiak
egyszerre teljesiilnek:

a) a két gorbe torésmentesen csatlakozik egymdashoz a 2 abszcisszdji pontban;

b) a parabola és az z: tengely altal kozrefogott sikidom teriilete egyenlé az f(z)
grafikonja és az x tengely altal bezart sikidom teriiletével.

Adjuk meg a parabola egyenletét. (16 pont)

Németh Laszlo
Fonyod

Megoldasvazlatok a 2020/6. szam emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Adott két fiigguény:

f(ar)=2z+9; glx) = Va2 + 4z +4.

3

Van-e olyan x € R, ahol a két figgvény helyettesitési értéke megegyezik? (6 pont)

b) Van-e olyan p valds szdm, amelyre az aldbbi két kifejezés értéke egyenld:

A =logs(p + 2) + logy(p — 2); B =1+log,(p+10)? (6 pont)

Megoldas. a) 1. megoldds. g(x) = +/(z + 2)2 = |z + 2|,
20+9=3-|z+2|
Ha =z < —2, akkor

20 +9 = —-3x — 6,
r=-3.
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? 2020.10.7 — 19:07 — 398. oldal — 14. lap KoMalL, 2020. oktéber ?

Ha z > —2, akkor

20 +9 =3z +6,
Tz =3.

Ellen6rzés behelyettesitéssel vagy az ekvivalenciara vald jogos hivatkozassal.
2. megoldds. 2x+9 = 3vVa? +4x +4, hax > _79, akkor négyzetre emelhetiink:

422 + 36z + 81 = 922 + 362 + 36,
9 =22,

r = +3.

Elleno6rzés behelyettesitéssel vagy az ekvivalenciara valé jogos hivatkozassal.

b) logy(p + 2) + logy(p — 2) = 1 4 logy(p + 10).

Kikotés: p > 2,
log, (p2 —4) = log,y(2p + 20).

Mivel a log, x fliggvény szigorian monoton:

p? —4=2p+20
p?—2p—24=0,
p1=—4; p2 =6.

Csak a p =6 megoldds tesz eleget a feltételeknek. Az alaphalmazon ekvivalens
atalakitasokat végeztiink.

2. Solymdsz tandr ur bioldgia ordjdra 26 végzds jdr, és valamennyien részt
vesznek imdadott bioldogia tandruk humdnetologia ordjin is. Félévkor a tandr ur
(neveld célzattal) meglehetdsen szigori volt, ezért 21-en nem kaptak dtést bioldgi-
abol és 19-en nem kaptak otost humdnetologiabol. Ugyanakkor 8-an kaptak dtist
legaldbb az eqyik tdargybal.

a) Hdny végzds kapott dtist mindkét tdrgybdl? (4 pont)

A biolégia probaérettségit mind a 26 didk megirta. A tandr dr korabbi szigori-
saga elérte céljdat, mert a probaérettségi mdr sokkal jobban sikerilt. Senki sem kapott
elégtelen, vagy elégséges osztalyzatot. A kdzepes, jo és jeles osztdlyzatok szama eb-
ben a sorrendben eqy mértani sorozat hdrom egymdst kévetd eleme lett. A csoport
atlaga % lett.

b) Szdmoljuk ki a prébaérettségi osztdlyzatainak szdrdsdt. Az eredményt két
tizedesjeqy pontosdggal adjuk meg. (8 pont)
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GF 2020.10.7 — 19:07 — 399. oldal — 15. lap KoMalL, 2020. oktéber EF

Megoldéas. a) 1. megoldds. 5 tanulénak van 6tose bioldgidbdl, 7 tanulénak
van 6tose humanetolégiabdl; 5+ 7 = 12, de csak 8 tanulénak van legalabb az egyik
targybdl otose, ezért mindkét targybdl 4 tanulénak van 6tose.

2. megoldas. Ha mindkét targybdl x tanuldénak van 6tose, akkor csak biologia-
bol 5 — x tanulénak van 6tose. Csak humanetolégidbdl 7 — z tanulénak van 6tose.

S5—zrz+ax+7—x=8.

Tehat mindkét targybol 4 tanulénak van 6tose.
b) 1. megoldds. A harmas, négyes és 6tos osztilyzatok szama: a, a - q, a - ¢°.

a+ aq + aq® = 26,

3a + 4aq + 5aq? _ @
26 13
Mindkét egyenletbol a-t kifejezve:

26 120
1+q+q¢> 3+4q+5¢2

Rendezés utan:

7
5" —8¢—21=0, q1=—z; ¢=3.

Csak a g = 3 felel meg a feladat feltételeinek, tehdt 2 db harmas, 6 darab négyes
és 18 darab 6tos osztalyzat sziiletett.
Az osztalyzatok szérdsa: 0,6249 ~ 0,62.

2. megoldads. Legyen a harmasok szama a, a négyesek szama b, az 06t6sok
szama c. Ekkor az alabbi egyenleteket kapjuk:

1. a+b+c=26,
I 3a+4b+50_@

' 26 137
III. b? = ac.

Az els6 egyenletbdl: a = 26 — b — c. A maésodik egyenletet atalakitva: 3a +
+4b+ 5c = 120. Az el6z6 Gsszefiiggést beirva: 3(26 — b — ¢) + 4b+ 5¢ = 120. Ebbél:
b=42 —-2césa=c—16.

Igy a harmadik egyenlet: (42 —2¢)” = (¢ —16) - ¢. Az egyenletet rendezve:

3c? — 152¢ 4 1764 = 0, ennek megoldasai: ¢; = 18 és ¢y = 9—??
Csak a ¢ = 18 felel meg a feladat feltételeinek, tehat 2 db hdrmas, 6 darab

négyes és 18 darab 6t0s osztalyzat sziiletett.
Az osztalyzatok szérdsa: 0,6249 ~ 0,62.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/7 399



GF 2020.10.7 — 19:07 — 400. oldal — 16. lap KoMalL, 2020. oktéber EF

3. a) Hatdrozzuk meg az f : R — R, f(x) = 23 — 322 — 24z + 2 fiigguény lokdlis

mazimumhelyét. (5 pont)
b) Mekkora teriiletet zdr be a g : R — R, g(x) = 322 — 62 — 24 fiiggvény grafi-
konja és az x tengely? (6 pont)
¢) Mennyi az a,, = 13177-:85 sorozat hatdrértéke? (3 pont)

Megoldas. a) A derivaltfiiggvény: f/(x) = 322 — 62 — 24. A fiiggvénynek ott
lehet lokalis szélsértéke, ahol a derivalt nulla.

322 — 62 —24=0, x;=-2; x5 =4.

T < =2 r=-2 —2<zr<4 r=4 4<uz
f/(x) + 0 — 0 +
f(x) 0 lok. max. h. N lok. min. h. 0

Vagy a tdbldzat helyett: A mésodik derivalt, f”(z) = 6x — 6, f”"(—2) = —18 < 0 és
f"(4) =18 > 0.

Tehat a fliggvénynek az x = —2 helyen van lokélis maximuma.
b) 322 —6x—24 =0, x1=-2; xo =4,
4
T= /(3362 — 6z —24)dz| = |[:r3 — 327 — 24:6]4;‘ =
)
= [(64 — 48 — 96) — (—8 — 12 + 48)| = 108.
_ (1ln—5 o 1-2 1-0 11
C) hrn = l1im = = —,
n=oc \ 3n 4+ 8 n—o0 3+% 340 3

40 cm 4. Peti bd’ egy téglalap alapi baba-
hdzat készitett a ldnyainak. A téglalap
oldalai 60 cm és 80 cm. A babahdzra egy
levehetd ,sdtortetdt” készitett. A tetd fel-
s6 €le 40 cm hosszi, és a babahdz tégla-
lap alakd mennyezetének hosszabbik ko-
zépvonala felett, attol 35 cm tdvolsdgra
60 cm  van. A tetd oldalélei eqgyenld hosszuak.

felsé é1 |
oldalel 1 \oldalel
35 cm

|
1
|
1
I
1
I
I
1
|

a) Szdmdtsuk ki az oldalélek hosszdt
és a vizszintes sikkal bezdrt szdgiiket.
(7 pont)
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GF 2020.10.7 — 19:07 — 401. oldal — 17. lap KoMalL, 2020. oktéber ?

Zsdfi a tetd trapéz alaku részére eqy téglalap alaku diszt szeretne felragasztani.
A téglalap egyik oldala illeszkedik a trapéz alapvonaldra, két csicsa pedig a trapéz
szaraira.

b) Mekkora a legnagyobb teriletd téglalap terilete, amelyet a megadott mddon
el lehet helyezni a tetén? A wvdlaszt négyzetcentiméterben, egész szdmra kerekitve
adjuk meg. (6 pont)

Megoldas. a) (Az 4.a. dbra jelolései alapjan.) Az oldalél hosszanak kiszami-
tasa:

1. lehetéség. Az AT\ F; derékszogli haromszoghen FiT7 =20 és AF; = 30.
A Pitagorasz-tétel az AFT, derékszogii haromszogben: AT = \/20% + 30% =
= 10V13 ~ 36,06. Pitagorasz-tétel az AT\ E derékszogli haromszogben: AE? =
= AT? + ET?.

AE = [35% + (10v13)* = (\/302 + (5v85)” ) = 5v101 % 50,25 em

az oldalél hossza.

2. lehetdség. Pitagorasz-tétel az EF)T; derékszogii haromszogben: EF) =
= /202 + 352 = 5v/65 ~ 40,31. Pitagorasz-tétel az AF, E derékszogii haromszog-
ben: AE? = AF2 + EF2.

AE = /352 + (10V13)* = (\/302 + (5v85)” ) = 5v101 ~ 50,25 em

az oldalél hossza.

Az oldalél vizszintes sikkal bezart szoge a 4.a. abran p-vel jelolt EAT, szog,
. 35 o
amelyre sin ¢ = 51T 0,6965, ahonnan: ¢ = 44,15°.

F/

Aa=-bT a T z B

4.a. dbra 4.b. dbra

b) A 4.b. dbra jeloléseit haszndlva: ATE/A ~ BT'F'/\, mert szogeik egyenl8k.

m’ 2m , 2m
— = <~ m = X,
x a—1> a—1b
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éf 2020.10.7 — 19:07 — 402. oldal — 18. lap KoMalL, 2020. oktéber ?

Ebbdl a téglalap teriilete:

2m 2m
ST = .
a—2b a—2>b

T(x) = (a - 22) - (204 ax) = - (a2 00

2
= (e ) = D sy

Tehét a teriilet maximalis, ha z = ¢ = 20 cm.

II. rész

5. A DO 900 pdlét rendelt E5vis Napra. A pdldkat két géppel nyomtattdk.
A gépeket kezdetben rosszul dllitottdk be, ezért az elsé gép (Horribile dictu!) a rajta
nyomtatott 400 pdlé 2%-dra tévesen, az E5vis helyett az Edtvds feliratot nyomtat-
ta, és a mdsik gép ugyanezt a hibdt kévette el a rajta nyomtatott pdldk 3,4%-dval.
A mindségellendrzéskor Boco a 900 alaposan dsszekevert polobol véletlenszeriien

kivdlasztott egyet, és azon hibds volt a felirat. (Ezen persze kellSképpen elkesere-
dett ...)

a) Mekkora annak a valdszinisége, hogy a hibds pdlét a mdsodik gépen nyom-
tattak? (5 pont)

A DO dgy déntétt, hogy a hibdsan nyomtatott pdlé drdbdl elészor 500 Ft
arengedményt ad, de a kereslet nagyon minimdlis volt, ezért az uj drat még tovdbb
kellett csokkenteni, annak p%-dval. Igy a pdlé 50 Ft-tal drdgdbb lett, mintha eldszir
engedték volna le az drdt p%-kal és utdna 500 Ft-tal, viszont 90 Ft-tal olcsdbb lett,
mant ha mindkétszer az aktudlis dr p%-dval csokkentették volna az drdt.

b) Mennyi volt a pdlo eredeti dra, és hdny szdzalékos volt a csikkentés?
(11 pont)

Megoldas. a) 1. megoldds. Az els6 gépen 8, a masodik gépen 17 hibds polot
nyomtattak. Tehdt 25 hibas pdolo van, ez az Osszes esetek szdma. A kedvez6 esetek
szama a masodik gépen késziilt pélok szama, azaz 17.

fgy a kérdéses valosziniliség: ;—g = 0,68.

2. megoldas. Az els6 gépen 8, a méasodik gépen 17 hibas polét nyomtattak.
Legyen A az az esemény, hogy a pdlot a masodik gépen nyomtattdk, B pedig
az az esemény, hogy a kivdlasztott polé hibds. A keresett valszintiség: p(A | B) =

_ p(AB)

~ p(B) -
p = =2 pap = W T
p “o000 P T o000 P T R

3. gnegzﬂdcis. Annak valdszintisége, hogy egy polé az els§ gépen késziilt:
p(l) =3
Annak valdszintisége, hogy egy polé a mésodik gépen késziilt: p(2.) = g

Annak valdszintisége, hogy egy pélé hibés, ha az els6 gépen késziilt: p(H | 1.) =
= 0,02.
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QF 2020.10.7 — 19:07 — 403. oldal — 19. lap KoMalL, 2020. oktéber ?

Annak valdszinlisége, hogy egy po6lé hibds, ha a maésodik gépen késziilt:
p(H | 2.) =0,034.
Bayes tétele alapjan annak valdszinlsége, hogy egy pdlé a masodik gépen
késziilt, feltéve, hogy hibés:
p(H | 2.)-p(2.)
P T1) - p(1) + p(H | 2 p(2)

p(2. | H) =

Tehat a keresett valoszintiség:

b) Legyen x a polé arleszallitds el6tti ara forintban, és legyen g =1 — %.
Ha a két drleszéllitas forditott sorrendben tortént volna, akkor a pdlé kétszeres
arleszéllitas utani ara xq — 500 forint, tehat

(xq — 500) + 50 = (x — 500) - q.
Ha mindkét alkalommal p% a csokkentés, akkor az 1j 4r xq? forint, tehét
(z —500) - ¢ + 90 = z¢>.

Az els6 egyenletbdl ¢ = 0,9, azaz p = 10. A q értékét a mésodik egyenletbe behe-
lyettesitve:
(x —500)-0,9+90 =z - 0,81,
x = 4000. A pdlé eredeti dra 4000 Ft, p értéke pedig 10.
Ellen6rzés: 4000 — 500 = 3500, 10%-kal cstkkentve 3150;

4000 csokkentve 10%-kal 3600, 3600 — 500 = 3100;
4000 csokkentve 10%-kal 3600, djabb 10%-kal csokkentve 3240.

3150 = 3100 + 50 és 3150 = 3240 — 90, tehat a kapott eredmények helyesek.

6. Fizi kerékpdarunkon az elsé ldnctanyéron 46 fog taldlhato, a hdtso fogas-
keréken pedig 18 fog van. (Az elsé ldnctdnyérhoz rdgzitik a peddlt, a hdtsd fogaskerék
pedig a hatsé keréken van.) Az 1. dbran a ldnc felilnézeti képe ldthatd, a mdsodik
abran pedig az, hogy miként illeszkedik a ldnc a fogaskerékre. Két lancszem tengelye
1,27 em tdvolsdgra van egymdstdl (ldsd 2. dbra).

1. dbra 2. dbra

a) Milyen hosszi ldnc férne az elsd lanctanyérra, ha teljesen kirbetekernénk
ldnccal? (3 pont)
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GF 2020.10.7 — 19:07 — 404. oldal — 20. lap KoMalL, 2020. oktéber ?

A két fogaskerék (a peddl és a hdtsé
tengely) kézéppontja 41 cm van egymdstdl
(3. dbra) €és a ldnc teljesen feszes.

b) Milyen hosszi ldnc van a kerékpd-
ron? (Vilaszunkat centiméterben, két tize-
3. dbra desjegy pontosdggal adjuk meg.) (10 pont)

A lancokat gyarto tizemben 160 ldncszembdl alle lancdarabokat készitenek.
A mérések alapjdn a ldncdarabok 2%-dban egy szemmel kevesebb van, mint az eld-
iras. A lancszemek szamdat eqy szamitogép ellendrzi eqy futészalagon. A futdszalag
kiilonbozo pontjain véletlenszeriien kivdlaszt eqy lancdarabot és meghatdrozza, hdany
lancszembdl dll, de a futdszalag folyamatosan mozog, ezért nem lehet kiemelni a hi-
bas ldncdarabot. Ennek megfeleléen akdr az az extrém eset is eléfordulhat, hogy
ugyanazt a lancdarabot ellendrzi csak, akdr tébbszor is. Eqy félords iddintervallum-
ban 5000 ldncdarab kering a futdszalagon.

¢) Hatdrozzuk meg a fél dra alatt hibdsnak taldlt lincdarabok vdrhatd értékét.
(3 pont)

Megoldas. a) Az elsd ldnctényérra annyi ldncszem fér, ahdny fog taldlhatd
rajta, tehat 46. fgy a lanctanyérra tekert lanc hossza 46 - 1,27 = 58,42 cm.

b) A lanc az dbrdnak megfeleléen két kor kozos kiils6 érintészakaszaibdl és két
korivbél all. Az elsé kor keriilete az el6bbiek alapjan 58,42 cm, igy a kor sugara:
r1 = 9,298 cm. A hatsé fogaskeréken 18 fog van, igy a kertiilete: 18 - 1,27 = 22,86.
A kor sugara: ro = 3,638 cm.

Ey

E,

Az abra jeloléseit haszndlva: KT parhuzamos EsFi-gyel. Ekkor KT =
=7r) —1r9 = 5,66. Az érinté merdleges az érintési pontba huzott sugarra, tehat
a KoK T haromszog derékszogi. Felirva Pitagorasz tételét:

EsE, = KoT = \/KQK% — (ry —ry)? = /412 — 5,662 = 40,61 cm.

Ugyanebben a haromszogben: cos ¢ = % ~ 0,138, ebbdl p = 82,065°. Az els6

lanctanyéron 1évo iv hossza:

~360° — 2¢

= ry-m~31 .
11 130° ry-m~ 31,786 cm
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ﬁ} 2020.10.7 — 19:07 — 405. oldal — 21. lap KoMalL, 2020. oktéber ?

A hétsé fogaskeréken 1év6 iv hossza:

20

=Ts0° 2T ~ 10,421 cm.

12

Tehat a lanc hossza: 123,43 cm.

¢) A hibés ldncdarabok binomidlis eloszldsi valdszintiségi véltozdt alkotnak,
melynek paraméterei n = 5000 és p = 0,02. Igy a varhaté érték: n-p = 5000-0,02 =
= 100.

7. Abel elkésett a matematika érdrdl. Amikor tandra kérdére vonta, a kovetke-
z6képpen mentegetdzitt: Tandr dr! Faj a labam, ezért nem tudtam lépcsén feljonni
a harmadik emeletre. Lifttel kellett jonnom, de a liftre ki van irva, hogy 13 f6
haszndlhatja, és sokdig tartott, amig dsszejott a 13 ember.” (Ezzel persze kitind

lehetdséget biztositott matematika tandranak, hogy elmagyardzza a legfeljebb” és
Llegaldbb” szavak matematikai lényegét ... )

Az E5vés Napokon az Igazgato Ur ugy dontott, hogy a tizenkettedikesek szaba-
don haszndlhatjak o liftet. A végzdsok ugy gondoltdk, hogy ezt a lehetdséget maxi-
malisan kihasznaljdk, ezért minden esetben 13-an szdlltak be az tires liftbe.

a) Bizonyitsuk be, hogy minden ilyen alkalommal biztosan utazott a liftben
legaldbb hdrom olyan didk, akik osztdlytdrsak voltak. (Az iskoldban hat végz8s osztdly
van.) (3 pont)

Az Eb5vos Napokon a Ki Mit Tud?-ra 12 fés didkzstri is alakult, amelyet
a végzds éufolyambdl véletlenszeriien valasztottak ki.

b) Mekkora a valdsziniisége annak, hogy minden osztdlyt pontosan két f& kép-
viselt, ha az osztalylétszamok: 12.A: 32 f6, 12.B: 33 fé, 12.C: 31 f6, 12.D: 30 fd,
12.E: 29 f6, 12.F: 28 f6¢ (6 pont)

A streetball dontdje utdn a hat résztvevd kezet fogott eqymdssal. Mivel a meccs
kissé elfajult, ezért voltak, akik nem fogtak kezet. Flora megkérdezte a résztvevoket,
hogy hany emberrel fogtak kezet, és a kovetkezd vdlaszokat kapta: 5; 4; 3; 3; 2; 2.
Flora ezek utdn a kovetkezdt mondta: ,Biztos, hogy van kézittetek legaldabb egy
ember, aki nem tud szdmolni.”

¢) Mire alapozta dllitdsdt? (3 pont)

Az E5vis Napok végén Féz6 tr, a technikus visszapakolta a kiadott eszkdzo-
ket kis kuckdjdba. Lelkes seqitéi is akadtak, akik a kucko elé odapakoltak két Iét-
rat, hdarom fekete dobozt, négy projektort és ot vetitévdsznat, meglehetdsen nagy
osszevisszasdgban. Fozé ur, ezeket véletlenszert sorrendben, egyesével bepakolta
a helyére.

d) Hdnyféle mddon torténhetett ez, ha az azonos tipusi eszkoziokelt nem lehet
megkiilonboztetni egymdstol? (4 pont)

Megoldas. a) Alkalmazzuk a skatulya elvet, legyenek az osztalyok a skatulydk.

A liftben 6-2+ 1 didk utazott. igy a skatulya elv &ltalanos alakja alapjan van
legalabb egy olyan osztaly, amelybél legaldbb harom didk utazott a liftben.
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GF 2020.10.7 — 19:07 — 406. oldal — 22. lap KoMalL, 2020. oktéber ?

b) A végzis évfolyamon 6sszesen 183 didk van. Koziiliik valasztunk ki 12 didkot,

; .. . 183
igy az Osszes esetek szdma: ( 19 )

Az egyes osztalyokbol 2-2 f6t rendre (322), (323), (321), (320), (229), (228) modon

valaszthatjuk ki. Mivel ezeket egymastol fiiggetleniil valaszthatjuk, ezért a kedvezd

esetek szama:
<32) . (33) . (31) . <30> . (29) . <28)
2 2 2 2 2 2)
A keresett valészintiség:
32 33 31 30 29 28
)66 () ) o oo
(12)
c¢) Tekintsiik a résztvevéket egy hatponti egyszerii graf csicsainak. Két cstics
akkor van 6sszekotve, ha a résztvevok kezet fogtak. Az egyes csicsok fokszamainak

Osszege: 5 +4 43+ 3+ 2+ 2=19. Mivel a csticsok fokszdmainak Osszege az élek
szamanak kétszerese, igy ez nem lehet paratlan szam.

d) A sorrendek szdma az ismétléses permutdcié segitségével szamolhato ki:

fo3a5) _ 14V
Py = S arE = 2522520,

Tehat 2522 520-féle sorrendben pakolhatta be a dolgokat.

8. Abrcizoljuk derékszogii koordindta-rendszerben az alabbi ponthalmazokat:

a) A:= {P(xz;y) | 92% — 16y > 0}. (5 pont)
b) B :={Q(z;y) | 2? + y* < 25}. (3 pont)
¢) Mekkora az AN B halmaz terilete? (8 pont)

Megoldas. a) 922 — 16y = (3 — 4y) - (3z + 4y) > 0,

3x —4y < 0és 3z +4y <0, vagy 3z —4y > 0 és 3z + 4y > 0 (4. dbra).

,,L,i,,\,,L,i,J,,L,i,J,,Ls,,J,,L,i,,\,,L,i,J,,L,i,J,,
[HR R R I S B TR S A i M A
[ T B A N R R A R
R e T R A
IR IR
S S S S
L2 L 420 ok || A S T O O
bty =r2h = S U
Lo o R
TTrTTITOT T I TTTOTI 4 E3 N~ T T r T T T
T T T
R O S S S S
[ A [ A
S N R 9 [E A T
| [ ] [
i i Lo L
N [/ TTroITTT T TTTTTr T
) 4 IR IR
—10 -8 -6 —4 =2 0|\ 4 10x —-10 -8 -6 }-4 — 0 4168 1 10x
i | L Lo
7\”'F2 T TTrTITTT T T | S A B
T L R T
(oS T S T T T R O O S S S
AR [ [ A - RN
[ e e S I A i i i i 4 S el el i R
L) R R R R R
o A e e B e e e
R o IR IR
SN O O O Y O O O S R S S O S
T ey = T o A
AL b J,J,,L4L,,,,L, NG-- T S T S S S Y N O S S
T e e [ i T A It TR R A A M
| T O O U 1) T O . S A T I T A U S
T I =T T =T T 'FB T =T T -7 T =T T =T T =177 r—T T 'F8 a r—T T r=T77 r—T77
[ A R I A R
4. abra 5. dbra
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? 2020.10.7 — 19:07 — 407. oldal — 23. lap KoMalL, 2020. oktéber EF

b) A keresett pontok az origd kozéppontd, 5 egység sugart kor belseje és
a korvonal (5. dbra).

¢) A metszet két korcikk, amelye-
ket az egyenesek és az 5 egység sugaru
kor hatarolnak (6. dbra). A korcikkek-
hez tartozd ¢ kozépponti szogre:

©_3 Lo _ranp
tg2f4, ebbol = 73,74°.

A metszet teriilete a két egybevigd
korcikk teriiletének Osszege:

73,74°

2
— 32.18.
soge 9T =32,18

6. dbra

A teriilet hatdrozott integral segitségével is kiszamithatd. Az egyik korcikk

felének teriilete:
T 4 3
3= ‘ / Z.’E dx
0

9

5
+’/\/25—x2dx
4

5 3 2
/\/257x2d:c: / V25 — 25sin’t - 5eostdt = / 25 cos® t dt =
4 .4 o4

arcsin 5 arcsin 5
25 2 25 1 2
=—- (cos2t+1)dt = — - |=sin2t + ¢ =
2 2 2 arcsin ¢
5

arcsin 4
5

_§(0+z) 12 resin2)) = 20 6 - 2 aresin 2
= 9 9 25 arcsm5 = 47‘1‘ 9 arcsm5.

Tehat a keresett teriilet:

25 25 4 4
2T =4 - (6 + ZTI‘ —6— > arcsin 5) = 251 — 50 - arcsin 5= 32,18.

9. Egy piramisjaték elinditdja az elsd héten 6t embert szervezett be. A szervezés
jol folytatodott, ezért a mdasodik héttdl kezdddden a hetente beszervezettek szama
a kovetkezd sorozat szerint alakult:

Ay =3 Ap_1 — 8.
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a) Osszesen hdnyan vettek mdr részt az 6todik héten a jatékban? (3 pont)

b) Igazoljuk, hogy a sorozat utolsé szamjegyei periodikusan ismétlédd sorozatot
alkotnak. (5 pont)

¢) Bizonyitsuk be, hogy a sorozat n-edik eleme a mdsodiktol kezdve: a,, =
=371 +4. (8 pont)

Megoldas. a) a; =5,
ay=3-5-8="1,
az3=3-7—8=13,
ay, =3-13—-8=3l,
as =3-31—8=285.

Tehat az 6todik héten 5+ 7+ 13 + 31 + 85 = 141 {6 vett részt a jatékban.

b) 1. megoldds. A sorozat elemeinek utolsé szdmjegyei az elemek 10-zel vald
osztasi maradékai. Az osztdsi maradékokkal ugyanazt a miiveletet kell végrehajtani,
mint az eredeti szdmokkal.

Az osztési maradékokbdl képzett (b,,) sorozat elemei rendre:

by =5,
3-5—8=17, ennek 10-zel valé osztasi maradéka: by =17,
3.7 — 8 =13, ennek 10-zel val6 osztasi maradéka: b = 3,
3-3—8=1, ennek 10-zel val6 osztasi maradéka: by =1,
3-1—8 = —5, ennek 10-zel valé osztasi maradéka: bs = 5.

Es ettdl kezdve minden ismétlodik, hiszen ugyanazokkal a szdmokkal végezziik
ugyanazokat a miveleteket.

2. megoldds. Hasznéljuk fel a feladat c) részében megadott a,, = 3" ! +4 képle-
tet. Vizsgaljuk a harom hatvanyainak 10-zel vald osztasi maradékait, ezekkel ugyan-
azokat a miuveleteket kell végrehajtani, mint az eredeti szamokkal:

39 = 1, ennek 10-zel valé osztdsi maradéka: 1,

31 =339 ennek 10-zel val6 osztdsi maradéka: 3-1 =3,

32 = 3. 3%, ennek 10-zel val6 osztdsi maradéka: 3-3 =9,

3% = 3- 32, ennek 10-zel valé osztdsi maradéka: 3 -9 = 27, azaz 7,

3* = 3- 33, ennek 10-zel valé osztdsi maradéka: 3 -7 =21, azaz 1.

Ettol kezdve az osztasi maradékokban ismétlodik az 1;3;9; 7 sorozat. Ekkor az ere-
deti sorozat utolsé szamjegyei az 5;7; 3; 1 ismétlédo sorozatot alkotjak.

c) 1. megoldds. A bizonyitast teljes indukciéval végezziik: a; =5 = 3° + 4,
az allitas igaz.

Tegyiik fel, hogy n = k-ra igaz, hogy ap = 381 + 4. Allitas: n = k + 1-ra igaz,
hogy ap+1 = 3F + 4.

Bizonyitds: A rekurziés megadéssal: arp+1 = 3 - ar — 8. Az indukcids feltételt
felhasznélva: apy1 = 3 - (3571 +4) — 8 = 3F + 4.
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Belattuk, hogy ha az allitas igaz a k természetes szamra, akkor a k 4+ 1 termé-
szetes szamra is igaz. Mivel az allitds igaz az n = 1-re, ezért minden természetes
szamra igaz.

2. megoldds. frjuk fel a sorozat elemeit az elsé elem és a rekurzids képlet
segitségével:

ay =5=3"+4,

ag=3-5-8,

a3=3-(3-5-8)-8=32.5-3-8-8=3%.5—(3+1)-8,
ay=3-(32-5-3-8-8)-8=3.5-32.8-3.8-8=3%.5-(32+3+1):8.

Ezek alapjan: a, = 3""1-5— (377243773 + ...+ 1) -8. A mértani sorozat 6sszeg-
képletével:
3n—1

-1
-~ .8=3"t.5-4.3"pa=3""1 44

n:3n—1.5
¢ 3-1

Balga Attila, Székely Péter
Budapest V. Keriileti Eotvos Jozsef Gimnazium

Matematika feladatok megoldasa

B. 4979. Az ABC hegyesszigi haromszigben D és E rendre az AB, illetve
az AC oldalnak belsé pontja. A BE és CD szakaszok metszéspontja F. Bizonyitsuk
be, hogy ha BC? = BD - BA+ CE - CA, akkor ADFE hirnéqgyszog.

(5 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

I. megoldas. Legyen a BC' egye-
nes és az AEBA koréirt korének B-t6l

kiilonb6z6 metszéspontja P. A C' pont- A
nak erre a korre vonatkozé hatvanya
CP-BC=CEFE-CA.
Tudjuk, hogy BC? = BD-BA+
+ CE - CA. Utdbbi egyenletbdl kivonva ‘
el8bbit, azt kapjuk, hogy ‘V?
BC - (BC - CP)=BD - BA.

B P C
Viszont BC —CP = BP,igy BP-BC =
= BD - BA.
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