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Az elfeledett kozép

Bevezetés

»Kezdetben vala a szdmtani, a mértani és a harmonikus kozép. . .” Némi modo-
sitassal idéztiink egy tanulmanybdl, amely a matematikai kozépértékekkel foglalko-
zik [13]. Val6ban, ezeket a kozepeket — az Gkori gorog matematika ardnyelméletének
keretein beliil, aranyokkal kifejezve — mar Pithagorasz is ismerte, st a torténeti for-
rasok szerint babiléniai tanulményttja soran tett szert erre a tudasra. Matematikai
vonatkozasu régészeti leletek is arra utalnak, hogy ezeket a kozepeket mar a babi-
l6niai tuddsok is hasznaltdk, Krisztus eltt csaknem kétezer évvel [9]. Piithagorasz
egyik kés6bbi kovetdje, Arkhiitasz olyan megfogalmazast adott ezekre a kozepekre,
amelybdl kiindulva tovabbi kozépértékekhez vezetd eljarast dolgoztak ki a pitagore-
usok. Az igy kapott kozepeket ezért pitagoraszi vagy ., gorog” kozepeknek nevezziik
[2], [], [7], [9], [10], [16], [21], [22]. Ezek kozé tartozik a kontraharmonikus kozép is,
amely azonban — egyszeriisége ellenére — mara sajnos méltatlanul elfeledetté és mel-
16z6tté valt, legalabbis kdzépiskolai szinten. Tanulmanyunkban a kontraharmonikus
kozép tulajdonsagaival, Osszefliggéseivel, el6fordulasaval foglalkozunk, néhany sa-
jat eredménnyel is gazdagitva a témét. A dolgozatban szerepld allitdsok nagy részét
— terjedelmi okok miatt — nem bizonyitjuk; a bizonyitasok feladatat F-fel jelolve
gyakorlasként az Olvaséra bizzuk.

A legismertebb kézepek és a kontraharmonikus kézép

Mit is értiink két pozitiv valds szam kozépértéke alatt? Azt az értéket, amely
a két szam kozé esik. Pontosabban: matematikai kézépnek neveziink egy, a pozitiv
valds szamparok halmazan értelmezett kétvaltozos, folytonos fiiggvényt, melynek
barmely helyettesitési értéke az adott szdmpar tagjai kozé esik (megengedve a va-
lamelyik taggal valé esetleges egyenldséget is). A kozépérték fogalma sok esetben
konnyen kiterjeszthet6 tobb szamra is, tovabba silyozasra is van lehetéség. A ko-
zépiskolaban targyalt legismertebb kozepeket az alabbi tabldzatban tiintettiik fel.

Ko6zép neve Képlet Jelblés
szamtani (aritmetikai) a4 ; b A
mértani (geometriai) Va-b G
harmonikus T i T = a2ibb H
a b
négyzetes (kvadratikus)* o ;r ’ Q

*A négyzetes kozép valéjdban nem tartozik a pitagoraszi kozepek csaldadjaba, csak
az ismertsége miatt szerepel a tablazatban.
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Forditsuk figyelmiinket most arra a bizonyos elfeledett kozépre. Két pozitiv
valés szdm (a és b) kontraharmonikus kézepe:
a® + b?
a+b

C(a,b) =

Ez valdjdban egy a-val, illetve b-vel silyozott szamtani kozép (,onstlyozott” ko-
7ép) [12], de 1gy is tekinthetjiik, hogy a? és b? szamtani kozepének, illetve a és b
szamtani kozepének a hanyadosa. A definiciébdl kénnyen levezetheté a kontrahar-
monikus kozép néhdny alapvetd tulajdonsiga. (F)

a) C(a,b) jogosult a kdzépérték névre, mivel minden a < b esetén:

a < C(a,b) <b.

b) C(a,b) szigori (vagy diagondlis) kozép, ami azt jelenti, hogy az el6bbi
egyenl6tlenségek szigoruakka valnak, ha a kiillonbozik b-t6l, de ha a és b megegyezik,
akkor C'(a,b) is egyenld ezekkel.

¢) C(a,b) szimmetrikus kozép, azaz a képletében a és b szerepe felcserélhetd:
C(a,b) =C(b,a).

d) C(a,b) homogén kozép, ami alatt azt értjiik, hogy tetszbleges pozitiv valés
A esetén:
C'(Aa, Ab) = X - C(a,b).
A homogenitas jelent6sége tobbek kozott abban all, hogy a két szadm kozos tényezdje
Hkiemelhet6” a kozép elé.

A kovetkezékben egy olyan mddszert mutatunk be, amely hatékonyan alkal-
mazhaté a kozepek tulajdonsdgainak, illetve kapcsolatainak a vizsgédlatara, ennek
ellenére ritkdn taldlkozunk ezzel a szakirodalomban [5], [11].

Felhasznalva a kontraharmonikus k6zép homogenitasat, végezziik el az aldbbi
atalakitast:

C(a,b)zhC(%,l) —b.C(z,1), ahol x:%; x> 0.

Ennek alapjan b lerogzitésével a kontraharmonikus koézéphez hozzarendelhetiink
egy egyvaltozos fliggvényt, amit karakterisztikus fliggvénynek neveziink. Tehat:

22+ 1

fC(x> :O(‘Tal) = r+1

A karakterisztikus fiiggvény segitségével gy igazolhatjuk a kozépérték-tulajdon-
sagot, hogy belatjuk:

x < folx) <1, ha a < b, azaz ha 0 <z <1,
1< fo(z) < z, ha a > b, azaz ha = > 1.
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Ez azt jelenti, hogy fco(x) grafikonjdnak az y = 1 és az y = x egyenletii egye-
nesek dltal hatarolt tartoményban kell hizddnia. Amint az az 1. dbrdn lathatd
(és természetesen szdmitdsokkal is egyszerlien aldtdmaszthatd), fo(z) grafikonja
val6ban a ,,megengedett” tartomanyban van.

A grafikonon az is megfigyelhetd, hogy a kontraharmonikus kézép karakterisz-
tikus fiiggvénye a |0; 1] intervallumban nem monoton, hanem szélséértéke, mégpedig
minimuma van. A tobbféleképpen is elvégezhetd pontos elemzés szerint a minimum
helye: 2 = v/2 — 1. (F) A karakterisztikus fiiggvény nem kolcsondsen egyértelmii
voltabdl a kontraharmonikus kozép kiilonleges tulajdonsaga kovetkezik: ha rogzit-
jiik egy szampér nagyobbik tagjat, akkor a kisebbik tag két kiillonbozo értéke esetén
is ugyanazt a kontraharmonikus kézepet kaphatjuk. Pl.: C(2,6) = C(3,6) = 5.

1,4 1.4

1,2 £ 1,2 £ =

Nv=t Al N =

N~ 7 N~ P
\J\_// =~ \J\_/ /(’
0,8 v 078 Q 4

7 | < — 7
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0,6 ~ 0,6 / -
/y =T G /y =T
0,4 7 04 / br
/ 7
’ /
7 7
072 7 072 4
7 7

7 7

/ 4
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1. dbra 2. abra

A jol ismert kozepek karakterisztikus fiiggvényét hasonléképpen hatdrozhatjuk
meg (2. dbra). (F) A grafikonok tantsdga és az elemzés szerint a szdmtani, mér-
tani, harmonikus és négyzetes kozép karakterisztikus fiiggvénye szigorian mono-
ton nové, tehat ezeknél a kdzepeknél nem tapasztalhato az a kettésség”, amelyet
a kontraharmonikus kozépnél lattunk. Az ilyen kozépértékeket izotonnak nevez-
ziik [2]. A kontraharmonikus kézépnek a tobbi kozépétdl eltérd tulajdonsiga tehat
az, hogy nem izoton, hiszen a karakterisztikus fiiggvénye nem monoton.

Az abrardl ugyanakkor a kozepek sorrendje is leolvashaté, és igy adédik a ne-
vezetes egyenlOtlenség-lancolat, amelybe most mar a kontraharmonikus koézép is
beilleszthetd:

H<G<A<Q<C,

ahol az egyenldségek akkor és csak akkor teljesiilnek, ha a = b. (F)

A derékszogii érint6trapéz
A kovetkezSkben bemutatjuk a kontraharmonikus kozép egy geometriai el6for-
dulasat, mikozben ravilagitunk mas kozepekkel valo 6sszefiiggéseire és a pitagoraszi
szamharmasokkal vald kapcsolatara. Mindezt egy tétel kimondasanak és bizonyita-
sanak keretén beliil tessziik.
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Tétel. 1. Ha a és b kiilonbozd pozitiv egész szamok, és C(a,b) (vagyis a kont-
raharmonikus kézepiik) is egész, akkor C(a,b) elédll egy pitagoraszi szdmhdrmas
legnagyobb tagjaként.

II. Ha (z,y, z) pitagoraszi szdmhdrmas, akkor létezik két kilonbizd pozitiv egész
szdm, melyeknek kontraharmonikus kozepe éppen a szamhdrmas legnagyobb tagja
(azaz z, amely szintén egész).

Bizonyitas. Tekintsiink egy derékszogi érin- a
tétrapézt (3. dbra), melynek alapjai a, illetve b ‘
hossziak (a < b). Hogy a és b ismeretében kifejez- :
hessiik a szdrak hosszat (c-t és d-t), irjuk fel az érin- d | c
ténégyszogek tételét és a Pitagorasz-tételt: i

|
|

c+d=a+0b,

P+ (b—a)=c

Az egyenletrendszer megoldasaval az aldbbi eredményre jutunk:

B a? + b2 _ 2ab

a+b’ a+b
A merdleges szar hosszara tehat az alapok hosszdnak a harmonikus kézepét, a masik
szar hosszara pedig a kontraharmonikus kozepét kapjuk.

Ezen a ponton tegyiink egy kis kitérét. Azonnal lathatjuk, hogy két kiilonb6z6
szamnak a kontraharmonikus koézepe nagyobb, mint a harmonikus koézepe, amit
algebrai 1ton is igazolhatunk. frjuk fel Gjra az érintonégyszogek tételét, most mar
a kapott eredményekkel.

H+C=a+b.

2-vel val6 osztds utdn kapjuk a szamtani kozép definiciéja alapjan:
A(H,C) = A(a,b).

Vagyis mindegy, hogy két szam harmonikus és kontraharmonikus kézepének vessziik
a szamtani kozepét, vagy maganak az eredeti két szamnak a szamtani kozepét. Erre
azt mondjuk, hogy a szamtani k6zép invaridns a harmonikus és a kontraharmonikus
kozépre nézve. Szokas ugy is fogalmazni, hogy a harmonikus és a kontraharmonikus
kozép egymaésnak a komplementere a szdmtani kozépre vonatkozéan [20]. Kozép-
iskolai széhasznalattal: két tetszOleges pozitiv valés szam harmonikus, szamtani
és kontraharmonikus kozepe egy szdmtani sorozat egymast koveto tagjai. Az &b-
ra tehat magaban rejt egy kozepek kozotti, invariancia jellegi osszefiiggést, amely
egyuttal magyarazatot ad a kontraharmonikus elnevezésre is.

Térjiink vissza a tétel bizonyitasdra. Tegyiik fel, hogy a és b egész szamok, és
a kontraharmonikus kézepiik is egész. Valasszunk le a derékszogli érintétrapézbél
egy derékszogi haromszoget. Ennek oldalhosszai: b — a, d, c. Ezek azonban a feltéte-
lek miatt mind egész szdmok (hiszen ¢ = C(a,b), illetve d = a + b — ¢ az érinténégy-
szogek tételébdl). Tehdt kaptunk egy pitagoraszi szamhédrmast, melynek legnagyobb
tagja éppen C(a,b). Ezzel bebizonyitottuk a tétel 1. részét.
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e p szamharmasboél, azaz harom olyan pozitiv egész

\'//\ " \ szambol, melyek egy derékszogli haromszog oldal-

i N\, hosszai. Egészitsiik ki ezt a hdromszoget derékszo-

! 0 gll érintétrapézza (4. dbra). (A szerkesztés nem

L Y bonyolult: az egyik hegyesszogi cstucsbdél kiinduld

L~ szogfelezének, illetve a csucesal szemkozti befogd

Y és az atfogo felezopontjat 6sszekoto kozépvonalnak

b a metszéspontjaként kapjuk a szerkesztendo tra-

4. dbra pézba irhaté kor kozéppontjat; a kor megrajzolasa

utan pedig mar konny(i megszerkeszteni a trapézt.)

A kapott derékszogli érintétrapéz hosszabbik szarardl tudjuk, hogy annak hossza

egyrészt az alapok hosszdnak (a-nak és b-nek) a kontraharmonikus kézepe, méds-

részt egész szam, hiszen a pitagoraszi szamhdrmas legnagyobb tagja (a derékszogii

haromszog dtfogdjanak a hossza). Mar csak azt kell beldtni, hogy az alapok hossza
is egész szam. Az dbra alapjan irjunk fel két Gsszefliggést a és b kozott:

a Induljunk ki most egy (x,y,z) pitagoraszi

a+b=x+z,
b—a=y.
Ebbdl kapjuk:
a_x—y—i—z b_m+y+z
o2 T2

1) Foglalkozzunk el8szor egy un. primitiv pitagoraszi szamhédrmassal, amelyben
a tagoknak nincs 1-nél nagyobb kozos osztéja. Ismeretes, hogy ebben az esetben
a tagok a kovetkezd médon fejezhetSk ki az m és n pozitiv egész szdmokkal [17]:

z=2mn, y=m?>—n? z=m?+n?

(m > n, tovdbba m és n relativ primek és kiilonb6z6 paritdstak; x jeloli a szdm-
hdrmas egyetlen paros tagjat.) Behelyettesités és rendezés utdn addédik:

a=n-(m+mn), b=m-(m+n).

Tehat az alapok hossza valoban egész szam.

11) Ha a pitagoraszi szamhdrmas nem primitiv, akkor a tagok legnagyobb k&zos
osztéja nagyobb 1-nél. Jeloljiik ezt az egész szamot k-val. Ha mindharom tagot k-val
osztjuk, akkor primitiv pitagoraszi szamharmashoz jutunk, igy az el6zoek szerint
egész szamokat kapunk az alapok hosszara. Ezeket k-val megszorozva adédnak
az eredeti szamharmashoz tartozé alaphosszisagok, amelyek természetesen szintén
egész szamok. Ez teszi teljessé a tétel I1. részének a bizonyitasat.

A tétel kimonddésa Pahikkala nevéhez flizédik, aki az iménti, geometriai hatteri
bizonyitas helyett tisztdn algebrai médszert alkalmazott [18].
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Megjegyzés. A szerkesztésbdl kitiinik, hogy a derék- IR N
sz0gll hdromszoget a masik befogdjanak az irdnydban is .
kiegészithetjiik derékszogli érintétrapézza (5. dbra). Ez / )
annak felel meg, hogy az alapok hosszanak a képletében . |
x és y szerepe felcserélédik: \ ///
\ -
\ e N
, y—x+z o, cH+y+z N |
@ ="—-, b =—— = =
2 2 .
\ /|
Mint lathatd, a hosszabbik alap hosszdra ugyanazt az ér- \\ //
téket kapjuk, a révidebbik alapéra azonban nem: S
5. dbra

! /
a=z—a, b =0

Ekozben a trapéz hosszabbik szara — azaz a kiindulédsi derékszogli haromszog atfogdja —
nem valtozik. Mindez 6sszhangban van a kontraharmonikus k6zép nem izoton voltéval,
azaz azzal a korabban megéllapitott ténnyel, hogy ha rogzitjiikk egy szampar nagyobbik
tagjat, akkor a kisebbik tag két kiilonboz6 értéke esetén is ugyanaz a kontraharmonikus
kozép adodik [18]:

C(a,b) = C(d',b), a+d =C.

A kontraharmonikus kézép el6fordulasai

a) Bizonyéra sokan tudjdk, hogy a trapéz alapjaival parhuzamos szakaszok
(az tn. hirok) némelyikének a hossza mogott a legismertebb kozepek rejtéznek
[4], [6], [20]. Kevésbé kozismert azonban, hogy a kontraharmonikus kozép is fel-
lelhet6 a trapézban. Példaul ha talé-
lunk egy olyan pontot a trapézon be-
lill, amelyet egy-egy alap végpontjaival
osszekotve a kapott haromszogek teriile-
te megegyezik, akkor az ezen a ponton
athaladé hur hossza az alapok hossza-
nak a kontraharmonikus kozepével lesz
egyenld (6. dbra) [23]. (Konnyen beldtha- C(a,b)
t6, hogy a széban forgd hir dsszes pontja
rendelkezik az els6ként megtalalt ponté- b
hoz hasonlé tulajdonsdggal.) (F) 6. dbra

a

b) Keressiik meg egy érintdtrapéznak azt a hurjat, amely két egyenld keriiletii
kisebb trapézra bontja az eredeti trapézt (azaz amely megfelezi az eredeti trapéz ke-
riiletét). Ennek a hirnak a hossza egyenld az alapok hosszdnak a kontraharmonikus
kozepével. (F)

¢) A derékszogli hdromszog atfogdjahoz, illetve az egyik befogéhoz irt kor
sugaranak kontraharmonikus koézepére éppen az atfogd hosszat kapjuk. Az a tény,
hogy az allitasban barmelyik befogd szerepelhet, a kontraharmonikus kozép nem
izoton voltdra utal. (Az &atfogdhoz, illetve az egyik befogéhoz irt kor sugardnak
harmonikus kézepe pedig az adott befogd hosszdval egyenld.) (F)

d) Tekintsiink egy egyenes csonka kipot, amelyrél tudjuk, hogy az alaplap
és a feddlap teriiletének az Osszege egyenls a palast teriiletével. Ekkor az alkotd
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hossza megegyezik az alaplap és a fed6lap sugaranak a kontraharmonikus kézepével.
(A csonka kip magassdga pedig a sugarak harmonikus kozepével egyenls.) (F)

e) Tekintsik a g¢g:RT — RT,

\ glx)=1/x figgvényt (7. dbra).
1/ Tikrozzikk a fiiggvény grafikonjat
az x-tengelyre, és jeloljiink ki a tenge-
lyen egy tetszbleges a-t és b-t (a < b).
Kossiik ossze az (a;1/a) és a (b;—1/b)
e pontokat (Moskovitz—Mays-féle  eljd-
T ras [14], [15]). Az 0Osszekotd egyenes
L= egy a és b kozotti M pontban metszi

az x-tengelyt. M meghatarozasahoz
vegyiik észre, hogy az abran lathaté
derékszogli haromszogek hasonldk, és
irjuk fel az egymésnak megfeleltethetd
befogohosszak aranyanak egyenloségét:

(b:l—=1/b)
U

7. dbra

Rendezés utan kapjuk:
a? + b?
a+b’

M(a,b) =

Vagyis ezzel az eljarassal a és b kontraharmonikus kézepéhez jutottunk. Megfigyel-
hetjiik, hogy a két széls6 pontot 6sszekoto egyenes még egy helyen metszi a fliggvény
grafikonjat. Ez azt jelenti, hogy a nagyobbik szdm (b) rogzitésével a kisebbik szdm
(a) két kiilonboz6 értéke mellett is ugyanazt a kontraharmonikus kézepet kapjuk,
ami ismét a kontraharmonikus kozép nem izoton voltat jelzi.

f) Szémadatok &atlagérdl legtobbszor a szamtani kozép jut az esziinkbe, pedig
az atlag meghatarozdsa erésen fiigg attol, hogy mit tartunk szem el6tt az adathal-
maz és az azt ,képvisel¢” atlagérték viszonyaban. A szamtani kozepet akkor kapjuk
atlagul, ha arra toreksziink, hogy az adatoknak az atlagtol valé négyzetes eltérése
Osszességében a lehetd legkisebb legyen (ekkor a szérds is minimélis).

(z;—2)* =min. < 7= A(z1,...,2,).
1

n

7

Ha azonban azt akarjuk, hogy az adatoknak az atlagtél vald relativ (tehét
az atlaghoz viszonyitott) négyzetes eltérése legyen Osszességében minimélis, akkor
a kontraharmonikus kozép adédik dtlagnak [1].

n _\2
Z(xz—a?) =min. <= Z=C(z1,...,2,).

4 T
i=1
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9) Erdekes, hogy a kontraharmonikus kézép (és nemcsak az) még a zenében is
felbukkan. Két hang magassagbeli kiilonbségét a hangkozzel jellemezziik, ez pedig
a két hang frekvencidjanak ardnya. Tekintsiink egy alaphangot (pl. C), ennek ok-
tavjat (C’), tovdbbé a kovetkezd hangkozoket: kvart (F), kvint (G), nagy szext (A).
Ha az alaphang frekvencidjat egységnyinek vessziik, akkor az oktav frekvencidja 2,
a kvarté 4/3, a kvinté 3/2, a nagy szexté pedig 5/3 egység, legaldbbis az Un. ter-
mészetes (vagy diatonikus) dudr skaldn [3]. Lathatd, hogy az alaphang és az oktév
frekvencidjanak szamtani kozepe a kvint frekvenciajaval, harmonikus kézepe pedig
a kvart frekvencidjaval egyezik meg, amint az mér a pitagoreusok szamara is ismert
volt (persze nem a frekvencidkkal megfogalmazva, hanem a rezgésbe hozott, és gy
a megfelel6 hangot kibocsété hur hosszdnak a felhasznaldsdval) [8], [9], [19], [22]. Ha
azonban a kontraharmonikus k6zép is szerepel az eszkoztarunkban, észrevehetjiik,
hogy a nagy szext frekvencidja éppen ennek a kozépnek felel meg.

Kitekintés

A cikkbeli tabldzatban szerepld, legismertebb kozepek valdjdban egy nagyobb
csalddnak, az in. hatvanykozepek csalddjdnak a tagjai [2], [4], [20]. A kontraharmo-
nikus kozép nem tartozik ebbe a csalddba. Az viszont mind a hatvanykozepekrol,
mind a kontraharmonikus kozéprol elmondhatd, hogy a szamtani kozépre vezet-
hetok vissza. Jogosan vetddhet fel a kérdés a kontraharmonikus kozép tényleges
hovatartozasat illetéen. A vélaszt jelen tanulmanyunk folytatdsa foglalja majd ma-
gaba.
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Hargitai Sara, Unyi Tamas
Go6dolloi Reformatus Liceum

A legutébb Godollén megtartott Rétz Lészlé Vandorgytilésen hallottam a go-
dolléi didkkorosok eléadasat, melybél a fenti cikk sziiletett. Mivel az eldadas és igy
a cikk is a didkkori tevékenység eredménye, igy 6rommel tessziik kozzé felhivasukat.

5

R. E.

Felhivas matematikai didkkonferencian valo részvételre

Iskoldnkban, a Godollsi Reformatus Liceumban egy évvel ezelott megalapitot-
tuk a Tudomanyos és Innovaciés Didkkort, amelynek keretén beliil egy matematikai
kutatécsoport is miikodik. Itt egyrészt a tananyagon tilmutato, kevésbé ismert té-
mékat tanulmanyozunk, masrészt kozépiskolai szinten még valéban feldolgozatlan
teriileteket tarunk fel. A kozos kutatds igazi szellemi élményt nyujt didknak és ta-
narnak egyarant, ha pedig valami Gjdonségra is fény deriil, akkor az kiilon 6romet
jelent. Kutatdsi eredményeinket iskoldankon kiviil a budapesti E6tvos Jozsef Gim-
naziumban, az ELTE Matematikai Intézetében, a matematikatanarok Ratz Laszlo
Vandorgytilésén, valamint az Ifjusdgi Tudomanyos és Innovéciés Tehetségkutatd
Versenyen is volt lehetoségiink bemutatni.
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