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Az elfeledett kozép

Bevezetés

»Kezdetben vala a szdmtani, a mértani és a harmonikus kozép. . .” Némi modo-
sitassal idéztiink egy tanulmanybdl, amely a matematikai kozépértékekkel foglalko-
zik [13]. Val6ban, ezeket a kozepeket — az Gkori gorog matematika ardnyelméletének
keretein beliil, aranyokkal kifejezve — mar Pithagorasz is ismerte, st a torténeti for-
rasok szerint babiléniai tanulményttja soran tett szert erre a tudasra. Matematikai
vonatkozasu régészeti leletek is arra utalnak, hogy ezeket a kozepeket mar a babi-
l6niai tuddsok is hasznaltdk, Krisztus eltt csaknem kétezer évvel [9]. Piithagorasz
egyik kés6bbi kovetdje, Arkhiitasz olyan megfogalmazast adott ezekre a kozepekre,
amelybdl kiindulva tovabbi kozépértékekhez vezetd eljarast dolgoztak ki a pitagore-
usok. Az igy kapott kozepeket ezért pitagoraszi vagy ., gorog” kozepeknek nevezziik
[2], [], [7], [9], [10], [16], [21], [22]. Ezek kozé tartozik a kontraharmonikus kozép is,
amely azonban — egyszeriisége ellenére — mara sajnos méltatlanul elfeledetté és mel-
16z6tté valt, legalabbis kdzépiskolai szinten. Tanulmanyunkban a kontraharmonikus
kozép tulajdonsagaival, Osszefliggéseivel, el6fordulasaval foglalkozunk, néhany sa-
jat eredménnyel is gazdagitva a témét. A dolgozatban szerepld allitdsok nagy részét
— terjedelmi okok miatt — nem bizonyitjuk; a bizonyitasok feladatat F-fel jelolve
gyakorlasként az Olvaséra bizzuk.

A legismertebb kézepek és a kontraharmonikus kézép

Mit is értiink két pozitiv valds szam kozépértéke alatt? Azt az értéket, amely
a két szam kozé esik. Pontosabban: matematikai kézépnek neveziink egy, a pozitiv
valds szamparok halmazan értelmezett kétvaltozos, folytonos fiiggvényt, melynek
barmely helyettesitési értéke az adott szdmpar tagjai kozé esik (megengedve a va-
lamelyik taggal valé esetleges egyenldséget is). A kozépérték fogalma sok esetben
konnyen kiterjeszthet6 tobb szamra is, tovabba silyozasra is van lehetéség. A ko-
zépiskolaban targyalt legismertebb kozepeket az alabbi tabldzatban tiintettiik fel.

Ko6zép neve Képlet Jelblés
szamtani (aritmetikai) a4 ; b A
mértani (geometriai) Va-b G
harmonikus T i T = a2ibb H
a b
négyzetes (kvadratikus)* o ;r ’ Q

*A négyzetes kozép valéjdban nem tartozik a pitagoraszi kozepek csaldadjaba, csak
az ismertsége miatt szerepel a tablazatban.
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Forditsuk figyelmiinket most arra a bizonyos elfeledett kozépre. Két pozitiv
valés szdm (a és b) kontraharmonikus kézepe:
a® + b?
a+b

C(a,b) =

Ez valdjdban egy a-val, illetve b-vel silyozott szamtani kozép (,onstlyozott” ko-
7ép) [12], de 1gy is tekinthetjiik, hogy a? és b? szamtani kozepének, illetve a és b
szamtani kozepének a hanyadosa. A definiciébdl kénnyen levezetheté a kontrahar-
monikus kozép néhdny alapvetd tulajdonsiga. (F)

a) C(a,b) jogosult a kdzépérték névre, mivel minden a < b esetén:

a < C(a,b) <b.

b) C(a,b) szigori (vagy diagondlis) kozép, ami azt jelenti, hogy az el6bbi
egyenl6tlenségek szigoruakka valnak, ha a kiillonbozik b-t6l, de ha a és b megegyezik,
akkor C'(a,b) is egyenld ezekkel.

¢) C(a,b) szimmetrikus kozép, azaz a képletében a és b szerepe felcserélhetd:
C(a,b) =C(b,a).

d) C(a,b) homogén kozép, ami alatt azt értjiik, hogy tetszbleges pozitiv valés
A esetén:
C'(Aa, Ab) = X - C(a,b).
A homogenitas jelent6sége tobbek kozott abban all, hogy a két szadm kozos tényezdje
Hkiemelhet6” a kozép elé.

A kovetkezékben egy olyan mddszert mutatunk be, amely hatékonyan alkal-
mazhaté a kozepek tulajdonsdgainak, illetve kapcsolatainak a vizsgédlatara, ennek
ellenére ritkdn taldlkozunk ezzel a szakirodalomban [5], [11].

Felhasznalva a kontraharmonikus k6zép homogenitasat, végezziik el az aldbbi
atalakitast:

C(a,b)zhC(%,l) —b.C(z,1), ahol x:%; x> 0.

Ennek alapjan b lerogzitésével a kontraharmonikus koézéphez hozzarendelhetiink
egy egyvaltozos fliggvényt, amit karakterisztikus fliggvénynek neveziink. Tehat:

22+ 1

fC(x> :O(‘Tal) = r+1

A karakterisztikus fiiggvény segitségével gy igazolhatjuk a kozépérték-tulajdon-
sagot, hogy belatjuk:

x < folx) <1, ha a < b, azaz ha 0 <z <1,
1< fo(z) < z, ha a > b, azaz ha = > 1.
Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/7 387
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Ez azt jelenti, hogy fco(x) grafikonjdnak az y = 1 és az y = x egyenletii egye-
nesek dltal hatarolt tartoményban kell hizddnia. Amint az az 1. dbrdn lathatd
(és természetesen szdmitdsokkal is egyszerlien aldtdmaszthatd), fo(z) grafikonja
val6ban a ,,megengedett” tartomanyban van.

A grafikonon az is megfigyelhetd, hogy a kontraharmonikus kézép karakterisz-
tikus fiiggvénye a |0; 1] intervallumban nem monoton, hanem szélséértéke, mégpedig
minimuma van. A tobbféleképpen is elvégezhetd pontos elemzés szerint a minimum
helye: 2 = v/2 — 1. (F) A karakterisztikus fiiggvény nem kolcsondsen egyértelmii
voltabdl a kontraharmonikus kozép kiilonleges tulajdonsaga kovetkezik: ha rogzit-
jiik egy szampér nagyobbik tagjat, akkor a kisebbik tag két kiillonbozo értéke esetén
is ugyanazt a kontraharmonikus kézepet kaphatjuk. Pl.: C(2,6) = C(3,6) = 5.

1,4 1.4

1,2 £ 1,2 £ =

Nv=t Al N =

N~ 7 N~ P
\J\_// =~ \J\_/ /(’
0,8 v 078 Q 4

7 | < — 7
7 A 7
0,6 ~ 0,6 / -
/y =T G /y =T
0,4 7 04 / br
/ 7
’ /
7 7
072 7 072 4
7 7

7 7

/ 4
A 02 04 06 08 1 12 14 / 02 04 06 08 1 12 14

1. dbra 2. abra

A jol ismert kozepek karakterisztikus fiiggvényét hasonléképpen hatdrozhatjuk
meg (2. dbra). (F) A grafikonok tantsdga és az elemzés szerint a szdmtani, mér-
tani, harmonikus és négyzetes kozép karakterisztikus fiiggvénye szigorian mono-
ton nové, tehat ezeknél a kdzepeknél nem tapasztalhato az a kettésség”, amelyet
a kontraharmonikus kozépnél lattunk. Az ilyen kozépértékeket izotonnak nevez-
ziik [2]. A kontraharmonikus kézépnek a tobbi kozépétdl eltérd tulajdonsiga tehat
az, hogy nem izoton, hiszen a karakterisztikus fiiggvénye nem monoton.

Az abrardl ugyanakkor a kozepek sorrendje is leolvashaté, és igy adédik a ne-
vezetes egyenlOtlenség-lancolat, amelybe most mar a kontraharmonikus koézép is
beilleszthetd:

H<G<A<Q<C,

ahol az egyenldségek akkor és csak akkor teljesiilnek, ha a = b. (F)

A derékszogii érint6trapéz
A kovetkezSkben bemutatjuk a kontraharmonikus kozép egy geometriai el6for-
dulasat, mikozben ravilagitunk mas kozepekkel valo 6sszefiiggéseire és a pitagoraszi
szamharmasokkal vald kapcsolatara. Mindezt egy tétel kimondasanak és bizonyita-
sanak keretén beliil tessziik.

388 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/7
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Tétel. 1. Ha a és b kiilonbozd pozitiv egész szamok, és C(a,b) (vagyis a kont-
raharmonikus kézepiik) is egész, akkor C(a,b) elédll egy pitagoraszi szdmhdrmas
legnagyobb tagjaként.

II. Ha (z,y, z) pitagoraszi szdmhdrmas, akkor létezik két kilonbizd pozitiv egész
szdm, melyeknek kontraharmonikus kozepe éppen a szamhdrmas legnagyobb tagja
(azaz z, amely szintén egész).

Bizonyitas. Tekintsiink egy derékszogi érin- a
tétrapézt (3. dbra), melynek alapjai a, illetve b ‘
hossziak (a < b). Hogy a és b ismeretében kifejez- :
hessiik a szdrak hosszat (c-t és d-t), irjuk fel az érin- d | c
ténégyszogek tételét és a Pitagorasz-tételt: i

|
|

c+d=a+0b,

P+ (b—a)=c

Az egyenletrendszer megoldasaval az aldbbi eredményre jutunk:

B a? + b2 _ 2ab

a+b’ a+b
A merdleges szar hosszara tehat az alapok hosszdnak a harmonikus kézepét, a masik
szar hosszara pedig a kontraharmonikus kozepét kapjuk.

Ezen a ponton tegyiink egy kis kitérét. Azonnal lathatjuk, hogy két kiilonb6z6
szamnak a kontraharmonikus koézepe nagyobb, mint a harmonikus koézepe, amit
algebrai 1ton is igazolhatunk. frjuk fel Gjra az érintonégyszogek tételét, most mar
a kapott eredményekkel.

H+C=a+b.

2-vel val6 osztds utdn kapjuk a szamtani kozép definiciéja alapjan:
A(H,C) = A(a,b).

Vagyis mindegy, hogy két szam harmonikus és kontraharmonikus kézepének vessziik
a szamtani kozepét, vagy maganak az eredeti két szamnak a szamtani kozepét. Erre
azt mondjuk, hogy a szamtani k6zép invaridns a harmonikus és a kontraharmonikus
kozépre nézve. Szokas ugy is fogalmazni, hogy a harmonikus és a kontraharmonikus
kozép egymaésnak a komplementere a szdmtani kozépre vonatkozéan [20]. Kozép-
iskolai széhasznalattal: két tetszOleges pozitiv valés szam harmonikus, szamtani
és kontraharmonikus kozepe egy szdmtani sorozat egymast koveto tagjai. Az &b-
ra tehat magaban rejt egy kozepek kozotti, invariancia jellegi osszefiiggést, amely
egyuttal magyarazatot ad a kontraharmonikus elnevezésre is.

Térjiink vissza a tétel bizonyitasdra. Tegyiik fel, hogy a és b egész szamok, és
a kontraharmonikus kézepiik is egész. Valasszunk le a derékszogli érintétrapézbél
egy derékszogi haromszoget. Ennek oldalhosszai: b — a, d, c. Ezek azonban a feltéte-
lek miatt mind egész szdmok (hiszen ¢ = C(a,b), illetve d = a + b — ¢ az érinténégy-
szogek tételébdl). Tehdt kaptunk egy pitagoraszi szamhédrmast, melynek legnagyobb
tagja éppen C(a,b). Ezzel bebizonyitottuk a tétel 1. részét.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/7 389
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e p szamharmasboél, azaz harom olyan pozitiv egész

\'//\ " \ szambol, melyek egy derékszogli haromszog oldal-

i N\, hosszai. Egészitsiik ki ezt a hdromszoget derékszo-

! 0 gll érintétrapézza (4. dbra). (A szerkesztés nem

L Y bonyolult: az egyik hegyesszogi cstucsbdél kiinduld

L~ szogfelezének, illetve a csucesal szemkozti befogd

Y és az atfogo felezopontjat 6sszekoto kozépvonalnak

b a metszéspontjaként kapjuk a szerkesztendo tra-

4. dbra pézba irhaté kor kozéppontjat; a kor megrajzolasa

utan pedig mar konny(i megszerkeszteni a trapézt.)

A kapott derékszogli érintétrapéz hosszabbik szarardl tudjuk, hogy annak hossza

egyrészt az alapok hosszdnak (a-nak és b-nek) a kontraharmonikus kézepe, méds-

részt egész szam, hiszen a pitagoraszi szamhdrmas legnagyobb tagja (a derékszogii

haromszog dtfogdjanak a hossza). Mar csak azt kell beldtni, hogy az alapok hossza
is egész szam. Az dbra alapjan irjunk fel két Gsszefliggést a és b kozott:

a Induljunk ki most egy (x,y,z) pitagoraszi

a+b=x+z,
b—a=y.
Ebbdl kapjuk:
a_x—y—i—z b_m+y+z
o2 T2

1) Foglalkozzunk el8szor egy un. primitiv pitagoraszi szamhédrmassal, amelyben
a tagoknak nincs 1-nél nagyobb kozos osztéja. Ismeretes, hogy ebben az esetben
a tagok a kovetkezd médon fejezhetSk ki az m és n pozitiv egész szdmokkal [17]:

z=2mn, y=m?>—n? z=m?+n?

(m > n, tovdbba m és n relativ primek és kiilonb6z6 paritdstak; x jeloli a szdm-
hdrmas egyetlen paros tagjat.) Behelyettesités és rendezés utdn addédik:

a=n-(m+mn), b=m-(m+n).

Tehat az alapok hossza valoban egész szam.

11) Ha a pitagoraszi szamhdrmas nem primitiv, akkor a tagok legnagyobb k&zos
osztéja nagyobb 1-nél. Jeloljiik ezt az egész szamot k-val. Ha mindharom tagot k-val
osztjuk, akkor primitiv pitagoraszi szamharmashoz jutunk, igy az el6zoek szerint
egész szamokat kapunk az alapok hosszara. Ezeket k-val megszorozva adédnak
az eredeti szamharmashoz tartozé alaphosszisagok, amelyek természetesen szintén
egész szamok. Ez teszi teljessé a tétel I1. részének a bizonyitasat.

A tétel kimonddésa Pahikkala nevéhez flizédik, aki az iménti, geometriai hatteri
bizonyitas helyett tisztdn algebrai médszert alkalmazott [18].

390 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/7
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Megjegyzés. A szerkesztésbdl kitiinik, hogy a derék- IR N
sz0gll hdromszoget a masik befogdjanak az irdnydban is .
kiegészithetjiik derékszogli érintétrapézza (5. dbra). Ez / )
annak felel meg, hogy az alapok hosszanak a képletében . |
x és y szerepe felcserélédik: \ ///
\ -
\ e N
, y—x+z o, cH+y+z N |
@ ="—-, b =—— = =
2 2 .
\ /|
Mint lathatd, a hosszabbik alap hosszdra ugyanazt az ér- \\ //
téket kapjuk, a révidebbik alapéra azonban nem: S
5. dbra

! /
a=z—a, b =0

Ekozben a trapéz hosszabbik szara — azaz a kiindulédsi derékszogli haromszog atfogdja —
nem valtozik. Mindez 6sszhangban van a kontraharmonikus k6zép nem izoton voltéval,
azaz azzal a korabban megéllapitott ténnyel, hogy ha rogzitjiikk egy szampar nagyobbik
tagjat, akkor a kisebbik tag két kiilonboz6 értéke esetén is ugyanaz a kontraharmonikus
kozép adodik [18]:

C(a,b) = C(d',b), a+d =C.

A kontraharmonikus kézép el6fordulasai

a) Bizonyéra sokan tudjdk, hogy a trapéz alapjaival parhuzamos szakaszok
(az tn. hirok) némelyikének a hossza mogott a legismertebb kozepek rejtéznek
[4], [6], [20]. Kevésbé kozismert azonban, hogy a kontraharmonikus kozép is fel-
lelhet6 a trapézban. Példaul ha talé-
lunk egy olyan pontot a trapézon be-
lill, amelyet egy-egy alap végpontjaival
osszekotve a kapott haromszogek teriile-
te megegyezik, akkor az ezen a ponton
athaladé hur hossza az alapok hossza-
nak a kontraharmonikus kozepével lesz
egyenld (6. dbra) [23]. (Konnyen beldtha- C(a,b)
t6, hogy a széban forgd hir dsszes pontja
rendelkezik az els6ként megtalalt ponté- b
hoz hasonlé tulajdonsdggal.) (F) 6. dbra

a

b) Keressiik meg egy érintdtrapéznak azt a hurjat, amely két egyenld keriiletii
kisebb trapézra bontja az eredeti trapézt (azaz amely megfelezi az eredeti trapéz ke-
riiletét). Ennek a hirnak a hossza egyenld az alapok hosszdnak a kontraharmonikus
kozepével. (F)

¢) A derékszogli hdromszog atfogdjahoz, illetve az egyik befogéhoz irt kor
sugaranak kontraharmonikus koézepére éppen az atfogd hosszat kapjuk. Az a tény,
hogy az allitasban barmelyik befogd szerepelhet, a kontraharmonikus kozép nem
izoton voltdra utal. (Az &atfogdhoz, illetve az egyik befogéhoz irt kor sugardnak
harmonikus kézepe pedig az adott befogd hosszdval egyenld.) (F)

d) Tekintsiink egy egyenes csonka kipot, amelyrél tudjuk, hogy az alaplap
és a feddlap teriiletének az Osszege egyenls a palast teriiletével. Ekkor az alkotd
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hossza megegyezik az alaplap és a fed6lap sugaranak a kontraharmonikus kézepével.
(A csonka kip magassdga pedig a sugarak harmonikus kozepével egyenls.) (F)

e) Tekintsik a g¢g:RT — RT,

\ glx)=1/x figgvényt (7. dbra).
1/ Tikrozzikk a fiiggvény grafikonjat
az x-tengelyre, és jeloljiink ki a tenge-
lyen egy tetszbleges a-t és b-t (a < b).
Kossiik ossze az (a;1/a) és a (b;—1/b)
e pontokat (Moskovitz—Mays-féle  eljd-
T ras [14], [15]). Az 0Osszekotd egyenes
L= egy a és b kozotti M pontban metszi

az x-tengelyt. M meghatarozasahoz
vegyiik észre, hogy az abran lathaté
derékszogli haromszogek hasonldk, és
irjuk fel az egymésnak megfeleltethetd
befogohosszak aranyanak egyenloségét:

(b:l—=1/b)
U

7. dbra

Rendezés utan kapjuk:
a? + b?
a+b’

M(a,b) =

Vagyis ezzel az eljarassal a és b kontraharmonikus kézepéhez jutottunk. Megfigyel-
hetjiik, hogy a két széls6 pontot 6sszekoto egyenes még egy helyen metszi a fliggvény
grafikonjat. Ez azt jelenti, hogy a nagyobbik szdm (b) rogzitésével a kisebbik szdm
(a) két kiilonboz6 értéke mellett is ugyanazt a kontraharmonikus kézepet kapjuk,
ami ismét a kontraharmonikus kozép nem izoton voltat jelzi.

f) Szémadatok &atlagérdl legtobbszor a szamtani kozép jut az esziinkbe, pedig
az atlag meghatarozdsa erésen fiigg attol, hogy mit tartunk szem el6tt az adathal-
maz és az azt ,képvisel¢” atlagérték viszonyaban. A szamtani kozepet akkor kapjuk
atlagul, ha arra toreksziink, hogy az adatoknak az atlagtol valé négyzetes eltérése
Osszességében a lehetd legkisebb legyen (ekkor a szérds is minimélis).

(z;—2)* =min. < 7= A(z1,...,2,).
1

n

7

Ha azonban azt akarjuk, hogy az adatoknak az atlagtél vald relativ (tehét
az atlaghoz viszonyitott) négyzetes eltérése legyen Osszességében minimélis, akkor
a kontraharmonikus kozép adédik dtlagnak [1].

n _\2
Z(xz—a?) =min. <= Z=C(z1,...,2,).

4 T
i=1
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9) Erdekes, hogy a kontraharmonikus kézép (és nemcsak az) még a zenében is
felbukkan. Két hang magassagbeli kiilonbségét a hangkozzel jellemezziik, ez pedig
a két hang frekvencidjanak ardnya. Tekintsiink egy alaphangot (pl. C), ennek ok-
tavjat (C’), tovdbbé a kovetkezd hangkozoket: kvart (F), kvint (G), nagy szext (A).
Ha az alaphang frekvencidjat egységnyinek vessziik, akkor az oktav frekvencidja 2,
a kvarté 4/3, a kvinté 3/2, a nagy szexté pedig 5/3 egység, legaldbbis az Un. ter-
mészetes (vagy diatonikus) dudr skaldn [3]. Lathatd, hogy az alaphang és az oktév
frekvencidjanak szamtani kozepe a kvint frekvenciajaval, harmonikus kézepe pedig
a kvart frekvencidjaval egyezik meg, amint az mér a pitagoreusok szamara is ismert
volt (persze nem a frekvencidkkal megfogalmazva, hanem a rezgésbe hozott, és gy
a megfelel6 hangot kibocsété hur hosszdnak a felhasznaldsdval) [8], [9], [19], [22]. Ha
azonban a kontraharmonikus k6zép is szerepel az eszkoztarunkban, észrevehetjiik,
hogy a nagy szext frekvencidja éppen ennek a kozépnek felel meg.

Kitekintés

A cikkbeli tabldzatban szerepld, legismertebb kozepek valdjdban egy nagyobb
csalddnak, az in. hatvanykozepek csalddjdnak a tagjai [2], [4], [20]. A kontraharmo-
nikus kozép nem tartozik ebbe a csalddba. Az viszont mind a hatvanykozepekrol,
mind a kontraharmonikus kozéprol elmondhatd, hogy a szamtani kozépre vezet-
hetok vissza. Jogosan vetddhet fel a kérdés a kontraharmonikus kozép tényleges
hovatartozasat illetéen. A vélaszt jelen tanulmanyunk folytatdsa foglalja majd ma-
gaba.
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Hargitai Sara, Unyi Tamas
Go6dolloi Reformatus Liceum

A legutébb Godollén megtartott Rétz Lészlé Vandorgytilésen hallottam a go-
dolléi didkkorosok eléadasat, melybél a fenti cikk sziiletett. Mivel az eldadas és igy
a cikk is a didkkori tevékenység eredménye, igy 6rommel tessziik kozzé felhivasukat.

5

R. E.

Felhivas matematikai didkkonferencian valo részvételre

Iskoldnkban, a Godollsi Reformatus Liceumban egy évvel ezelott megalapitot-
tuk a Tudomanyos és Innovaciés Didkkort, amelynek keretén beliil egy matematikai
kutatécsoport is miikodik. Itt egyrészt a tananyagon tilmutato, kevésbé ismert té-
mékat tanulmanyozunk, masrészt kozépiskolai szinten még valéban feldolgozatlan
teriileteket tarunk fel. A kozos kutatds igazi szellemi élményt nyujt didknak és ta-
narnak egyarant, ha pedig valami Gjdonségra is fény deriil, akkor az kiilon 6romet
jelent. Kutatdsi eredményeinket iskoldankon kiviil a budapesti E6tvos Jozsef Gim-
naziumban, az ELTE Matematikai Intézetében, a matematikatanarok Ratz Laszlo
Vandorgytilésén, valamint az Ifjusdgi Tudomanyos és Innovéciés Tehetségkutatd
Versenyen is volt lehetoségiink bemutatni.
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Biztosak vagyunk abban, hogy mas iskoldkban is tanulnak olyan didkok, akik
szivesen mélyednek el matematikai témakban, és élvezettel tanulmanyozzak azokat
akar hosszabb ideig is. Ebbdl kiindulva az a szandék fogalmazddott meg benniink,
hogy egymas megismerésének a céljabol matematikai didkkonferenciat szerveznénk
iskoldnk matematikatandri munkakozosségének a kozremiikodésével. A konferenci-
an bemutatnank egymésnak kutatdsaink téméjat, tevékenységiinket és elért ered-
ményeinket. Az eldadasok témajat illetéen nem lennének kiilonosebb megkotések:
szbéba keriilhetnek a tananyag szempontjabdl periférikus témék és kozépiskolai szin-
ten ismeretlen teriiletek egyarant. A konferencianak nem kell okvetleniil versenyjel-
legtinek lennie, a cél inkdbb valéban az lenne, hogy megismerjiik egymds kutatédsait,
illetve véleményiinkkel, tanacsainkkal, otleteinkkel segitsiik egymads tovabbi mun-
kajat. A rendezvény egyfajta gyakorlasi lehetéséget is jelentene azok részére, akik
orszagos megmérettetésekre késziilnek.

Ha sikeriilt valakinek az érdeklédését felkelteni, és szivesen jelentkezne a didk-
konferencidra, akkor kérjiik, hogy toltse ki a KoMal féoldalardl elérhetoé google
tirlapot. Orémmel fogadjuk mindenkinek a jelentkezését: azét is, aki mar részt
vett versenyszerii didkkonferencidn (pl. TUDOK), de azét is, aki még nem mérte
Ossze magat méasokkal ezen a téren, am szivesen beszamolna a sajit tevékenysé-
gérél. A konferencia idépontjardl, helyszinérdl és lebonyolitasanak koriilményeirol
a visszajelzések alapjan dontenek a szervezdk. A személyes taldlkozéds reményében
kivanunk mindenkinek jé tanévet és oromteli, eredményes kutatast.

Hargitai Sara, Unyi Tamaés

Gyakorlé feladatsor 7
emelt szintii matematika érettségire i

I. rész

1. Melyek azok az x, y egész szamok, amelyekre egyszerre teljesiil, hogy:

a) %2 + y? < 25;

b) ol + Iyl > 5

c) logy(y +1—2?) > 07 (12 pont)

2. a) Az egyszerli hétpontu graf csicsainak foka rendre 3,2,4,1,2; a mdsik
kettot nem ismerjiik. Allapitsuk meg ezeket, ha a grafnak 11 éle van, valamint
a graf megrajzolhaté egy folytonos vonallal gy, hogy mindegyik élén pontosan
egyszer haladtunk &t.

b) Adjunk meg hérom kiilonbozé irraciondlis szdmot gy, hogy a hdrom szdm
Osszege és barmelyik ketto szorzata is raciondlis szam legyen.

¢) Mutassuk meg, hogy az A és B kijelentések tetszoleges logikai értékére igaz
a =(A — B) = AN\ DB egyenldség. (12 pont)
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3. Oldjuk meg a valés szamok halmazan a

1 —sin (2x)

SInNx 4 cosx = o8 (2x)

egyenletet. (13 pont)

4. Két horgaszegyesiilet, az Aligai Pecasok és a Bélatelepi Horgaszok kozos
edzétaborozast tartottak 47 f6 részvételével. A csapatokban felnétt és junior kor-
osztalyd csoportok voltak. Tudjuk, hogy:

a) minden csoport létszdma primszam;

b) legkevesebben a junior Bélatelepi Horgdszok, legtobben a felnétt Aligai
Pecéasok vannak a taborban;

¢) a felnétt versenyzk osszlétszama oszthaté tizzel;
d) a két csapat felndtt tagjainak létszdma kozott 10-nél kisebb a kiilénbség.

Hényan vannak az egyes csoportokban? (14 pont)
II. rész

5. Egy hurnégyszog egyuttal érinténégyszog is (bicentrikus négyszog). Két
szomszédos oldala 9, 10 egység, az altaluk bezart szog 60°. Jeloljik O-val a koriilirt,
K-val a beirt kor kézéppontjat.

a) Adjuk meg a masik két oldal hosszat.
b) Hatérozzuk mega a beirt- és a koréirt kor sugarat.
¢) Milyen hosszi a KO tdvolsdg? (16 pont)

6. a) Vizsgaljuk meg az a, = n® —n? sorozatot monotonitds és korldtossig

szempontjabol. Allitdsainkat igazoljuk.
b) Mutassuk meg, hogy a sorozat elsé n tagjanak sszege
n(n+1)(n—1)(3n+2)

12

. (16 pont)

7. Anna és Balint szabélyos dobdkockaval jatszik. Felvéaltva dobnak, ha a do-
bott szam primszam, akkor a szamegyenesen &ll6 babuval egyet jobbra, ha 0sszetett
szam, akkor egyet balra lépnek. Ha egyik sem, akkor a babu helyben marad. A babu
kezdetben a nulldn &ll, 6sszesen hatszor fognak dobni. El6tte fogadnak arra, hogy
a jaték végén melyik szamon 4ll majd a babu. Anna az egyesre, Balint a kettesre
fogad.

a) Kinek mekkora esélye van a nyerésre?
Tegyiik fel, hogy Anna nyerte a fogadast.
b) Mennyi a valészintisége, hogy a jaték sordan egyszer dobtak egyest? (16 pont)
8. A 2 egység élli kocka egyik csucsat jeloljitk A-val, majd allitsunk egyen-

16 hosszi szakaszokat a kocka A-val érintkezd lapjainak kozéppontjdba, az adott
lapokra merélegesen kifelé.
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A szakaszok lapra nem illeszkedd végpontjait jeloljiik P, @, R-rel.
a) Milyen hossziak a szakaszok, ha az A, P, Q, R pontok egy sikban vannak?

A 2 egység éli kocka lapjaira kifelé egyenlé magassagu, 2 egység oldali négyzet
alapti egyenes gulakat helyeziink gy, hogy a gila alapja egybeesik a kocka adott
lapjaval.

b) Mekkora a gila magassiga, ha az igy kapott testnek van koriilirt és beirt
gbmbje?

¢) Mekkora a gila magassdga abban az esetben, ha az igy keletkezett poliéder-
nek 14 csucsa, 12 lapja és 24 éle lett? (16 pont)

9. Legyen f(z) = 22% — 23, x € [0;2]. Az f(z) fiiggvény grafikonjahoz illesztet-
tiink jobbrdl egy y tengellyel parhuzamos tengelyti parabolat, amelyre az alabbiak
egyszerre teljesiilnek:

a) a két gorbe torésmentesen csatlakozik egymdashoz a 2 abszcisszdji pontban;

b) a parabola és az z: tengely altal kozrefogott sikidom teriilete egyenlé az f(z)
grafikonja és az x tengely altal bezart sikidom teriiletével.

Adjuk meg a parabola egyenletét. (16 pont)

Németh Laszlo
Fonyod

Megoldasvazlatok a 2020/6. szam emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Adott két fiigguény:

f(ar)=2z+9; glx) = Va2 + 4z +4.

3

Van-e olyan x € R, ahol a két figgvény helyettesitési értéke megegyezik? (6 pont)

b) Van-e olyan p valds szdm, amelyre az aldbbi két kifejezés értéke egyenld:

A =logs(p + 2) + logy(p — 2); B =1+log,(p+10)? (6 pont)

Megoldas. a) 1. megoldds. g(x) = +/(z + 2)2 = |z + 2|,
20+9=3-|z+2|
Ha =z < —2, akkor

20 +9 = —-3x — 6,
r=-3.
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Ha z > —2, akkor

20 +9 =3z +6,
Tz =3.

Ellen6rzés behelyettesitéssel vagy az ekvivalenciara vald jogos hivatkozassal.
2. megoldds. 2x+9 = 3vVa? +4x +4, hax > _79, akkor négyzetre emelhetiink:

422 + 36z + 81 = 922 + 362 + 36,
9 =22,

r = +3.

Elleno6rzés behelyettesitéssel vagy az ekvivalenciara valé jogos hivatkozassal.

b) logy(p + 2) + logy(p — 2) = 1 4 logy(p + 10).

Kikotés: p > 2,
log, (p2 —4) = log,y(2p + 20).

Mivel a log, x fliggvény szigorian monoton:

p? —4=2p+20
p?—2p—24=0,
p1=—4; p2 =6.

Csak a p =6 megoldds tesz eleget a feltételeknek. Az alaphalmazon ekvivalens
atalakitasokat végeztiink.

2. Solymdsz tandr ur bioldgia ordjdra 26 végzds jdr, és valamennyien részt
vesznek imdadott bioldogia tandruk humdnetologia ordjin is. Félévkor a tandr ur
(neveld célzattal) meglehetdsen szigori volt, ezért 21-en nem kaptak dtést bioldgi-
abol és 19-en nem kaptak otost humdnetologiabol. Ugyanakkor 8-an kaptak dtist
legaldbb az eqyik tdargybal.

a) Hdny végzds kapott dtist mindkét tdrgybdl? (4 pont)

A biolégia probaérettségit mind a 26 didk megirta. A tandr dr korabbi szigori-
saga elérte céljdat, mert a probaérettségi mdr sokkal jobban sikerilt. Senki sem kapott
elégtelen, vagy elégséges osztalyzatot. A kdzepes, jo és jeles osztdlyzatok szama eb-
ben a sorrendben eqy mértani sorozat hdrom egymdst kévetd eleme lett. A csoport
atlaga % lett.

b) Szdmoljuk ki a prébaérettségi osztdlyzatainak szdrdsdt. Az eredményt két
tizedesjeqy pontosdggal adjuk meg. (8 pont)
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Megoldéas. a) 1. megoldds. 5 tanulénak van 6tose bioldgidbdl, 7 tanulénak
van 6tose humanetolégiabdl; 5+ 7 = 12, de csak 8 tanulénak van legalabb az egyik
targybdl otose, ezért mindkét targybdl 4 tanulénak van 6tose.

2. megoldas. Ha mindkét targybdl x tanuldénak van 6tose, akkor csak biologia-
bol 5 — x tanulénak van 6tose. Csak humanetolégidbdl 7 — z tanulénak van 6tose.

S5—zrz+ax+7—x=8.

Tehat mindkét targybol 4 tanulénak van 6tose.
b) 1. megoldds. A harmas, négyes és 6tos osztilyzatok szama: a, a - q, a - ¢°.

a+ aq + aq® = 26,

3a + 4aq + 5aq? _ @
26 13
Mindkét egyenletbol a-t kifejezve:

26 120
1+q+q¢> 3+4q+5¢2

Rendezés utan:

7
5" —8¢—21=0, q1=—z; ¢=3.

Csak a g = 3 felel meg a feladat feltételeinek, tehdt 2 db harmas, 6 darab négyes
és 18 darab 6tos osztalyzat sziiletett.
Az osztalyzatok szérdsa: 0,6249 ~ 0,62.

2. megoldads. Legyen a harmasok szama a, a négyesek szama b, az 06t6sok
szama c. Ekkor az alabbi egyenleteket kapjuk:

1. a+b+c=26,
I 3a+4b+50_@

' 26 137
III. b? = ac.

Az els6 egyenletbdl: a = 26 — b — c. A maésodik egyenletet atalakitva: 3a +
+4b+ 5c = 120. Az el6z6 Gsszefiiggést beirva: 3(26 — b — ¢) + 4b+ 5¢ = 120. Ebbél:
b=42 —-2césa=c—16.

Igy a harmadik egyenlet: (42 —2¢)” = (¢ —16) - ¢. Az egyenletet rendezve:

3c? — 152¢ 4 1764 = 0, ennek megoldasai: ¢; = 18 és ¢y = 9—??
Csak a ¢ = 18 felel meg a feladat feltételeinek, tehat 2 db hdrmas, 6 darab

négyes és 18 darab 6t0s osztalyzat sziiletett.
Az osztalyzatok szérdsa: 0,6249 ~ 0,62.
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3. a) Hatdrozzuk meg az f : R — R, f(x) = 23 — 322 — 24z + 2 fiigguény lokdlis

mazimumhelyét. (5 pont)
b) Mekkora teriiletet zdr be a g : R — R, g(x) = 322 — 62 — 24 fiiggvény grafi-
konja és az x tengely? (6 pont)
¢) Mennyi az a,, = 13177-:85 sorozat hatdrértéke? (3 pont)

Megoldas. a) A derivaltfiiggvény: f/(x) = 322 — 62 — 24. A fiiggvénynek ott
lehet lokalis szélsértéke, ahol a derivalt nulla.

322 — 62 —24=0, x;=-2; x5 =4.

T < =2 r=-2 —2<zr<4 r=4 4<uz
f/(x) + 0 — 0 +
f(x) 0 lok. max. h. N lok. min. h. 0

Vagy a tdbldzat helyett: A mésodik derivalt, f”(z) = 6x — 6, f”"(—2) = —18 < 0 és
f"(4) =18 > 0.

Tehat a fliggvénynek az x = —2 helyen van lokélis maximuma.
b) 322 —6x—24 =0, x1=-2; xo =4,
4
T= /(3362 — 6z —24)dz| = |[:r3 — 327 — 24:6]4;‘ =
)
= [(64 — 48 — 96) — (—8 — 12 + 48)| = 108.
_ (1ln—5 o 1-2 1-0 11
C) hrn = l1im = = —,
n=oc \ 3n 4+ 8 n—o0 3+% 340 3

40 cm 4. Peti bd’ egy téglalap alapi baba-
hdzat készitett a ldnyainak. A téglalap
oldalai 60 cm és 80 cm. A babahdzra egy
levehetd ,sdtortetdt” készitett. A tetd fel-
s6 €le 40 cm hosszi, és a babahdz tégla-
lap alakd mennyezetének hosszabbik ko-
zépvonala felett, attol 35 cm tdvolsdgra
60 cm  van. A tetd oldalélei eqgyenld hosszuak.

felsé é1 |
oldalel 1 \oldalel
35 cm

|
1
|
1
I
1
I
I
1
|

a) Szdmdtsuk ki az oldalélek hosszdt
és a vizszintes sikkal bezdrt szdgiiket.
(7 pont)
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Zsdfi a tetd trapéz alaku részére eqy téglalap alaku diszt szeretne felragasztani.
A téglalap egyik oldala illeszkedik a trapéz alapvonaldra, két csicsa pedig a trapéz
szaraira.

b) Mekkora a legnagyobb teriletd téglalap terilete, amelyet a megadott mddon
el lehet helyezni a tetén? A wvdlaszt négyzetcentiméterben, egész szdmra kerekitve
adjuk meg. (6 pont)

Megoldas. a) (Az 4.a. dbra jelolései alapjan.) Az oldalél hosszanak kiszami-
tasa:

1. lehetéség. Az AT\ F; derékszogli haromszoghen FiT7 =20 és AF; = 30.
A Pitagorasz-tétel az AFT, derékszogii haromszogben: AT = \/20% + 30% =
= 10V13 ~ 36,06. Pitagorasz-tétel az AT\ E derékszogli haromszogben: AE? =
= AT? + ET?.

AE = [35% + (10v13)* = (\/302 + (5v85)” ) = 5v101 % 50,25 em

az oldalél hossza.

2. lehetdség. Pitagorasz-tétel az EF)T; derékszogii haromszogben: EF) =
= /202 + 352 = 5v/65 ~ 40,31. Pitagorasz-tétel az AF, E derékszogii haromszog-
ben: AE? = AF2 + EF2.

AE = /352 + (10V13)* = (\/302 + (5v85)” ) = 5v101 ~ 50,25 em

az oldalél hossza.

Az oldalél vizszintes sikkal bezart szoge a 4.a. abran p-vel jelolt EAT, szog,
. 35 o
amelyre sin ¢ = 51T 0,6965, ahonnan: ¢ = 44,15°.

F/

Aa=-bT a T z B

4.a. dbra 4.b. dbra

b) A 4.b. dbra jeloléseit haszndlva: ATE/A ~ BT'F'/\, mert szogeik egyenl8k.

m’ 2m , 2m
— = <~ m = X,
x a—1> a—1b
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Ebbdl a téglalap teriilete:

2m 2m
ST = .
a—2b a—2>b

T(x) = (a - 22) - (204 ax) = - (a2 00

2
= (e ) = D sy

Tehét a teriilet maximalis, ha z = ¢ = 20 cm.

II. rész

5. A DO 900 pdlét rendelt E5vis Napra. A pdldkat két géppel nyomtattdk.
A gépeket kezdetben rosszul dllitottdk be, ezért az elsé gép (Horribile dictu!) a rajta
nyomtatott 400 pdlé 2%-dra tévesen, az E5vis helyett az Edtvds feliratot nyomtat-
ta, és a mdsik gép ugyanezt a hibdt kévette el a rajta nyomtatott pdldk 3,4%-dval.
A mindségellendrzéskor Boco a 900 alaposan dsszekevert polobol véletlenszeriien

kivdlasztott egyet, és azon hibds volt a felirat. (Ezen persze kellSképpen elkesere-
dett ...)

a) Mekkora annak a valdszinisége, hogy a hibds pdlét a mdsodik gépen nyom-
tattak? (5 pont)

A DO dgy déntétt, hogy a hibdsan nyomtatott pdlé drdbdl elészor 500 Ft
arengedményt ad, de a kereslet nagyon minimdlis volt, ezért az uj drat még tovdbb
kellett csokkenteni, annak p%-dval. Igy a pdlé 50 Ft-tal drdgdbb lett, mintha eldszir
engedték volna le az drdt p%-kal és utdna 500 Ft-tal, viszont 90 Ft-tal olcsdbb lett,
mant ha mindkétszer az aktudlis dr p%-dval csokkentették volna az drdt.

b) Mennyi volt a pdlo eredeti dra, és hdny szdzalékos volt a csikkentés?
(11 pont)

Megoldas. a) 1. megoldds. Az els6 gépen 8, a masodik gépen 17 hibds polot
nyomtattak. Tehdt 25 hibas pdolo van, ez az Osszes esetek szdma. A kedvez6 esetek
szama a masodik gépen késziilt pélok szama, azaz 17.

fgy a kérdéses valosziniliség: ;—g = 0,68.

2. megoldas. Az els6 gépen 8, a méasodik gépen 17 hibas polét nyomtattak.
Legyen A az az esemény, hogy a pdlot a masodik gépen nyomtattdk, B pedig
az az esemény, hogy a kivdlasztott polé hibds. A keresett valszintiség: p(A | B) =

_ p(AB)

~ p(B) -
p = =2 pap = W T
p “o000 P T o000 P T R

3. gnegzﬂdcis. Annak valdszintisége, hogy egy polé az els§ gépen késziilt:
p(l) =3
Annak valdszintisége, hogy egy polé a mésodik gépen késziilt: p(2.) = g

Annak valdszintisége, hogy egy pélé hibés, ha az els6 gépen késziilt: p(H | 1.) =
= 0,02.

402 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/7



QF 2020.10.7 — 19:07 — 403. oldal — 19. lap KoMalL, 2020. oktéber ?

Annak valdszinlisége, hogy egy po6lé hibds, ha a maésodik gépen késziilt:
p(H | 2.) =0,034.
Bayes tétele alapjan annak valdszinlsége, hogy egy pdlé a masodik gépen
késziilt, feltéve, hogy hibés:
p(H | 2.)-p(2.)
P T1) - p(1) + p(H | 2 p(2)

p(2. | H) =

Tehat a keresett valoszintiség:

b) Legyen x a polé arleszallitds el6tti ara forintban, és legyen g =1 — %.
Ha a két drleszéllitas forditott sorrendben tortént volna, akkor a pdlé kétszeres
arleszéllitas utani ara xq — 500 forint, tehat

(xq — 500) + 50 = (x — 500) - q.
Ha mindkét alkalommal p% a csokkentés, akkor az 1j 4r xq? forint, tehét
(z —500) - ¢ + 90 = z¢>.

Az els6 egyenletbdl ¢ = 0,9, azaz p = 10. A q értékét a mésodik egyenletbe behe-
lyettesitve:
(x —500)-0,9+90 =z - 0,81,
x = 4000. A pdlé eredeti dra 4000 Ft, p értéke pedig 10.
Ellen6rzés: 4000 — 500 = 3500, 10%-kal cstkkentve 3150;

4000 csokkentve 10%-kal 3600, 3600 — 500 = 3100;
4000 csokkentve 10%-kal 3600, djabb 10%-kal csokkentve 3240.

3150 = 3100 + 50 és 3150 = 3240 — 90, tehat a kapott eredmények helyesek.

6. Fizi kerékpdarunkon az elsé ldnctanyéron 46 fog taldlhato, a hdtso fogas-
keréken pedig 18 fog van. (Az elsé ldnctdnyérhoz rdgzitik a peddlt, a hdtsd fogaskerék
pedig a hatsé keréken van.) Az 1. dbran a ldnc felilnézeti képe ldthatd, a mdsodik
abran pedig az, hogy miként illeszkedik a ldnc a fogaskerékre. Két lancszem tengelye
1,27 em tdvolsdgra van egymdstdl (ldsd 2. dbra).

1. dbra 2. dbra

a) Milyen hosszi ldnc férne az elsd lanctanyérra, ha teljesen kirbetekernénk
ldnccal? (3 pont)
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A két fogaskerék (a peddl és a hdtsé
tengely) kézéppontja 41 cm van egymdstdl
(3. dbra) €és a ldnc teljesen feszes.

b) Milyen hosszi ldnc van a kerékpd-
ron? (Vilaszunkat centiméterben, két tize-
3. dbra desjegy pontosdggal adjuk meg.) (10 pont)

A lancokat gyarto tizemben 160 ldncszembdl alle lancdarabokat készitenek.
A mérések alapjdn a ldncdarabok 2%-dban egy szemmel kevesebb van, mint az eld-
iras. A lancszemek szamdat eqy szamitogép ellendrzi eqy futészalagon. A futdszalag
kiilonbozo pontjain véletlenszeriien kivdlaszt eqy lancdarabot és meghatdrozza, hdany
lancszembdl dll, de a futdszalag folyamatosan mozog, ezért nem lehet kiemelni a hi-
bas ldncdarabot. Ennek megfeleléen akdr az az extrém eset is eléfordulhat, hogy
ugyanazt a lancdarabot ellendrzi csak, akdr tébbszor is. Eqy félords iddintervallum-
ban 5000 ldncdarab kering a futdszalagon.

¢) Hatdrozzuk meg a fél dra alatt hibdsnak taldlt lincdarabok vdrhatd értékét.
(3 pont)

Megoldas. a) Az elsd ldnctényérra annyi ldncszem fér, ahdny fog taldlhatd
rajta, tehat 46. fgy a lanctanyérra tekert lanc hossza 46 - 1,27 = 58,42 cm.

b) A lanc az dbrdnak megfeleléen két kor kozos kiils6 érintészakaszaibdl és két
korivbél all. Az elsé kor keriilete az el6bbiek alapjan 58,42 cm, igy a kor sugara:
r1 = 9,298 cm. A hatsé fogaskeréken 18 fog van, igy a kertiilete: 18 - 1,27 = 22,86.
A kor sugara: ro = 3,638 cm.

Ey

E,

Az abra jeloléseit haszndlva: KT parhuzamos EsFi-gyel. Ekkor KT =
=7r) —1r9 = 5,66. Az érinté merdleges az érintési pontba huzott sugarra, tehat
a KoK T haromszog derékszogi. Felirva Pitagorasz tételét:

EsE, = KoT = \/KQK% — (ry —ry)? = /412 — 5,662 = 40,61 cm.

Ugyanebben a haromszogben: cos ¢ = % ~ 0,138, ebbdl p = 82,065°. Az els6

lanctanyéron 1évo iv hossza:

~360° — 2¢

= ry-m~31 .
11 130° ry-m~ 31,786 cm
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A hétsé fogaskeréken 1év6 iv hossza:

20

=Ts0° 2T ~ 10,421 cm.

12

Tehat a lanc hossza: 123,43 cm.

¢) A hibés ldncdarabok binomidlis eloszldsi valdszintiségi véltozdt alkotnak,
melynek paraméterei n = 5000 és p = 0,02. Igy a varhaté érték: n-p = 5000-0,02 =
= 100.

7. Abel elkésett a matematika érdrdl. Amikor tandra kérdére vonta, a kovetke-
z6képpen mentegetdzitt: Tandr dr! Faj a labam, ezért nem tudtam lépcsén feljonni
a harmadik emeletre. Lifttel kellett jonnom, de a liftre ki van irva, hogy 13 f6
haszndlhatja, és sokdig tartott, amig dsszejott a 13 ember.” (Ezzel persze kitind

lehetdséget biztositott matematika tandranak, hogy elmagyardzza a legfeljebb” és
Llegaldbb” szavak matematikai lényegét ... )

Az E5vés Napokon az Igazgato Ur ugy dontott, hogy a tizenkettedikesek szaba-
don haszndlhatjak o liftet. A végzdsok ugy gondoltdk, hogy ezt a lehetdséget maxi-
malisan kihasznaljdk, ezért minden esetben 13-an szdlltak be az tires liftbe.

a) Bizonyitsuk be, hogy minden ilyen alkalommal biztosan utazott a liftben
legaldbb hdrom olyan didk, akik osztdlytdrsak voltak. (Az iskoldban hat végz8s osztdly
van.) (3 pont)

Az Eb5vos Napokon a Ki Mit Tud?-ra 12 fés didkzstri is alakult, amelyet
a végzds éufolyambdl véletlenszeriien valasztottak ki.

b) Mekkora a valdsziniisége annak, hogy minden osztdlyt pontosan két f& kép-
viselt, ha az osztalylétszamok: 12.A: 32 f6, 12.B: 33 fé, 12.C: 31 f6, 12.D: 30 fd,
12.E: 29 f6, 12.F: 28 f6¢ (6 pont)

A streetball dontdje utdn a hat résztvevd kezet fogott eqymdssal. Mivel a meccs
kissé elfajult, ezért voltak, akik nem fogtak kezet. Flora megkérdezte a résztvevoket,
hogy hany emberrel fogtak kezet, és a kovetkezd vdlaszokat kapta: 5; 4; 3; 3; 2; 2.
Flora ezek utdn a kovetkezdt mondta: ,Biztos, hogy van kézittetek legaldabb egy
ember, aki nem tud szdmolni.”

¢) Mire alapozta dllitdsdt? (3 pont)

Az E5vis Napok végén Féz6 tr, a technikus visszapakolta a kiadott eszkdzo-
ket kis kuckdjdba. Lelkes seqitéi is akadtak, akik a kucko elé odapakoltak két Iét-
rat, hdarom fekete dobozt, négy projektort és ot vetitévdsznat, meglehetdsen nagy
osszevisszasdgban. Fozé ur, ezeket véletlenszert sorrendben, egyesével bepakolta
a helyére.

d) Hdnyféle mddon torténhetett ez, ha az azonos tipusi eszkoziokelt nem lehet
megkiilonboztetni egymdstol? (4 pont)

Megoldas. a) Alkalmazzuk a skatulya elvet, legyenek az osztalyok a skatulydk.

A liftben 6-2+ 1 didk utazott. igy a skatulya elv &ltalanos alakja alapjan van
legalabb egy olyan osztaly, amelybél legaldbb harom didk utazott a liftben.
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b) A végzis évfolyamon 6sszesen 183 didk van. Koziiliik valasztunk ki 12 didkot,

; .. . 183
igy az Osszes esetek szdma: ( 19 )

Az egyes osztalyokbol 2-2 f6t rendre (322), (323), (321), (320), (229), (228) modon

valaszthatjuk ki. Mivel ezeket egymastol fiiggetleniil valaszthatjuk, ezért a kedvezd

esetek szama:
<32) . (33) . (31) . <30> . (29) . <28)
2 2 2 2 2 2)
A keresett valészintiség:
32 33 31 30 29 28
)66 () ) o oo
(12)
c¢) Tekintsiik a résztvevéket egy hatponti egyszerii graf csicsainak. Két cstics
akkor van 6sszekotve, ha a résztvevok kezet fogtak. Az egyes csicsok fokszamainak

Osszege: 5 +4 43+ 3+ 2+ 2=19. Mivel a csticsok fokszdmainak Osszege az élek
szamanak kétszerese, igy ez nem lehet paratlan szam.

d) A sorrendek szdma az ismétléses permutdcié segitségével szamolhato ki:

fo3a5) _ 14V
Py = S arE = 2522520,

Tehat 2522 520-féle sorrendben pakolhatta be a dolgokat.

8. Abrcizoljuk derékszogii koordindta-rendszerben az alabbi ponthalmazokat:

a) A:= {P(xz;y) | 92% — 16y > 0}. (5 pont)
b) B :={Q(z;y) | 2? + y* < 25}. (3 pont)
¢) Mekkora az AN B halmaz terilete? (8 pont)

Megoldas. a) 922 — 16y = (3 — 4y) - (3z + 4y) > 0,

3x —4y < 0és 3z +4y <0, vagy 3z —4y > 0 és 3z + 4y > 0 (4. dbra).

,,L,i,,\,,L,i,J,,L,i,J,,Ls,,J,,L,i,,\,,L,i,J,,L,i,J,,
[HR R R I S B TR S A i M A
[ T B A N R R A R
R e T R A
IR IR
S S S S
L2 L 420 ok || A S T O O
bty =r2h = S U
Lo o R
TTrTTITOT T I TTTOTI 4 E3 N~ T T r T T T
T T T
R O S S S S
[ A [ A
S N R 9 [E A T
| [ ] [
i i Lo L
N [/ TTroITTT T TTTTTr T
) 4 IR IR
—10 -8 -6 —4 =2 0|\ 4 10x —-10 -8 -6 }-4 — 0 4168 1 10x
i | L Lo
7\”'F2 T TTrTITTT T T | S A B
T L R T
(oS T S T T T R O O S S S
AR [ [ A - RN
[ e e S I A i i i i 4 S el el i R
L) R R R R R
o A e e B e e e
R o IR IR
SN O O O Y O O O S R S S O S
T ey = T o A
AL b J,J,,L4L,,,,L, NG-- T S T S S S Y N O S S
T e e [ i T A It TR R A A M
| T O O U 1) T O . S A T I T A U S
T I =T T =T T 'FB T =T T -7 T =T T =T T =177 r—T T 'F8 a r—T T r=T77 r—T77
[ A R I A R
4. abra 5. dbra
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b) A keresett pontok az origd kozéppontd, 5 egység sugart kor belseje és
a korvonal (5. dbra).

¢) A metszet két korcikk, amelye-
ket az egyenesek és az 5 egység sugaru
kor hatarolnak (6. dbra). A korcikkek-
hez tartozd ¢ kozépponti szogre:

©_3 Lo _ranp
tg2f4, ebbol = 73,74°.

A metszet teriilete a két egybevigd
korcikk teriiletének Osszege:

73,74°

2
— 32.18.
soge 9T =32,18

6. dbra

A teriilet hatdrozott integral segitségével is kiszamithatd. Az egyik korcikk

felének teriilete:
T 4 3
3= ‘ / Z.’E dx
0

9

5
+’/\/25—x2dx
4

5 3 2
/\/257x2d:c: / V25 — 25sin’t - 5eostdt = / 25 cos® t dt =
4 .4 o4

arcsin 5 arcsin 5
25 2 25 1 2
=—- (cos2t+1)dt = — - |=sin2t + ¢ =
2 2 2 arcsin ¢
5

arcsin 4
5

_§(0+z) 12 resin2)) = 20 6 - 2 aresin 2
= 9 9 25 arcsm5 = 47‘1‘ 9 arcsm5.

Tehat a keresett teriilet:

25 25 4 4
2T =4 - (6 + ZTI‘ —6— > arcsin 5) = 251 — 50 - arcsin 5= 32,18.

9. Egy piramisjaték elinditdja az elsd héten 6t embert szervezett be. A szervezés
jol folytatodott, ezért a mdasodik héttdl kezdddden a hetente beszervezettek szama
a kovetkezd sorozat szerint alakult:

Ay =3 Ap_1 — 8.
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a) Osszesen hdnyan vettek mdr részt az 6todik héten a jatékban? (3 pont)

b) Igazoljuk, hogy a sorozat utolsé szamjegyei periodikusan ismétlédd sorozatot
alkotnak. (5 pont)

¢) Bizonyitsuk be, hogy a sorozat n-edik eleme a mdsodiktol kezdve: a,, =
=371 +4. (8 pont)

Megoldas. a) a; =5,
ay=3-5-8="1,
az3=3-7—8=13,
ay, =3-13—-8=3l,
as =3-31—8=285.

Tehat az 6todik héten 5+ 7+ 13 + 31 + 85 = 141 {6 vett részt a jatékban.

b) 1. megoldds. A sorozat elemeinek utolsé szdmjegyei az elemek 10-zel vald
osztasi maradékai. Az osztdsi maradékokkal ugyanazt a miiveletet kell végrehajtani,
mint az eredeti szdmokkal.

Az osztési maradékokbdl képzett (b,,) sorozat elemei rendre:

by =5,
3-5—8=17, ennek 10-zel valé osztasi maradéka: by =17,
3.7 — 8 =13, ennek 10-zel val6 osztasi maradéka: b = 3,
3-3—8=1, ennek 10-zel val6 osztasi maradéka: by =1,
3-1—8 = —5, ennek 10-zel valé osztasi maradéka: bs = 5.

Es ettdl kezdve minden ismétlodik, hiszen ugyanazokkal a szdmokkal végezziik
ugyanazokat a miveleteket.

2. megoldds. Hasznéljuk fel a feladat c) részében megadott a,, = 3" ! +4 képle-
tet. Vizsgaljuk a harom hatvanyainak 10-zel vald osztasi maradékait, ezekkel ugyan-
azokat a miuveleteket kell végrehajtani, mint az eredeti szamokkal:

39 = 1, ennek 10-zel valé osztdsi maradéka: 1,

31 =339 ennek 10-zel val6 osztdsi maradéka: 3-1 =3,

32 = 3. 3%, ennek 10-zel val6 osztdsi maradéka: 3-3 =9,

3% = 3- 32, ennek 10-zel valé osztdsi maradéka: 3 -9 = 27, azaz 7,

3* = 3- 33, ennek 10-zel valé osztdsi maradéka: 3 -7 =21, azaz 1.

Ettol kezdve az osztasi maradékokban ismétlodik az 1;3;9; 7 sorozat. Ekkor az ere-
deti sorozat utolsé szamjegyei az 5;7; 3; 1 ismétlédo sorozatot alkotjak.

c) 1. megoldds. A bizonyitast teljes indukciéval végezziik: a; =5 = 3° + 4,
az allitas igaz.

Tegyiik fel, hogy n = k-ra igaz, hogy ap = 381 + 4. Allitas: n = k + 1-ra igaz,
hogy ap+1 = 3F + 4.

Bizonyitds: A rekurziés megadéssal: arp+1 = 3 - ar — 8. Az indukcids feltételt
felhasznélva: apy1 = 3 - (3571 +4) — 8 = 3F + 4.
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Belattuk, hogy ha az allitas igaz a k természetes szamra, akkor a k 4+ 1 termé-
szetes szamra is igaz. Mivel az allitds igaz az n = 1-re, ezért minden természetes
szamra igaz.

2. megoldds. frjuk fel a sorozat elemeit az elsé elem és a rekurzids képlet
segitségével:

ay =5=3"+4,

ag=3-5-8,

a3=3-(3-5-8)-8=32.5-3-8-8=3%.5—(3+1)-8,
ay=3-(32-5-3-8-8)-8=3.5-32.8-3.8-8=3%.5-(32+3+1):8.

Ezek alapjan: a, = 3""1-5— (377243773 + ...+ 1) -8. A mértani sorozat 6sszeg-
képletével:
3n—1

-1
-~ .8=3"t.5-4.3"pa=3""1 44

n:3n—1.5
¢ 3-1

Balga Attila, Székely Péter
Budapest V. Keriileti Eotvos Jozsef Gimnazium

Matematika feladatok megoldasa

B. 4979. Az ABC hegyesszigi haromszigben D és E rendre az AB, illetve
az AC oldalnak belsé pontja. A BE és CD szakaszok metszéspontja F. Bizonyitsuk
be, hogy ha BC? = BD - BA+ CE - CA, akkor ADFE hirnéqgyszog.

(5 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

I. megoldas. Legyen a BC' egye-
nes és az AEBA koréirt korének B-t6l

kiilonb6z6 metszéspontja P. A C' pont- A
nak erre a korre vonatkozé hatvanya
CP-BC=CEFE-CA.
Tudjuk, hogy BC? = BD-BA+
+ CE - CA. Utdbbi egyenletbdl kivonva ‘
el8bbit, azt kapjuk, hogy ‘V?
BC - (BC - CP)=BD - BA.

B P C
Viszont BC —CP = BP,igy BP-BC =
= BD - BA.
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Az egyenlet jobb oldala a B pontnak az ADCA koréirt kérére vonatkozo
hatvanya. Ezek szerint az egyenl6ség miatt P rajta van az ADCA koréirt korén is.

Legyen APC< = . Ekkor keriileti szogek egyenlésége miatt az ADPC koron
ADC<q = APC< = ¢. Tudjuk, hogy APB< = 180° — ¢. Az ABPFE koron a kertileti
szdgek miatt AEB< = APB< = 180° — . [gy ADF< = ADC< = ¢ és AEF< =
= AEB< = 180° — ¢, mivel D, F, C, illetve E, F', B egy egyenesen vannak. Ezek
szerint ADF<+ AEF< = 180°, tehat ADFE valéban hurnégyszog, hiszen két
szemkozti szogének Gsszege 180°.

Diszkusszio: Akkor lehetne probléma az abréval — és igy a bizonyitdssal is —,
hogyha az AEBA koréirt kore érinti BC-t, vagy pedig a BC' szakaszon kiviil metszi
masodszor. A C-b6l felirt hatvany a korre ekkor is helyes lesz, igy CE-CA =
= CP - BC teljesiilni fog. Hogyha a BC' szakaszon kiviil metszi a kor az egyenest,
az csak B-n til lehet, igy ha P ,rossz” helyen van, akkor C'P > BC teljesiilni fog.
Ennek alapjan CP - BC > BC?, igy a BC? = BD - BA+ CE - CA egyenletben
BD - BA <0, ami nyilvanvaléan nem lehetséges, mert ekkor D nem bels6é pontja
lenne az AB oldalnak. Ezek szerint a feltétel alapjan a P pont a BC' szakasz belsd
pontja, az abra mindig megfeleld, és a bizonyitas helyes.

T6th Baldzs (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évft.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Legyen az ABC hé-
romszog A-nél fekvé bels szoge o, a B-
bdl, illetve C-bol induldé magassagvona-
lak talppontjai pedig Mp és Mc.

A BC oldalra felirt koszinusztétel-

(1) BC?=BA?+ CA*-
—2-BA-CA-cos «,

valamint a feltétel szerint:

(2) BC? =CA-CE + BD - BA.

(1) és (2) kiilonbségébdl:
0=CA(CA—-CE)+BA(BA—BD)—-2-BA-CA-cosa,
0=AE-CA+AD-BA—-2-BA-CA-cosa.

Rendezés utan:

AE  AD
2 =—— 4+ —.
(3) cosa =+ A
Masrészt az AC Mo és ABMp derékszogli haromszogekbol cos a-t kifejezve:
McA  MpA
4 2 = .
(4) cos oA BA
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(3) és (4) kiilonbsége alapjan:
AE = MpA _ MgA— AD

AB AC
5) EMg  DMc
AB ~— AC -

Atrendezés utdn sin a-val bévitve:

DMz  AC  AC-sina  CMcg

EMg AB AB-sina BMpg’

Ez azt jelenti, hogy a DMcC és EMpB derékszogli haromszogek hasonloak,
a megfeleld szogek egyenlSk: McDC< = MpEB<. Mivel MpEB<t = AEF<, és
az Mo DC< mellékszoge F'D A<, igy

AEF<+ FDA< = 180°,

azaz AEF D valéban hiurnégyszog.

Ha a D és M¢c pontok egybeesnek, akkor (5) miatt az F és Mp pontok is
egybeesnek, az ADFFE négyszog két szemkozti szoge derékszog, tehat ekkor is
hirnégyszoget kapunk.

Kocsis Anett (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 11. évf.)

I11. megoldas. Tekintsiik a B kozéppontt, v BD - BA = ry sugari ¢; és a C
kozépponti, VOFE - CA = ry sugaru d koroket. Ezekre a korokre invertdlva az A
pontot kapjuk a D és az E pontot, mivel tgy valasztottuk meg a sugarakat, hogy
ez teljesiiljon.

A feladatban szerepld feltétel szerint
BC? =BD-BA+CE-CA=r}+7r3,

tehdt a Pitagorasz—tétel megforditdsa A
értelmében a BC'M haromszog derék-
szogl, vagyis a két kor bezart szoge
(ami a metszéspontjukba hizott érinték
bezart szoge) 90°. Ebben az esetben,
ha valamelyik korre invertaljuk a masik
kort, akkor annak a képe 6nmaga lesz,
tehdt invarians alakzat. Ezeket felhasz-
nélva lathatjuk, hogy ha D-t invertal-
juk a d, valamint F-t a ¢ korre, akkor
képeiknek egybe kell esniiik, ez pedig
csak a két egyenes metszéspontjaban le-
hetséges, amit az dbran F-fel jeloltiink.

Lathat6, hogy ebben az esetben BD - BA =1? = BF - BE, azaz a BDF és
BAE haromszogek hasonldk, tehdt DF B<t = BAE<.
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Ekkor az ADFE négyszog valéban hurnégyszog lesz, hiszen a szemkozti szo-
geinek Gsszege 180°. Ezzel allitasunkat belattuk.

Tubak Ddniel (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. A megoldds csak a kovetkezd tétel alkalmazisaval teljes: Két inverzid
sorrendje pontosan akkor cserélhetd fel, ha az alapkorok mer6legesen metszik egymast.

Esetiinkben az A pont ¢ koérre vonatkozé inverze a D pont, majd ennek a d-re
vonatkozé inverze rajta van a C'D egyenesen. Masrészt az A pont d-re vonatkozé inverze
az I pont, majd ennek inverze a c-re a BE egyenesen van. Ha a két inverzié felcserélhetd,
akkor valéban csak a két egyenes metszéspontja, az F' pont lehet a kozos kétszeres inverz.

Vazoljuk az inverzidk sorrendjére vonatkozé tétel bizonyitasat.

Az inverzi6 szogtarté. Ebbél kévetkezden az inverzié inverzidtarté: ha P és Q egymads
képei az i korre valé inverziéndl, és P, Q’, i’ ezek képei a j korre val6 inverziénal, akkor P’
és Q' egymas képei az i'-re vald inverziéndl. Valéban, P és (Q pontosan akkor egymaés képei
i-nél, ha a P-n is és Q-n is a&tmend korok valamennyien merdlegesek i-re — ez a tulajdonsag
pedig megmarad, ha j-re invertalunk.

Tehét ha az i1, i2 korokre vald inverziék kommutativitasat vizsgaljuk, akkor dttransz-
formalhatjuk oket egy inverzidval, a transzformaciék megmaradnak, kommutativitdsuk ott
is vizsgalhato.

Két metsz6 korre vonatkozé inverzié két metszd egyenesre vonatkozé tiikrozéssé
valtozik, ha a két kor metszéspontja koriili inverzidt alkalmazunk.

A szogtartds miatt akkor és csak akkor cserélhet6 fel a tiikkrozések sorrendje, ha a két
egyenes merdleges egymaésra.

Osszesen 36 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 30, 4 pontot 2, 3 pontot 1 tanuld.
2 pontos 2 tanuld, 1 pontos 1 tanulé dolgozata.

B. 4985. Adott négy egyenes gy, hogy kézilik barmelyik hdrom meghatdroz
eqy hdaromszdget. Bizonyitsuk be, hogy ennek a négy hdromszégnek a magassagpontja
eqy egyenesre illeszkedik.

(5 pont)

Megoldéas. A négy egyenes metszéspontjait betiizziik meg az dbran lathato
modon Py, Py, K1, Ko, S1, So-vel. Az eredeti megoldas szerint ezek szineket is jelen-
tenek. A betfizést igy valasztottuk, hogy mindegyik egyenesen a K;, P;, S, pontok
koziil pontosan egy helyezkedjen el, vagy mas szoval barmely héarom egyenes al-
tal meghatarozott haromszognek mindharom csicsa kiilonb6zé ,,szinti”. A Thalész-
tétel megforditasabdl lathatd, hogy az 0sszes haromszog magassdg-talppontjai rajta
vannak az azonos nevii/szin{i pontok ltal meghatdrozott szakaszra mint 4tmérdre
emelt korokon. A P; P, Thalész-kore altal kimetszett talppontokat T;j-vel, a K7 Ko
Thalész-kore altal kimetszetteket R;-vel, mig az 515 Thalész-kore altal kimetszett
magassag-talppontokat Qp-val jeloltiik. Legyenek tovabba a Thalész-korok ebben
a sorrendben a p, k, s korok. A haromszogek magassagpontjai My, Mo, Mg és My.
Azt fogjuk belatni, hogy a magassdgpontoknak a harom korre vett hatvanyai egyen-
16k, ezért csak egy egyenesen lehetnek (mér akkor is egy egyenesen kell legyenek,
ha két korre egyenld a hatvényuk.)

Ha példéul a P; K155 haromszog M; magassagpontjanak vizsgaljuk a p korre
(az dbrén szaggatott vonallal jelzett) vonatkozd hatvanyat és a k korre (az dbran
a pontokkal jelolt kor) vonatkozé hatvényat, akkor ehhez a két korhoz érdemes
hozzavenniink még a Py K7 Thalész-korét is, legyen ez a ¢ kor. Ezen a koron is
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rajta vannak a P, K1, Rs, T5 pontok. fgy a p és c korok hatvanyvonala a P73

egyenes, tovabbd a k és ¢ korok hatvanyvonala a K7 Rz egyenes. Latjuk tehdt, hogy

az My pont a p, k és ¢ korok hatvanypontja, tehat a p-re és k-ra vonatkozd hatvanya

is megegyezik. Ugyanigy bizonyithaté a hatvanyok egyenlésége barmely mésik két
korre és magassagpontra. Az allitast ezzel belattuk.

Beke Csongor (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 11. évf.)

dolgozata alapjan

Osszesen 29 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 24, 4 pontot 1, 3 pontot és 2 pontot
szintén 1-1 tanulé. 1 pontos 1, 0 pontos 1 tanul6é dolgozata.

B. 5052. Kezdé és Masodik eqy kezdetben tires 19 x 19-es tabldzat mezdibe ir
felvdltva egy-eqy szdmot, 0-t vagy 1-et. Amikor mdr az dsszes mezd ki van téltve,
kiszdmoljdk a sordsszegeket és az oszlopdsszegeket. A legnagyobb sordsszeq legyen A,
a legnagyobb oszlopdsszeq pedig B. Ha A > B, akkor Kezdd nyer; ha A < B, akkor
Masodik; ha pedig A = B, akkor dontetlen a jdaték eredménye. Van-e valakinek nyerd
stratégidja?

(6 pont)
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Megoldas. Megmutatjuk, hogy Kezd6 szamara létezik nem veszto stratégia.

Legyen Kezd6 els6 szama 0, mindegy, hogy hol. Ezt kovetéen Kezd6 minden
tovabbi 1épésében a Masodik &ltal elétte beirt szamtol kiillonbozé szamot ir be:
ha van hely abban az oszlopban, ahovd Mésodik utoljara irt szamot, akkor abba
az oszlopba, kiilonben pedig egy olyan oszlopba, amibe hasonlé esetben még nem
tett szamot. Ilyen biztos, hogy van, mert Masodik ezen stratégia mellett pontosan
9 oszlopot fejez be, a tobbi 9 oszlop pedig (a kezdboszlopot nem szdmolva, hiszen
ott mindenképpen Kezdd rakja az utolsé szamot) csak akkor telhet meg, ha Kezd8
egy ilyen esetben oda rakja a szamat, tehat marad benniik addig hely.

fgy B < 10, hiszen minden oszlopban legfeljebb eggyel nagyobb az 1-esek sza-
ma, mint a 0-dké, mivel az utolso 1épés kivételével az oszlopban barmely jatékos
minden egyeséhez tartozik a masik jatékosnak egy-egy kiilonbozo 0-ja. Masrészt
Osszesen (19-19 —1)/2 = 180 darab 1-es van a tablazatban, mivel a legels6 lépésen
kiviil minden 1épéspér (Mésodik, majd Kezdd 1épése) sordn a beirt szdmok Gssze-
ge 1. Ebbdl a skatulyaelv miatt kovetkezik, hogy a 19 sor egyikében legalabb 10
az l-esek szama, tehat A > 10 > B, vagyis Masodik nem nyerhet.

Ezutédn azt mutatjuk meg, hogy Mésodik szamara is 1étezik nem veszto stra-
tégia (lényegében ugyanaz, mint Kezdéé, csak sorokra alkalmazva).

Maésodik irjon Kezdo6 utolsé leirt szamanak sordba masmilyen szamot; amikor
pedig nem tud, akkor egy olyan sorba irja a masmilyen szamot, ahovd még nem irt
szamot ilyen helyzetben. Ez lehetséges, hiszen a stratégia szerint Kezd6 pontosan
10 sort fejez be, ekkor kell Masodiknak 6nalléan 1épnie, és ahova 1ép, ott onnantol
Kezd6 lépése utan paros sok szam lesz, tehat azokat Kezdd nem tudja befejezni. fgy
10 sort Kezd6 fejez be, 9 sorba pedig Masodik rak énédlléan egy-egy szamot, ezeken
a szamokon kiviil pedig minden sorban ugyanannyi 1 és 0 van. Tehat minden sorban
legfeljebb 10 darab 1-es van. Osszesen 180 vagy 181 darab l-es van a tébldzatban
(Kezdd utolsé szdmatdl fiigghen), tehat a skatulya-elv szerint kell lennie olyan
oszlopnak, ahol legalabb 10 darab 1-es van. A < 10 < B, vagyis Kezd6 nem nyerhet.

Mivel mindkét félnek van olyan stratégiaja, melyet hasznalva a mésik fél nem
nyerhet, egyik fél szaméra sem létezik nyerd stratégia.
Czett Matyds (Zalaegerszegi Zrinyi M. Gimn., 12. évf.)

58 dolgozat érkezett. 6 pontos 29, 5 pontos 8, 4 pontos 5, 3 pontos 1, 2 pontos 8,
0 pontos 7 dolgozat.

B. 5059. Legyen valamely pozitiv egész c-re {an} a kévetkezd, rekurziv mddon
definidlt sorozat: ag = ¢ €s apy1 = [an + \/éﬂ] , ha n > 0. Bizonyitsuk be, hogy ha
a sorozat tagja a 2019, akkor a kordbbi tagok kozott nincs négyzetszam, de a késobbi
tagok kozott végtelen sok négyzetszam fordul eld.

(5 pont)
Megoldas. Belatjuk, hogy ha [x + \/:ﬂ = a;, akkor a;_1 = x. Az = -re igaz

a rekurziv feltétel, tovabba y > x-re [y +VY } > [a: + ] (a linedris rész 1-gyel
né, a gyokos rész szigortian monoton né), y < z-re [y + \/y} < [m + \/E], tehét x
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az egyetlen lehet6ség: a sorozat barmelyik eleme tehat egyértelmiien meghatarozza
a korabbiakat.

fgy megkeresve a szamokat, a sorozat korabbi, 2019 el6tti elemei sorrendben:
1805, 1847, 1889, 1932, 1975, 2019, melyek egyike sem négyzetszam (gyokeik meg-
kozelitd értéke rendre: 42,4853; 42,9767; 43,4626; 43,9545; 44,441; 44,9333). Mivel
1764 + /1764 > 1805, 1763 + /1763 < 1805, valéban nincs kordabbi eleme a soro-
zatnak. igy a korabbi tagok kozott nincs négyzetszam.

Megmutatjuk, hogy ha van egy négyzetszam a sorozatban, akkor a sorozat
egy alkalmas késébbi eleme is négyzetszam, tehat végtelen sok négyzetszam van
a sorozatban. Pontosabban: Ha a; = b%, akkor Ait2bt1 = (2b)2. Ugyanis a sorozat
kivetkezé harom eleme rendre a; 1 = b? + b, a;1o = b* + 2b, a;;3 = b? + 3b lesz
(hiszen b2 + Vb2 = b2 +b, b2 < D2 +b < B2 +2b < b +20+1 = (b+1)2, ésigy b2 +D
és b2 + 2b gyokének egész része is b). Azaz a;13 = (b+1)> +b— 1. A c-re vonatkozé
indukciéval beldtjuk, hogy a;+1+2. = (b+ 0)2 +b—c,hal0<c<b+1. Ezc=1l-re
igaz; tegyiik fel, hogy a;y112. = (b+ c)2 + b — c. Ekkor

Gisipoer1 = b+ +b—c+b+c=(b+c)* +2b
és
Git12et2 = Gipryaiesn) = (0+0)° +2b+b+e=(b+ct+1)° +b—(c+1)

(hiszen (b+ ¢)* +b—c < (b+¢)*+2b < (b+ ¢)* +2b+2c+1 = (b+ c+ 1)%). Tehat
az allitas teljesiil (¢ + 1)-re is. Helyettesitsiink be ¢ = b-t, ezzel megkapjuk a fenti
allitast.

A sorozat elemei 2019 utan: 2019, 2063, 2108, 2153, 2199, 2245, 2292, 2339,
2387, 2435, 2484, 2533, 2583, 2633, 2684, 2735, 2787, 2839, 2892, 2945, 2999, 3053,
3108, 3163, 3219, 3275, 3332, 3389, 3447, 3505, 3564, 3623, 3683, 3743, 3804, 3865,
3927, 3989, 4052, 4115, 4179, 4243, 4308, 4373, 4439, 4505, 4572, 4639, 4707, 4775,
4844, 4913, 4983, 5053, 5124, 5195, 5267, 5339, 5412, 5485, 5559, 5633, 5708, 5783,
5859, 5935, 6012, 6089, 6167, 6245, 6324, 6403, 6483, 6563, 6644, 6725, 6807, 6889.

Mivel 6889 = 832, a fentiek szerint végtelen sok négyzetszdm van a sorozatban.
Németh Mdrton (Nagykanizsa, Batthydny L. Gimn., 9. évf.)

57 dolgozat érkezett. 5 pontos 41, 4 pontos 9, 3 pontos 2, 2 pontos 2, 1 pontos
3 dolgozat.

B. 5083. Van-e¢ olyan 100-adfoki wvalds egyiitthatés p(xz) polinom, melyre
a p(p(a:)) polinomnak 10000 kilénbizé valds gydke van?

(5 pont)

100
Megoldas. Van ilyen polinom. Legyen p(z) = [ (x — 4). Ekkor p(p(z)) gyo-

i=1
kei a p(x) —i (i = 1,2,...100) polinomok gyokei. Két ilyen kiilonbsz6 polinomnak
nem lehet kozos xg gyoke, hiszen p(xg) — i = p(x¢) — j nem teljesiilhet kiilonbsz6 ¢,
7 esetén. Ezért elég azt belatni, hogy mind a szaz polinomnak van szaz kiilonb6zo
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gyoke. Mivel a polinomok folytonos fiiggvények, ezért ha a < b és f(a) és f(b) eld-

jele kiilonboz6, akkor az f polinomnak a és b kézott van gyoke. Azt fogjuk belatni,

hogy ha n péros, és 0 < n < 100, akkor p(n + 0,5) > 100, ha pedig n pératlan, ak-
100

kor p(n+0,5) < —100. Az S = [] (n+ 0,5 — i) szorzatban 100 — n darab negativ
i=1

tényezd van, és a 100 — n az n-nel megegyezd paritasi. Ezért elég azt belatni, hogy

|S] > 100. A szorzatban legfeljebb két olyan tényezé szerepel, amelynek az abszo-
lat értéke legfeljebb 0,5, és legalabb 96 olyan van, aminek legalabb 2. Ezért a szor-
zat abszoliit értéke legaldbb 0,5-0,5 - 296 = 294 > 27 > 128 > 100. fgy paros n-re
p(n+0,5) —i > 0, paratlanra pedig p(n + 0,5 — i) — i < 0. Ebb6l kovetkezik, hogy
ha 0 < n <99, akkor n+ 0,5 és n+ 0,5 + 1 kozott van gyoke p(x) — i-nek, és igy
van 100 kiilonb6z6 gyoke.

Beke Csongor (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 12. évf.)

38 dolgozat érkezett. 5 pontos 25, 4 pontos 11, 3 pontos 2 dolgozat.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(664-668.)

K. 664. Van hat érménk, melyek koziil négy darab 100 grammos, ketté pedig
99 grammos. Rendelkezésiinkre all egy kétkart mérleg. Legaldbb hany mérésre van
sziikségiink ahhoz, hogy megtaldljuk az egyik konnyebb érmét?

K. 665. Egy utca egyik oldalan all valahany jatékrobot. Egy lépésben ponto-
san harom robotnak tudjuk azt a parancsot adni, hogy menjen at az 1t tuloldalara.
Hény robot esetén lehet elérni, hogy a robotok az utca tuloldalara keriiljenek at?

K. 666. Hany olyan hatjegyil szam van a 182 t6bbszorosei kozott, melyben
az elsé harom szamjegybol allé6 haromjegyt szam megegyezik az utolsé harom
szamjegybdl allé6 haromjegyli szammal?

K. 667. Induljunk ki egy pozitiv egész szambol. Egy 1épésben, ha az aktu-
alis szamunk paros, akkor vegyiik a felét, ha pedig paratlan, adjunk hozzd 1-et.
A 1épéseknek akkor van vége, ha el tudunk jutni az 1-hez.

a) Igaz-e, hogy barmelyik szdmbdl kiindulva el6bb-utébb (véges sok 1épésben)
az 1-hez jutunk?

b) Igaz-e, hogy legfeljebb 30 lépésben jutunk az 1-hez, ha egy négyjegyli szam-
bol indulunk ki?
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K. 668. a) Hény olyan egyenl6szari hdromszog van, amelynek szdrai 13 cm-
esek és a teriilete 60 cm??

b) Hany olyan derékszogli hdromszog van, amelynek befogéi paros egész szd-
mok, és teriilete 60 cm??

L1

Bekiildési hatarid6: 2020. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

A C pontversenyben kititizott gyakorlatok
(1623-1629.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1623. Legyen m pozitiv egész szam. Mutassuk meg, hogy

a) létezik 3 olyan 2-hatvany, amely m-jegy(;

b) legfeljebb 4 olyan 2-hatvany létezik, amelyik m-jegyt.

(Brazil feladat)

C. 1624. Az ABCD négyzet AB oldaldnak P pontjat kossiik 6ssze D-vel,
BC' oldalanak @ pontjat pedig A-val, az igy kapott szakaszok metszéspontjat
jeloljiik R-rel. Az ARD haromszog teriilete 1200, az APR héaromszog teriilete

600, a PBQR négyszog teriilete pedig 3380 — 240v/95 egység. Mekkora az RQC D
négyszog teriilete?

Javasolta: Németh Ldszlé (Fonyéd)

Feladatok mindenkinek

C. 1625. Igazoljuk, hogy az egyjegyl pozitiv egész szamok koziil barmelyik
otot kivalasztva akad kozottitkk néhany, amelyek Gsszege oszthaté 10-zel.

C. 1626. Az ABC hegyesszogli haromszog BC oldaldnak felez6pontja le-

gyen F', a B-bél indulé magassagvonal talppontja pedig T. Bizonyitsuk be, hogy
ha FAC< = 30°, akkor AF = BT.

Réka Sdandor (Nyiregyhdza) javaslata alapjan

C. 1627. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ valds szamokra teljesiil, hogy
a+b+c>0,ab+bc+ ca>0és abc > 0, akkor a >0, b > 0 és ¢ > 0.

Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)
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Feladatok 11. évfolyamtol
C. 1628. Adjunk meg két olyan kiillonbozé pozitiv egész n szamot, amelyre
47 + 49 + 4190 négyzetszam.
C. 1629. Egy gomb atmegy egy 8 egység élii kocka egyik lapjanak négy
csicsan és érinti a szemkozti lapot. Hatarozzuk meg a gémb sugarat.
(Horvdt feladat)

Bekiildési hatarid6: 2020. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

A B pontversenyben kititizott feladatok
(5118-5125.)

14x+5 , 17Tx—5
és

B. 5118. Lehet-
chet-e z, 9 12

(3 pont)

egyszerre egész szam?

B. 5119. A hegyesszogii ABC haromszogben a beirt kér BC-vel parhuzamos
érintéje az AC oldalt a D pontban metszi. A D pont merdleges vetiilete a BC
oldalon az F' pont. Mutassuk meg, hogy AB = AD + BF.

(3 pont)

B. 5120. Kiszineztiik a pozitiv egész szamokat gy, hogy a + b szinét mindig
egyértelmiien meghatdrozza a és b szine; azaz, ha a és a’ azonos szinfiek, valamint
b és b/ azonos szintiek, akkor a + b és @’ + ' is azonos szinfiek. Igazoljuk, hogy ha
van olyan szin, amit t6bbszor is hasznaltunk, akkor a szinezés valahonnan kezdve
periodikus.

(4 pont)

B. 5121. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert, ahol =1, zs, ..., z, pozitiv
valés szamok, n pedig pozitiv egész szam:

(4 pont)

B. 5122. Zicc ErWin a Bergengoc Kosarliga valaha volt legbiztosabb ke-
z1 biintetédobdja. Bar karrierje sordn a legelsé biintetéjét kihagyta, az Gsszesen
222222 biintetédobasabdl csupan 2020 maradt ki.
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A bergengéc statisztikusok szerint egy kosaras egy biintetédobédsa érdekes,
ha a dobést kozvetleniil kovetéen teljesiil az, hogy a sikeres dobédsok (az Gsszes
dobédshoz mért) szdzalékos ardnya pozitiv egész szam. (Példaul ha valaki az addigi
osszesen 40 kisérletébol 12-t bedobott, akkor az utolsé dobésa érdekes volt, mert
% -100 = 30 € N*, viszont az ezt kovetd 41-edik dobds — akér sikeres, akar nem —
semmiféleképpen nem lesz érdekes.)

Legalabb hany érdekes biintetdje volt Zicc ErWinnek?
(5 pont)

B. 5123. Andi és Bori elosztotta egymas kozott a SET jaték™ 81 kartyalapjat;
Andihoz 40, Borihoz 41 lap keriilt. Mindketten megszamoljdk, hogy a naluk 1év6
kartyak kozott hany olyan hdrmas van, ami SET-et alkot. Mennyi lehet az igy
kapott darabszamok 6sszege?

(6 pont)

B. 5124. A szabélyos négyoldali gula alaplapja az ABC'D négyzet, E a gila
csucsa. Az AB és CFE kitéré élek normaltranszverzédlisanak talppontjai az AB
szakaszon P, a C'E szakaszon pedig Q). Tudjuk, hogy @ felezi a C'E élt. Hatarozzuk
meg az AP : PB aranyt, és szamitsuk ki az alaplapnak az oldallapokkal bezart
S70gét.

(5 pont)
B. 5125. Az ABCD hurnégyszog koré irt kor kézéppontja O, az AB és DC

félegyenesek az F pontban metszik egymast. A BC'E korben az E-vel atellenes
pont F'. Mutassuk meg, hogy az AC, BD és OF egyenesek egy ponton mennek &t.

(6 pont)

Bekiildési hatarid6: 2020. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(783-785.)

A. 783. Poliminonak neveziink egy Osszefiiggd alakzatot, ha azt egységnégy-
zetek oldalaik mentén torténd osszeillesztésével kapjuk. Legyen n > 3 egész szam.
Keressiik meg n fiiggvényében a legnagyobb pozitiv egész C-t, melyre teljesiil a ko-
vetkezd feltétel: ha egy végtelen négyzetracs minden mezGjét kiszinezziik n szin
valamelyikével, akkor taldlhaté egy legaldbb c teriileti polimind, mely legfeljebb
n — 1 szint tartalmaz.

Javasolta: Nikolai Beluhov (Stara Zagora) és Stefan Gerdjikov (Széfia)

“https://www.komal.hu/cikkek/2008-02/SET.h.shtml.
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A. 784. Legyenek n, s, t pozitiv egész szamok és 0 < A\ < 1. Adott egy
n cstcesal és legaldbb An? éllel rendelkezd egyszerti graf. Azt mondjuk, hogy
az (x1,...,Ls, Y1, .- Yt) €8y jO beillesztés, ha az x; és y; betiik nem feltétleniil kii-
16nbozé cstcsokat jelolnek, és mindegyik z;y; éle a grafnak (1 <i<s,1<j<t).
Bizonyitsuk be, hogy a j6 beillesztések szama legalabb A¥tns*t,

Javasolta: Williams Kada (Cambridge)

A. 785. Legyenek k >t > 2 pozitiv egészek. Ha n > k egész, akkor legyen
pn, annak a valdszinlisége, hogy az els6 n pozitiv egész koziil véletlenszertien vé-
lasztva k-t teljesiil, hogy a valasztott k szam koziil barmely ¢-nek a legnagyobb
kozos osztédja 1, g, pedig annak a valdszintisége, hogy az elsé n pozitiv egész koziil
véletlenszeriien valasztva (k — ¢+ 1)-et a vélasztott szdmok szorzata t-edik hat-
vanymentes.

Bizonyitsuk be, hogy a p,, és q, sorozat hatarértéke megegyezik.

Javasolta: Matolcsi David (Budapest)

L1

Bekiildési hatarid6: 2020. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

L1

AN Informatikabdl kittizott feladatok

I. 517. Bilvos négyzetnek nevez-
zitk az N X N darab szam négyzetes el-
100 rendezését, amelyben minden sor, min-

3 den oszlop és mind a két 4tlo Gsszege

ugyanaz a szam. Az ordogkeret olyan
blivs négyzet, amelynek a legkiilso ke-
31 retét elhagyva is blivos négyzetet ka-
71 punk. Lehetséges, hogy egy érdogkeret-
ben tobb koncentrikus biivos négyzet
20 van egymasba agyazva, ilyenkor a bii-
8 vos négyzet kiilso kereteit elhagyva vé-
giil egy olyan belsé elrendezéshez ju-
tunk, amely méar nem blivos négyzet.

71109241

80

61
6194919 |90

Készitsiink programot 1517 néven,
amely egy N x N szambdl all6 négyzet-
rél meghatdrozza, hogy milyen mélység-

8 mélységti ordogkeret
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ben tartalmaz blivos négyzeteket egymasba agyazva. Ha ez a szam 0, akkor mar
a kiindulé elrendezés sem volt biivis négyzet.

A program standard bemenetének elsd sordban az N (N < 30) taldlhatd, amely
a sorok és oszlopok szama. A kovetkez6 N sorban N darab nemnegativ szam
szerepel.

A program standard kimenetén egy szam szerepeljen, az érdogkeret egymasba
agyazott blivos négyzeteinek mélysége. Ha a kiinduléasi allapot nem biivos négyzet,
akkor 0-t frjunk ki.

Bemenet Kimenet

22 41 34 27 17 5 29

1 35 6 42 11 31 49
38 10 24 4 47 40 12
37 18 48 25 2 32 13
36 43 3 46 26 7 14
20 19 44 8 39 15 30
21 9 16 23 33 45 28

Bekiildend6 egy tomoritett 1517 .zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentédcidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

I. 518. Az egész szamok szamrendszerek kozotti atvaltasara létezik algorit-
mus, igy nem nehéz programot késziteni egy R alapi szdmrendszerben felirt A po-
zitiv egész szam () alapu szamrendszerbe vald atirasara. Nehézséget talan csak
a 10-nél nagyobb alapi szamrendszerek jelentenek, ahol a 10-nél nagyobb szamje-
gyeket pl. betiikkel kell jelolniink. Az informatikdban hasznalt hexadecimalis szam-
rendszerben a 10 = A, 11 = B, ..., 15 = F jelolést alkalmazzuk. Hasznaljuk ennek
megfeleléen az angol ABC nagybetiiit rendre a 9-nél nagyobb szdmjegyek jelolésére.
fgy a legnagyobb szamjegy, amit felirhatunk, a Z = 35.

Készitsiink tablazatkezel alkalmazast, amely atvalt egy pozitiv egész szamot
az R alapu szdmrendszerbdl a @) alapi szamrendszerbe (2 < R, @ < 36). A munka-
lapon egy celldban lehessen megadni az dtvaltandd szamot (szdmjegyekkel és az an-
gol ABC betiiivel), és két masik celldban az R és @ értékét. A tabldzatkezel6 adja
meg egy negyedik celldban a szam alakjat a Q) alapu szamrendszerben.

A munkafiizet tetsz6leges tovabbi cellai hasznalhatdk segédszamitasokra, de
a megoldas soran csak a tédblazatkezelo beépitett fliggvényeivel dolgozzunk, tehat
makré és sajat program a megoldas sordan nem hasznalhaté. A beirt szamok minden
esetben helyesek, azok ellenérzésérol nem kell gondoskodni.

Bekiildendd egy tomoritett 1518.zip allomanyban a megoldédst tartalmazd
tablazatkezelé munkafiizet és egy révid dokumentécid, amely megadja az alkalma-
zott tablazatkezeld nevét és verzidjat.
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I. 519 (E). A www.balatonihajok.hu portalrél sok olyan balatoni hajézasra
jellemz6 adatot ismerhetiink meg, amely torténetileg és a jelenben is érdekes lehet.
Most a nagy hajos kikotokkel foglalkozunk. Az adatok a kikoto.txt, a kapcso-
lo.txt és a tipus.txt allomdnyokban &llnak rendelkezésiinkre. Az allomanyok
tabuldtorral tagolt, UTF-8 kddolasu szovegfijlok, az elsé sorok a mezdéneveket tar-
talmazzak.

Készitsiink 1j adatbdzist balaton néven. A mellékelt adatalloményokat im-
portaljuk az adatbdzisba a fajlnévvel azonos tdblanéven (kikoto, kapcsolo, tipus).
Beolvasaskor allitsuk be a megfelel adatformatumokat és kulcsokat. A tablakba
ne vegyiink fel 1j mezé&t.

Téablak:
hajo (id, nev, terulet, ev, bejarat, szelesseg, hosszusag, megjegyzes)
id a kikotd azonositdja (szdm), ez a kulces;
nev a kikotd, illetve a telepiilésének a neve (szoveg);
terulet a kikoto teriilete, ha zart, koriilhatarolt, kiillonben nincs adat
(szdm);
ev a kikotd épitésének éve, ha ismert (szdm);

bejarat a kikotd bejaratdnak égtaja (szoveg), példaul: EK, DNY-DK;
szelesseg  a kikoto bejarat szélességi koordinataja szogperc mértékegység-
ben (hdrom tizedes pontossdgi valds szém);
hosszusag  a kikotd bejarat hosszisagi koordindtaja szogperc mértékegység-
ben (hérom tizedes pontossigi valés szdm);
megjegyzes megjegyzés a kikotd hasznédlatarol (szoveg).
kapcsolo (kikotoid, tipusid)

kikotoid a kikotd azonositéja (szdm), az sszetett kules része;
tipusid a miiszaki jellemzd, tipus azonositéja (szdm), az dsszetett kules
része.
tipus (id, kat)
id a tipus azonositéja (szdm), ez a kulcs;
kat a miiszaki felépités, tipus kategéridja (szoveg).
kikoto
7 id
nev ;
kapcsolo Hips
terulet 7 id
= ¥ kikotoid I—' :
o i kat
bejarat ? tipusid
szelesseg
hosszusag
megjegyzes
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Készitsiik el a kovetkez6 feladatok megoldésait. Az egyes lekérdezéseknél tigyel-
jink arra, hogy mindig csak a kért értékek jelenjenek meg és més adatok viszont
ne. A megolddsainkat a zaréjelben 1é6vé néven mentsiik el.

1. A Balatonon a legnagyobb sebességli szelek északi iranybdl érkeznek. A déli
parton ugy épitették a kikotoket, hogy tisztan északrol védve legyenek, a be-
jaratok északnyugatra, vagy északkeletre nézzenek. Készitsiink lekérdezést,
amely az LE7 szérészletet tartalmazé bejaratu kikoték nevét és bejaratanak
irdnyat megjeleniti nyugatrdl keletre sorrendben. (leszak)

2. Készitsiink lekérdezést, amely torténetileg az els6 harom kiépitett kikoto nevét
sorolja fel. (2regiek)

3. Adjuk meg lekérdezés segitségével az egymolos, a kétmdlos és karolémolés
(kOszéras a kikotd koriil védelmi célbol) kikotok szamét. (3molok)

4. Lekérdezés segitségével soroljuk fel a Balaton nyugati medencéjének kikotoit,

s

azaz a Tihanyi kikot6t6l nyugatra 1évoket. (4nyugat)

5. Lekérdezés segitségével soroljuk fel a méloval nem rendelkezd, azaz nem védett
kikot6k nevét. A listdban minden név egyszer jelenjen meg. (5vedtelen)

6. A nyilt vizi kikot6knél nincs értelme a teriilet megadasdnak, de a t6bbinél
jellemzé adat. Adjuk meg lekérdezés segitségével azon kétmdlos és medencés
kikoték nevét, ahol mégsem ismert a teriilet. (6adathiany)

7. Lekérdezés segitségével adjuk meg az egymastol legtavolabbi két kikotot. Té-
volsdgon a feladatban a Manhattan-tdvolsdgot értjiik. A tavolsdg meghata-
rozasdhoz hasznaljuk a kikotSk szélességi és hosszisdig GPS-koordinatait.
(Ttavolsag)

Bekiildendd egy toméritett dllomdnyban (i519.zip) az adatbdzis, valamint
egy rovid dokumentacid, amelybdl kideriil az alkalmazott adatbazis-kezel6 neve és
verziészama.

Letolthetd allomanyok: a kikoto.txt, a kapcsolo.txt és a tipus.txt.

I/S. 47. Adél és Bence a kovetkezo jatékot jatsszak: Adél rajzol egy N széles-
ségli és N magassagu egységoldali négyzetekbdl allé négyzethalét, majd minden
mezobe beir egy egész szamot. Ezutan Bence vélaszt egy K pozitiv egész szamot,
és rajzol egy 3 -3 db, K oldalhosszi négyzetekbol allé halot gy, hogy 3K < N
legyen. Ezutan a sajat K oldali négyzetei koziil kiszinez tetszolegesen X darabot
(1 <X <£9), majd a sajat mintdjat railleszti a szdmozott négyzetracsra gy, hogy
szélei a racsvonalakra illeszkedjenek és a minta ne logjon le a négyzetracsrél. Bence
pontszama a szinezett teriilet altal lefedett mezékben 1év6 szamok Gsszege. Adjuk
meg, hogy legf6ljebb hany pontot szerezhet Bence.

Bemenet: az elso sor tartalmazza az N szamot. A kovetkezd N sor mindegyike
N szamot tartalmaz, a mezdkbe irt szdmokat. Az i-edik sor j-edik eleme A; ;.

Kimenet: az elérhet6 legnagyobb pontszam.
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Példa:
Bemenet (a / jel sortorést helyettesiti) Kimenet
6 19
1023-30/214-111/12-41-35
225-91-6/-1011-10/1-1-313-7

Korldtok: 3 < N <100, —1000 < A; ; < 1000, Adél biztosan irt nemnegativ
szamot. Idékorlat: 0,5 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphat6, ha N < 10.

Bekiildendo egy is47.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 146. Adott egy N elemii T témb 1-tél indexelve, amely nemnegativ egész
szamokat tartalmaz. Kétféle miiveletet végziink a T" tomb elemeivel. Az egyik miive-
letben hozzdadunk a tomb néhany egymast kovetd eleméhez egy p értéket, vagyis
adott a és b mellett minden ¢ € [a,b] index(i T[i] elem ezutdan T'[i] + p lesz. De-
finidljuk adott ¢ és d esetén (ahol d — ¢+ 1 pédros) a kovetkezd szorzatosszeget:
Tle] - Tle+ 1+ T[c+2]-Tle+ 3]+ ... +T[d— 1] - T[d], amely a [c,d] intervallum
értéke a T tombon. A masodik miveletben adjuk meg a ¢ és d szdmok altal meg-
hatarozott intervallum értékét. Mivel egy intervallum értéke nagyon nagy is lehet,
ezért a lekérdezés eredményének 102 4 7-tel vett osztdsi maradékat kell megadni.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza az N és @) szamokat. A kovetkezé sor N szé-
mot tartalmaz, T elemeit. A kovetkezo @) sor mindegyike vagy 1 a b p alakid, ami
azt jelenti, hogy az [a; b] intervallumon minden tombértéket megvaltoztatunk p-vel;
vagy 2 ¢ d alaku, ami azt jelenti, hogy lekérdezziik a [c, d] intervallum értékét.

Kimenet: minden 2-es tipusu kérdésre adjuk meg az intervallum értékét mo-

dulo 10 + 7.
Példa:
Bemenet Kimenet (a / jel
(a / jel sortorést helyettesiti) sortorést helyettesiti)
5§3/10231/214/1241/ 225 6 /7

Korldtok: 1 < N,Q <10°, 0 < T[i],p < 10°, 1< a,b,c,d < N, a<b, c<d.
Idokorlat: 0,3 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté, ha N < 100.

Bekiildendo egy s146.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt

és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kérnyezetben futtathato.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:

https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hataridé: 2020. november 15.
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A 2020. évi Kunfalvi Rezs6 Olimpiai
Valogatéverseny elméleti feladatainak
megoldasa*

F1. a) A goly6 csak tigy érkezhet a godor B sarkdba, ha elétte a godor fiiggd-
leges oldalain paratlan szamszor visszapattan. Minden visszaverodésnél a kis test
sebességének vizszintes komponense eléjelet valt, fliggoleges komponense pedig vél-
tozatlan marad. A pattogd golyd palyajat a fliggdleges falakra vald tiikrozéssel , ki
lehet hajtogatni”, és igy toréspontok nélkiili parabolat kapunk. Nyilvanvald, hogy
kozelebbi pontba kisebb kezd&sebességgel eljuttathaté a golyd, tehat az optimé-
lis (kihajtogatott) pélya esetén a golyé csak egyszer pattan meg. Most mér csak
az a kérdés, hogy az eldobas helyétdl tavolabbi falon hol legyen a pattandsi pont.

Paraméterezziik a feladatot. Legyen d = 12 m a godor tavolabbi falanak tavol-
séga az A ponttdl, s =2 m a godor szélessége, h = 1 m a godor mélysége. Ezeken
kiviil hasznalni fogjuk még az L = d+ s = 14 m tavolségot is. Jelolje C és D a godor
A ponthoz kozelebbi, illetve tavolabbi fels sarkat, B’ pedig a B pontnak a gtdor
tavolabbi faldra vonatkozd titkorképét (1. dbra). A kihajtogatott palya tehdt egy
olyan parabola, amely dtmegy az A és B’ pontokon.

1. dbra

Az A és B’ pontokat 6sszekotd lehetséges parabolak koziil csak azokat véalaszt-
hatjuk, amelyek , beesnek” a godorbe, azaz a talaj szintjét a C'D szakaszon metszik.
Szemléletesen 1lathatd, hogy ezek koziil a palydk koziil a legmagasabb, ADB’ para-
boldhoz tartozik a legkisebb kezdésebesség, mig a leglaposabb, AC'B paraboldhoz
a legnagyobb kezddsebesség. (Itt figyelembe vettiik azt a tényt is, hogy a feladat
adatai alapjan lapos, 45°-nél jéval kisebb szégben indulé hajitdsokrdl van szd.)

Megjegyzés. Az intuiciénkat szdmoldssal is igazolhatjuk. Ha a hajitds kezd&sebessé-
ge v, az inditds hajldsszége a, akkor az A és B’ pontok kézotti vizszintes (L = d + s) és
fiiggbleges (—h) elmozduldsokra a kovetkezdket frhatjuk fel:

L = vtcosa, fhzvtsinaf%tQ,

amibdl a mozgés t idejének kikiiszobolése utan az alabbi kifejezést kapjuk v-re:

(1) V2 = gL .
2cos? a(Ltana + h)

*A feladatok szovege a KoMal mult havi szamaban olvashatd.
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Ahhoz, hogy kideriiljon, hogyan véltozik v nagysdga az « szog kis megvaltoztatasakor,
vizsgaljuk meg a tort nevezdjének szog szerinti derivaltjat:

[2 cos® a(Ltana + h)]' = 2L — 2(h + Ltan ) sin 2a.

A tévolsdgadatok behelyettesitésével konnyen ellendrizhetd, hogy ez a derivdlt o &~ 40°
és anndl kisebb szogekre biztosan pozitiv, azaz ,lapos” hajitdsi szogek esetén a B’ pont
eltaldlasahoz sziikséges v sebesség annédl kisebb, minél nagyobb az « szog értéke. A godorbe
beleesé goly6 lehetséges palydi koziil az 1. dbran lathaté C ponton dtmend paraboldhoz
tartozik a legkisebb « szog, mig « értéke a D ponton dtmend palya esetén a legnagyobb.
Tehét az optimalis palya a godor tavolabbi fiiggdleges falat a legfelsé, D pontban talédlja
el, majd egy pattands utdn a kis test a B pontba érkezik.

b) A kinematikai egyenletekbdl kiindulva felirhatjuk az optimélis palya AD
szakaszan a golyé vizszintes elmozdulasat az a szog és a v kezdbsebesség segitségé-
vel:

@) i 202 sin a cos
—

A megjegyzésben szereplé (1) egyenletbdl befrva ide v2-et megkapjuk a hajitasi

szoget:
hd 3
t === — = 23,2°.
MEYTTL a7 4=
Ezt az eredményt visszairva a (2) egyenletbe a kovetkezé kifejezéshez jutunk:
9 gd gd(1 + tan? a)
v = = .

2 sin v cos « 2tan a

Az adatokat behelyettesitve végiil megkapjuk a sebesség szamszerii értékét:

29 m
— ) Z2gd =128 2.
v 21 ©

F2. Mivel a szupravezet6 belsejébe a méagneses tér nem hatolhat be, az induk-
ciévonalak folytonossagabol kovetkezoen a mégneses indukciévektornak mindenhol
érintiranytnak kell lennie a cs6 kiils6 és belsd feliilete mentén. A feladatunk az,
hogy a hatdarfeltételt kielégito (feliileti) drameloszldst megtaldljuk.

Az ilyen, in. peremérték-problémaékat kozépiskolds szinten a tiikrozés mddsze-
rével szoktuk megoldani. Ennek 1ényege, hogy egy zart tartomany peremén elhelyez-
ked6 aram- vagy toltéseloszlds hatdsat a tartomanyon kiviil talalhaté, megfeleléen
megvéalasztott erésségli és helyzetii ,tiikoraramokkal” vagy , tiikortoltésekkel” he-
lyettesitjiik. Ez az eljards csak néhdny specidlis geometridju feliilet (pl. sftkok, gémb
vagy henger) esetén miikodik, de most éppen ilyennel van dolgunk. Prébéljuk hat
a szupravezetd cso falaban folyd aramok hatasat egy, a csovon kiviil elhelyezkedd,
képzeletbeli, aramjarta egyenes vezetével leirni!

Konnyen lathato, hogy a ,tiikéraram” a cs6 belsejében 1évé vezetékben folyo
valodi arammal ellentétes iranyu, ellenkezé esetben a maéagneses indukciovektor
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sugdriranyi komponense nem tiinhetne el a c¢s6 fala mentén. A szimmetria miatt
a tikoraram a csé tengelye és a valddi aramvezeté altal meghatarozott sikban
helyezkedik el. Jeloljitk (dltaldnosan) a valdodi vezetének, illetve a tiikordaramnak
a cs6 tengelyétél mért tavolsdgat rendre d-vel és z-szel (az ennek megfelel vektorok
pedig legyenek d és x). A tiikordaram egyelére ismeretlen erdsségét jeloljiik nl-vel
(n>0).

Vizsgaljuk a szupravezetd csé szim-
metriatengelyre merdleges sikmetsze-
tét, és rjuk fel beliil a magneses induk-
ciévektort a 2. dbra jeloléseivel a cs6
tengelyéhez képest R vektorral jelle-
mezhetd pontban (|R| = R)! A valédi
aramvezetd és a titkoraram altal keltett
indukcidjarulékok vektoros alakban:

I T
B1 = &ez X %,
2m r{ )
2. dbra
nl r
By= oo T2
2m 5

ahol 71 és o a vezetékektdl a vizsgdlt pontba mutatd vektorok, e, pedig a valédi
vezetékben folyé drammal azonos iranyu egységvektor. Azt szeretnénk elérni, hogy
az ered6 indukciévektor (ami B; és By vektori Osszege) érintdirdnyu legyen, amit
matematikailag igy fejezhetiink ki:

R(B; + By) =0.
Ebbe behelyettesitve B, és Boy korabbi kifejezését, majd egyszeriisités utén:

R(e, x ry) B nR(e, X ra)

2 2
1 T3

=0.

A vegyes szorzatra vonatkozé a(b x ¢) = b(c x a) azonossigot felhaszndlva:

ri xR nrox R
€z 2 - 5 =0.
1 T2

=0

A szogletes zardjelben allé mindkét tag parhuzamos az e, vektorral, ezért a skalaris
szorzat csak gy lehet zérus, ha a zardjeles mennyiség elttinik. Fejezziik ki az ry és
7o vektorokat x-szel és d-vel!

rn=R-—a, ro = R—d.
Ezzel a kovetkezo feltételt kapjuk:

(R—z)xR n(R—-d)xR _
IR~ = IR~ df*
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A zéréjeleket felbontva, majd R x R = 0 felhaszndlasdval:

x - nd _ 0o
R—z° |R-d

Az R vektor minden értékére ez csak gy lehetséges, ha a szogletes zardjelben allé
vektor nullvektor. Mivel x és d egyiranyu vektorok, ezért ennek feltétele:

T B nd
R-=z|” |R-d*

Szorozzunk be a nevezokkel, és fejtsiik ki az abszolitérték-négyzeteket:
z(R* = 2Rd + d*) = nd(R* — 2Rx + 2°).

Atrendezve:
xR* — ndR? + xd* — ndz* = 2(1 — n)(Rd)z.

Az egyenlet bal oldala nem fiigg az R vektor iranyatdl, mig a jobb oldal igen.
Ez az egyenloség csak tgy allhat fenn R tetszOleges irdnya esetén, ha n =1, azaz
az egyenlet mindkét oldala nulla. Ez azt jelenti, hogy a ,tiikdrvezetékben” folyd
aram ugyanakkora nagysagu, de ellentétes iranyu, mint a valddi vezetoben folyd
aram.

Az n =1 helyettesitéssel rovid szamolds utan végiil a kovetkezd eredményt
kapjuk a tiikorvezeték helyzetére:

="
x

azaz ¥ = R/2 esetén d = 2R.

a) A cs6 belsejében a mdagneses mezét a valddi és a ,tiikorvezeték” &ltal
keltett terek szuperpozicidjaként szamolhatjuk. Az egyenes aramjarta vezetékre
hosszegységenként haté f Lorentz-eré kiszamitdsakor tehat a tiikorvezeték &ltal
a valédi vezeték helyén keltett magneses teret kell figyelembe venniink:

pol  pol?

=IBy=1- = .
/ 2 2n(d—=x) 3R

Az er6 taszité jellegli, a vezeték ,igyekezne” a szupravezet6 csé kozepén elhelyez-
kedni.

b) A feladat sikbelisége miatt a csé bels6 és kiils6 faldn egyarant tengelyiranyd
aram folyik. A bels¢ feliileten folyé aram vonalmenti stiriiségét az Ampere-féle
gerjesztési torvénnyel hatarozhatjuk meg. Ehhez tekintsiik az A pont kornyékén
a 3. abrdn lathatd, téglalap alakd zdrt hurkot!

Ha a téglalap fallal parhuzamos oldala ¢ hosszusagu, akkor a gerjesztési tor-
vény:
eBA = ,LL()JAK,
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3. abra

hiszen a szupravezetd anyagban a magneses indukcié értéke nulla. Ebbél a Ja
vonalmenti aramstiriiség:

1

JA = 7BA;

Ho
és hasonld Gsszefiiggés igaz a cs6 belso faldnak barmely pontjara. Az A pontbeli
indukciovektor nagysaga szuperpozicioval konnyen szamolhaté a tiikkoraram segit-
ségével:
pol ol - tol

T 2r(R+z) 2n(R+d) 6rR

By

Az A pont kozelében tehdt a csé belsd faldn a vonalmenti dramstiriiség:

I
Jag=—.
A7 6rR
A B pontbeli indukciévektor kiszamitasa egy fokkal nehezebb, mert itt By
és By nem péarhuzamos irdnyu vektorok. A 3. dbran lathaté « szog segitségével
az eredd indukciovektor nagysaga:
pol pol

CoOs&x —
mry Tro

Bp = Bicosa — Bysina =

Felhasznélva, hogy 1 = R/ cosa, 1o = R/sina:

I
Bp = ML(COS
27

2a —sin?a).

A megjelené szogfiiggvényeket a 3. abra segitségével kifejezhetjiik:

R 2 . 1
oS = —— = —, sina = —.
VRZ+22 5 V5
Ebbdl végiil a B pontbeli indukcié:
3#0[
B =
T
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valamint a vonalmenti dramstirtiség:

31

¢) A cs6 belsé feliiletén foly6 drameloszlas énmagdban elegend6 ahhoz, hogy
az indukciévonalak behatolasat a szupravezetébe megakadalyozza. Ennek az aram-
nak a teljes er0ssége éppen I, amint az kénnyen belathatd, ha az Ampeére-térvényt
a csé faldban futé korre alkalmazzuk. Ennek az dramnak (a cs6 véges mérete mi-
att) valahol vissza is kell folynia, az pedig csak a cs6 kiils6 feliiletén lehetséges.
A kiils6 feliileten foly6 dram eloszlasdanak olyannak kell lennie, hogy a cs6 falaban
az indukci6 tovabbra is zérus maradjon. Ez gy lehetséges, hogy a kiilsé feliileten
az drameloszlds egyenletes, vonalmenti dramsfirtisége /(27 R).

F3. a) A hatasfok definicidja alapjén kifejezhetjiik a belsé Carnot-gép dltal
felvett és leadott J, = %—'2‘ és Jp = % hoteljesitményt az n hatasfokkal és a gép

altal leadott P = % mechanikai teljesitménnyel:
n:Qm_Qh:Jm_Jh Jm:£
Qh Jm — n
P
P = Jm — Jh Jh =

Fourier hévezetési torvénye a meleg és a hideg oldalon igy irhato:
Jm = Hm(Tm — tm>, Jh = Iih(ﬁh — Th).

A hédramokra kapott korabbi formuldk, illetve a hévezetési egyenletek felhasznéla-
saval kifejezhetjiik a belso t,, és t,, hémérsékletet a kiils6 Ty, és Tj, homérséklettel,
a hatdasfokkal, valamint a leadott mechanikai teljesitménnyel:

m P
tm:Tm_Ji:Tm_iv
Rm TRm

P(—n)

J)
th:Th‘Fi}l:T‘h‘F
Kh NKn

A bels6 Carnot-gép hatasfokat a hétartalyok ¢y, és t;, hémérsékletének ismeretében
felirhatjuk, és igy Osszefiiggést kapunk n és P kozott:

P(1-n)
po1ot D e
tm T, - £

NKm

ahonnan kifejezhetd a keresett P(n) fuggvény:
RmA~h n
Pn)=———|(nThn———T1n ) .
() (n e )
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b) Ahogy noveljiik a gépbdl kivett P mechanikai teljesitményt, né a Jy, és Jy,
hoaram is. Ha azonban ezek a héiaramok tul nagyok, akkor naggyd valik a kiils6
és bels6 hémérsékletek kozotti Ty, — tn, illetve t, — Ty, kiilonbség, és a két bels6
hémérséklet kozel kerill egymashoz, ami az n hatasfok, illetve a P teljesitmény
csOkkenéséhez vezet. Ez alapjan lathato, hogy van egy optimdlis n* hatasfok, ami
mellett a leadott P mechanikai teljesitmény maximalis. A P(n) fiiggvény maximu-
manal a derivalt zérus, tehat

KmKh 1
P/(n*): m— Th :O7
(1—n)°

Km + Kh

ahonnan a keresett maximumbhely:

Th
S Py .
n T

Erdekes, hogy az eredmény fiiggetlen a hévezetési tényezdktol, és ,csupan”
a négyzetgyokjelben tér el a Carnot-gép hatasfokatdl.

F4. Vezessiink be egy koordinata-rendszert, melynek x tengelye a futészalag
sebességével azonos iranyu, y tengelye pedig a labda kezddsebességének iranyaba
mutat (4. dbra). Amikor a labda megérkezik a futdszalagra, témegkozéppontjédnak
T irdnyu sebességkomponense zérus, y iranyu sebessége pedig a kezdeti vy érték:

vy (t=0) =0, vy (t =0) = vo.

A labda kezdetben csak az x irdnnyal parhuzamos tengely koriil forog, a szog-
sebesség-vektor y komponense tehdt nulla:

wy(t=0) =0.

4. abra

A futészalagra érve a labdara az allandé nagysagi S csuszasi surlodasi er6
kezd hatni a futészalag sebességével megegyezd iranyban. A tovabbi mozgds soran
a surlddési erd iranya mindig a labda legalsé pontjanak a futészalaghoz viszonyitott
(relativ) sebességével ellentétes lesz.

A cstszési surlodési erd kezdetben x irdnyban gyorsitja az m tomegii labda
tomegkozéppontjat, igy annak gyorsulasa:

a =

Ll
=
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Mivel az S er6nek forgatéonyomatéka van a tomegkozéppontra nézve, az R sugara
labda [ szoggyorsulassal forogni kezd az y irdnnyal parhuzamos tengely koriil
a 4. abran feltiintetett iranyban. A forgémozgés dinamikai egyenlete:

SR = ng%

ahol felhasznéltuk, hogy a labda tehetetlenségi nyomatéka 2mR? /5. EbbSl megha-
tarozhatoé a labda széggyorsuldsa:

55
b= 2mR’

Latszik, hogy a surlédési eré csak a sebesség x komponensét és a szogsebesség-
vektor y komponensét valtoztatja meg, a tomegkozéppont y irdnyu sebességkompo-
nensére és az v tengellyel parhuzamos tengely koriili forgémozgdasra nincs hatédssal.
Ebbdl kovetkezik, hogy a labda legalsé pontjanak futészalaghoz viszonyitott rela-
tiv sebessége mindvégig —x irdnyd marad. Azaz a labdara haté csiszési surlddasi
er6nek nem csak a nagysaga, de az irdnya is allandd!

A labda szalagra érkezésének t = 0 idépillanatatdl szamitva meghatarozhatd,
hogyan fiigg a tomegkdzéppont v, (t) sebessége, valamint az wy(t) szdgsebesség
az 1dotél:

v, (t) = at, wy(t) = Bt.

A labda ,oldalazé” cstszasa kozben v, (t) és wy(t) egyenletesen névekszik mindad-
dig, amig el6 nem all a labda tiszta gordiilése. Tiszta gordiilésrol akkor beszélhe-
tiink, ha a labda futészalaggal érintkezd pontjanak nyugvo koordinata-rendszerben
mért sebessége megegyezik a szalag V sebességével. Matematikailag megfogal-
mazva:

0 (T) +wy(T)R =V,

ahol 7 a tiszta gordiilés bealltanak idépillanatat jeloli. A fenti egyenletbol, valamint
a szoggyorsulasra és a gyorsulasra kapott kordbbi eredményekbél 7 kifejezhetd:

_2mV
T——7S .

A feladat kitlizésében szerepel, hogy a stirlddasi egyiitthaté (és emiatt S is) igen
nagy, igy 7 rovid idétartam. Vagyis a tiszta gordiilés sokkal hamarabb bedll, mint
amennyi id6 alatt a labda atér a futdszalag tiils6 oldaldra. A tiszta gordiilés kiala-
kulasatol kezdve a labda tomegkodzéppontjanak x iranyi komponense dllandé lesz,
értéke:
S 2mV 2
V() =ar = — —— ==

m 75 7

A labda tehét az asztalhoz képest 2V/7 sebességgel egyenletesen mozog x irdnyban,
igy mire atér a szalag tuloldalara,

2V's
d=2"-
71]0
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utat tesz meg a szalaggal parhuzamosan, tehat ekkora mértékben tolodik el a pa-
lyaja.

F5. a) Szdmozzuk meg a fémgombhéjak f6bb feliileteit a 5. dbra bal oldala sze-
rint! A feladatbeli elrendezés elektrosztatikus szempontbdl modellezhet6 az 5. abra
jobb oldaldn lathat6 rendszerrel. A @Qq_4 t6ltések rendre az 1-4. feliileteken lev§
toltéseknek feleltethet6ek meg.

1. / Ql Q4
N 3.

5. abra

A C kondenzator fegyverzeteinek toltése ugyanakkora nagységi, de ellentétes

el6jelti:
Q2 = —Qs.

A C kondenzator kapacitdsa igen nagy, hiszen a 2. és 3. feliiletek nagyon kozel
vannak egymashoz. Ezért, ha véges mennyiségii toltéssel rendelkezik a kondenzator,
a fegyverzetek kozti fesziiltség elhanyagolhatéan kicsi marad, azaz a 2. és 3. feliiletek
lényegében ekvipotencialisak. A veliik fémes kapcsolatban allé 1. és 4. feliiletek
emiatt szintén ekvipotencidlisnak tekinthetok. fgy az b. abra jobb oldalan lathato
C kondenzatoron kiviil, de a gombhéjakon beliil az elektromos térerésség nulla, ami
csak ugy lehetséges, ha az 1. és 4. feliiletek toltése megegyezik:

Q1 = Q4.

Tehat a Q1 és Q4 toltésekkel rendelkez6 félgombok feliiletei Osszességében egy
egyenletesen toltott gombfeliilet megszokott gémbszimmetrikus terét hozza létre
a feliileteken kiviil, mig beliil a tér zérus.

Tudjuk tovabba, hogy a feladatban szereplo félgombhéjra tsszesen @ toltést
juttattunk, tehat fenndll:

Q3+ Qs=Q.
A fémgomb ossztoltése viszont nulla, amelyet a
Q1+Q2=0
egyenlet fejez ki. A fenti egyenletrendszert megoldva a kovetkezd toltésértékeket
kapjuk:
_Q _ Q
Ql - 2 ; QQ - 9 )
_Q Q
Qs = 5 Qe = 5"
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Az eddigi eredmények alapjan kiszamithatjuk az 5. dbra bal oldaldn lathaté
feliiletek toltésstirtiségét. A feladatkitiizésben szerepld fémgomb 1. és 2. feliileteinek
toltéssiirtisége:

Q1 Q

T 9rR?  4nR?’ 2= =

a1 AnR2

Mig a félgombhéj kiils6 és belsé feliiletének egyiittes toltésstiriisége:

e — @3+Qs_ Q
f 21 R? 2rR?’

b) Ahhoz, hogy meghatdrozzuk, mekkora erével hat egymdsra a gomb és a fél-
gémbhéj, meg kellene hatdroznunk, mekkora FE, teret hozna létre a gombfeliile-
ten levd toltéselrendezddés, ha a félgémbhéj nem lenne ott. Ebben az E, térben
helyekedik el ugyanis a félgémbhéj, amelyre a térrel ardnyos nagysagi Coulomb-
erd hat.

Az E, tér meghatdrozdsa érdekében vizsgaljuk meg a térerésséget félgombhéj
anyaganak belsejében, vagyis a 3. és a 4. feliilet kozott! Ismert, hogy fémek belse-
jében az elektromos térerésség zérus, ez igaz a 3. és 4. feliilet kozotti térrészben is.
Itt a térerosséget harom Osszetevé hatarozza meg az aldbbi egyenlet szerint:

Ey+ Es — E; =0,

ahol E, a fémgomb altal keltett, egyel6re ismeretlen térerésség, Es a 3. feliilet altal
keltett tér, amely a 3. és 4. feliiletek kozt sugariranyban kifelé mutat, tovabba Ej
a 4. feliilet jaruléka, amely sugéariranyban befelé mutat, igy negativ eljellel kell
figyelembe venni.

A fenti egyenletbdl a kérdéses L, térerdsség kifejezheto:

04 g3
Ey=FEy—FE3y=— —— =0,
€0 €0

ahol felhasznaltuk azt a Gauss-torvénybol kovetkezd tényt, hogy az Fs és Fy
térerGsségek a 3. és 4. feliilet toltésstiriiségeivel aranyosak. Mivel azonban o4 = o3,
igy Ey = 0. A polarizalt fémgomb tehat nem hoz létre elektromos teret a félgombhéj

helyén, igy a két test kozott nem 1ép fel erd!

F6. Gondolatban osszuk fel a bolygé légkorét koncentrikus, vékony gémb-
héjakra. Vizsgaljuk a fénysugarat, ahogy aq beesési szog alatt belép az ry sugart,
dr = ro — 1 vastagsigi gombhéjba (6. dbra).

A gémbhéj kiilsé feliiletén a torésmutatd n(ry)-rél n(rq)-re valtozik, igy a 54
torési szog a Snellius—Descartes-torvénnyel szamolhaté:

n(ry) sin oy = n(ry)sin By.

A By szog kifejezhet6 azzal az s beesési szoggel is, amely alatt a fénysugar az ro
sugaru gémbhéjhoz ér:
p1 = az — dy,
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6. dbra

ahol dy a sugéar 6. dbran lathaté kis szogelfordulasa. A fenti két egyenlet, valamint
a két szog Osszegének szinuszara vonatkozd azonossag felhasznaldsaval a kovetkezét
kapjuk:

n(ry)sina; = n(re) sinas (1 — de cot as).
Az abrérdl leolvashaté még az r1 dyp cot ag & 1 — ro geometriai Osszefiiggés. Ennek
segitségével megkapjuk a ,, gdmbi Snellius—Descartes-torvényt”:

n(ri)rysina; = n(re)re sin as.
Megjegyzés: Ez az egyenlet abbdl a ténybdl is levezethetd, hogy kdzeghataron a fény

hulldmszémvektoranak feliilettel parhuzamos komponense nem valtozik meg, igy a fény
(bolygé kozéppontjira vonatkoztatott) ,,impulzusnyomatéka” dllandé.

a) A feladatban n(r) = noR/r, azaz a fény beesési szoge allandé marad a ko-
zeghatdrokon. Ez azt jelenti, hogy a fénysugar palydjanak érintéje dllandd, 90° — 0
szoget zar be a sugdrral; a fény trajektéridja tehdat logaritmikus spirdl.

b) A fény terjedési sebessége a bolygd kozéppontjatdl r tdvolsdgra:

gy a sebesség radidlis komponense —v(r)sinf. A felszin eléréséhez sziikséges id6t
tehat a kovetkezd integral adja meg:

R+ho

i d d
t:/dt: / r___ ot /l.
—ou(r)sinf  csinf r
R

R+hg

Az integrélast elvégezve végiil a kovetkez6 eredményt kapjuk:
TLQR In R+ ho - noho
csinf R 7 ¢sin®’

ahol az utolsé 1épésben feltételeztiik, hogy hg < R.
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¢) Irjuk fel a ¢ szdg dp/dt véltozasi iitemét:

dp v(r)cosf _ ccosd

dt r noR ’

amely allandé. A feladat szovege szerint a radiuszvektor 2w N szoggel fordul el
a felszin eléréséig (itt N egész szdm), a felszin eléréséig szitkséges ¢ id6t kordbban
meghataroztuk, igy:

2N ccosf

T n noR ’
A t-re kapott korabbi eredményt felhasznélva tan 6 kifejezhetd:

1  R+hy _ 1 hy

=N R "uNR

Megjegyzés. Természetesen akkor is az inditasi pont alatt éri el a 1ézersugar a bolygd
felszinét, ha sugariranyban inditjuk (6 = 90°). Formdlisan megkapjuk ezt a megolddst is
az N = 0 helyettesitéssel.

Sarkadi Tamas, Szasz Krisztian, Tasnadi Tamas,
Vanké Péter és Vigh Maté

Ifji Fizikusok
' Nemzetkozi Versenye

u
( Versenyfelhivas és beszamolé

Ha szereted a fizikdt, a kisérletezést, jol beszélsz angolul, és eqy életre szolo
élményre vagysz, akkor itt a helyed!

A Fizika Vildgbajnoksdgnak is nevezett IYPT (Ifju Fizikusok Nemzetkozi Ver-
senye, angolul International Young Physicists’ Tournament) egy angol nyelvii, ki-
sérleti fizikai csapatverseny, ahova a vildg minden t4jardl (t6bb mint 30 orszéghdl)
érkeznek kozépiskoldsok, hogy 6sszemérjék tuddsukat. Az IYPT a XXI. szazad ki-
hivasainak megfelelé készségeket var el az induloktol: nemcsak a fizikdban kell
jartasnak lenni, hanem az eredményeket prezentdlni és megvédeni is tudni kell!
A résztvevo didkok a versenyt megel6zéen elvégzett fizikai méréseiket és kutatasa-
ikat egy — angol nyelven eléadott — tudomanyos prezentacié formajaban mutatjdk
be a rivalis csapatoknak.

Az IYPT verseny magyarorszagi els6 forduléjara (Hungarian Young Physicists’
Tournament, HYPT) az hypt.elte.hu oldalon valé regisztracié hatarideje:

2020. november 9. éjfél.

A jelentkez$ didkoknak egy kivdlasztott IYPT problémardl 10 perces angol
nyelvii eléadast kell késziteni és felvenni, majd 2020. november 30-ig bekiildeni.

436 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/7



GF 2020.10.7 — 19:07 — 437. oldal — 53. lap KoMalL, 2020. oktéber EF

Ezen eléadéasok alapjan a legjobb bekiildok az ELTE TTK-n, december kézepén
megrendezésre keriild szébeli fordulén vehetnek részt. Az indulé didkoknak itt
az altaluk bekiildott el6adast éloben kell el6adniuk.

A decemberi fordulét idén 100 000 forint 6sszdijazassal hirdetjiik meg, amiben
az évfolyamonkénti elsé helyezett versenyzk osztoznak.

A decemberi szébeli fordulét kovetéen a 10 legmagasabb pontszamot eléré didk
az ELTE TTK Anyagfizikai Tanszékén végezheti a tovéabbi kutatésait. A felkésziilés
soran nyujtott teljesitmény alapjan 3 didk indulhat az osztrdk AYPT versenyen,
az 5 legjobb didk pedig bekeriil a Pakisztdnban megrendezésre keriilo 34. IYPT
magyar csapataba.

Jelentkezés, a feladatok szévege és tovabbi informécidk az hypt.elte.hu web-
oldalon, illetve az email@hypt.elte.hu email cimen.

Néhéany példa a 2021-re kittizott IYPT problémak koziil:

2. Korozé magnesek. A hengeres elem két végére rogzitsiink kiilonb6z6 atmé-
r6jii gombmaégneseket. Aluminium félidra helyezve a targy korozni kezd. Vizsgald
meg, hogy a mozgas hogyan fiigg a relevans paraméterektol!

6. Visszafordithatatlan Cartesius-buvdr. Helyezziink egy egyszerii Cartesius-
buvart (ami példaul egy forditott kémes6, részben vizzel megtoltve) vizzel toltott
hosszu, fiiggdleges cs6be. A cs6ében 1évé nyomast novelve a Cartesius-buvar siillyed-
ni kezd. Amikor elér egy bizonyos mélységet, soha nem tér vissza a felszinre, még
akkor sem, ha a nyomast visszaallitjak a kezdeti értékre. Vizsgald meg ezt a jelen-
séget, és mutasd be hogyan fiigg a relevans paraméterektél!

12. Wilberforce-inga. A Wilberforce-inga egy fliggélegesen felfiiggesztett spirdl-
rug6bdl és egy azon 16g6 tomegbdl all. A tomeg a rugdn felfelé és lefelé egyarant
mozoghat, és fiiggdleges tengelye koriil foroghat. Vizsgald meg egy ilyen inga visel-
kedését, és mutasd be hogyan fiigg a mozgdsa a relevans paraméterektol!

Az els6 online IYPT

2020-ban a tervek szerint Temesvaron keriilt volna megrendezésre a 33. IYPT.
A koronavirus-jarvany sajnos kozbeszol: 2020. dprilis kornyékén a roman szervezok
lemondtak. Gruzidba keriilt volna at a verseny, de az utolsé pillanatban az is meg-
hitsult. A nemzetkozi szervezobizottsdg ezek utan az online megrendezés mellett
dontott. Egy alapvetéen a kommunikéciéra és tudomanyos vitara épiilé versenynél
ez nem kis kihivds, és természetesen a csapatok felkésziilését is nehezitette a jar-
vany. Osszesen 12 orszag tudta véllalni a részvételt, koztitk a magyar csapattal.
A nagyon kiegyenlitett mezényben végiil a 9. helyet szereztiik meg.

Tovabbi informécidkért latogasd meg, és kovesd Facebook oldalunkat:
www.facebook.com/hypt.elte.hu, ahol a csapat képeit és eseményeit taldlod,
amik tobbet mondanak minden szénél!

A magyar csapat tagjai voltak:
Dobé Adam (Nagykanizsa, Batthyany Lajos Gimnézium, 12. évf.);
Kadlecsik Adam (Tatai Eétvos Jozsef Gimnazium és Kollégium, 12. évf.);

Lipovics T. Ddniel (Budapest, Piarista Gimnédzium, 12. évf.);
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Néadori Jakab (Budapest, ELTE Radnéti Miklés Gyakorlé Gimndzium,
11. évt.);

Simon Tam4is (Budapest, Német Nemzetiségi Gimnédzium, 10. évf.).

Idén is nagyon sok munka és tanulas el6zte meg a nemzetkozi versenyt, bar
a jarvany a mi helyzetiinket is megnehezitette. Az ELTE TTK épiiletében talalhatd
didklaborunk mellett a felkésziilés soran idén egy edzGtaboron is részt vehettek
a versenyzék. A felkészité munkat egyetemi oktatok /kutatdk (Asbdth Janos, Boross
Péter, Ispdnovity Péter, Homdstrei Mihdly, Jenei Péter, Széchenyi Gabor, Tizes
Daniel, Vincze Miklds) és egyetemi hallgaték (Bdndczki Timea, Plaszkd Noel, Penc
Patrik, Gyulai Marcell, Vavrik Mdrton) végezték az ELTE Fizikai Intézetében.

A sok nevetéssel és kemény munkaval toltott év utan most indul a felkésziilés
a 2021-es megmérettetésre, mely Pakisztanban keriil megrendezésre.

az HYPT szervez6k csapata

Fizika gyakorlatok megoldasa

%ﬁa

G. 705. Két golyot engediink el eqgy magasan lebegd léghajobdl. Melyik golyo
estk gyorsabban, ha
a) egyforma nagyok, de nem egyforma nehezek;

b) egyforma nehezek, de nem egyforma nagyok?
(3 pont)

Megoldéas. Mivel a léghajo ,magasan” lebeg, az onnan leejtett golyd esési
sebessége egyenlének vehetd az dllanddsult (,maximalis”) sebességgel.

a) A golydk akkor fogjdk elérni a maximalis sebességiiket, amikor a kézegellen-
allasi er6 mar majdnem pontosan megegyezik a nehézségi erével. Ilyenkor a gyorsu-
lasuk (j6 kozelitéssel) nulla, tehdt (gyakorlatilag) dllandé sebességgel fognak esni.
Ennek feltétele:

1
mg = §CQAU2,

vagyis

(1) v = @.

(A a goly6 keresztmetszetének teriiletét, m a golyd tomegét és p a levegd silirtisé-
gét jeloli, C' pedig az alakra jellemz6 dllandé.) Azonos méretli golydkra alkalmazva
az (1) képletet, mivel abban csak az m értéke kiilonbozik a két goly6éndl, innen lat-
szik, hogy minél nagyobb a goly6 témege, anndl gyorsabban (nagyobb sebességgel)
esik.
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b) Felhaszndlva az (1) osszefiiggést leolvashatjuk, hogy amikor csak a kereszt-
metszet kiillonbozik a két testnél, akkor a kisebb méreti golyd esik gyorsabban.

Gdbriel Tamds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. Tobb versenyzo ugy értelmezte a ,melyik golyé esik gyorsabban” kérdést,
hogy melyikiiknek nagyobb (adott sebesség mellett) a gyorsuldsa. Ez azonban tévedés,
hiszen a gyorsasig (sebesség) és a gyorsulds — hasonlé hangzdsuk ellenére — kiilonbozd
fizikai mennyiségek. Az el6bbi mértékegysége m/s, az utébbié m/s?.

62 dolgozat érkezett. Helyes 21 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 38, hibas 3 dolgozat.

G. 710. Anna és Zalan osztdlytdarsak, eqy egyenes utcdaban két kiilonbozd hdz-
ban laknak. Minden reggel ugyanakkor lépnek ki a kapun, és egyenletesen haladva
mennek az iskoldba. Zaldn tdvolabb lakik az iskoldtol, de & a gyorsabb, bizonyos idd
alatt utoléri Anndat. Eqyik alkalommal Anna hamarabb szeretne taldlkozni Zalannal,
és emiatt eqgymas felé indulnak el. Ekkor a szokdsosndl dtszor hamarabb taldlkoznak.
Hdnyszor gyorsabb Zalan Anndnal?

(3 pont)

Megoldas. Az dbrdn lathaté T7 pont a szokasos talalkozasi pontjuk, 1o pedig
azt a pontot jeloli, ahol egymas felé haladva talalkoznak.

Zalan T:  Anna T

%4

Tekintsiik egységnyinek azt az utat, amennyit Anna tesz meg a vele szembe
halado Zaldnnal val6 taldlkozésig, és jeloljiik z-szel a Zalan dltal megtett utat a vele
szemben haladé Annaval valé taldlkozasig.

Amikor azonos irdnyban haladnak, akkor 6tszor hosszabb id6 milva taldlkoz-
nak, ezalatt Anna 5 egységnyi, Zalan pedig 5z hosszusagu utat tesz meg. Az abrardl
leolvashaté, hogy

S5r=x+1+35, vagyis 4dr =6, azaz x=1,5.

Zalan tehat 1,5 egységnyi utat tett meg, mig Anna 1 egységnyit, vagyis Zalan
maésfélszer gyorsabb Annanal.

Nagy Eszter Zsdfia (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)

56 dolgozat érkezett. Helyes 41 megoldds. Kicsit hidnyos (1-2 pont) 9, hibds 1, nem
versenyszerl 5 dolgozat.
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Fizika feladat megoldasa

P. 5235. n = 2 mol anyagmennyiségii, egyato- D
mos idedlis gaz az dbran ldithaté A — P — B folya-
matot végzi. A gaz hémérséklete a kiindulo dllapotban
Ty = 280 K, a végdllapotban Ty = 4T,. Az AP sza-
kasz parhuzamos a V tengellyel, a BC' szakasz meg-
hosszabbitdisa dtmegy az origon, a P pont pedig a BC
szakasz felezépontja.

a) Hatdrozzuk meg a gdz hémérsékletét a P dl-

lapotban!
b) Mennyi hét vesz fel a giz az A — P — B folyamatban?
(5 pont) Kozli: Kotek Ldszlo, Pécs

Megoldas. a) Tudjuk, hogy T4 =T =T1 =280 K és T = 477 = 1120 K.
A PB egyenes atmegy az origdn, igy az egyenlete:

p(V)=k-V.
Az egyenes pontjaira felirt allapotegyenlet:

RT
p(V)V =k-V2 =nRT, tehat V:,/”T.

Mivel P a BC szakasz felezOpontja, a ,,vizszintes” koordinatakra igaz:

Ve +V,
szg,

2

RT, RT,
nRTp_\/nkc+\/nkB
V™% 2 ’

AnRTp = nRITc +nRTp + 2nR\/TcTp,

1 9
Tp = (T +4T +2V40 T ) = | Th.

Eszerint a gaz hémérséklete a P allapotban 630 K.

b) A folyamatban egyatomos idedlis gdz vesz részt, ezért a szabadsigi fokok
szama f = 3. Az AP éllapotvéltozas izobar, amelyre a hétan 1. fététele igy alkal-

mazhaté:
AEap = Wap + Qap,
gnR(TP —Ta) = —pa(Vp —Va) + Qar,
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ahonnan

Qap = gnR(TP —T1)+paVp —paVa = gnR(TP —T1) +ppVp —nRTy =
3 5
= inR(Tp — Tl) +nRITp —nRT) = §nR(Tp — Tl).

A PB folyamatban a gdzon végzett munkit a PB szakasz ,alatti” trapéz
teriilete adja meg:

AEpp = Wpp + QpB,

_pp +pB(

gnR(TB —Tp) = D)

Ve —Vp)+ Qps,
f 1
Qprp = §HR(TB —Tp)+ §(pPVB +psVe —ppVp —peVp) =

1 1
= gnR(‘lTl —Tp) + é(pPVB —peVp) + inR(TB —1Tp) =

+1 1
e fTTLR(ZlTl — Tp) + §(pPVB —pBVp).

A PB egyenes egyenletét felhasznélva latszik, hogy
ppVe —peVp = kVpVp — kVpVEp =0,

tehét
f+1

Qrp =

Az dsszes felvett ho:

nR(4Ty — Tp) +0 = 2nR(4T) — Tp).

5 11 1
Q=Qap+Qpp= §HR(TP —Ti) +2nR(4Ty —Tp) = nR <2T1 + 2Tp) .

Behelyettesitve az n = 2, R = 8,31 J/(mol K), 71 = 280 K és Tp = 630 K értékeket,
azt kapjuk, hogy az A — P — B folyamatban Osszesen @ = 30,8 kJ hét vesz fel
a gaz.

Horvdth Aniké (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. A keresett mennyiségek (Tp és Q) egyike sem fiigg a C'B egyenes mere-
dekségét jellemzo k dllandétol. Ezt — az elso pillanatban meglepének tiné — tényt a hosszi
szamolas elvégzése nélkiil is belathatjuk, ha felirjuk az ismert és a keresett mennyiségek
mértékegységét. Mivel k mértékegysége J/m®, és a méter egyetlen més fizikai mennyiség
dimenzidjaban nem szerepel, Tp és ) nem fiigghet k-tdl.

(G. P.)

27 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 5, hidnyos
(2-3 pont) 5, hibas 1 dolgozat.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/7 441



GF 2020.10.7 — 19:07 — 442. oldal — 58. lap KoMalL, 2020. oktéber ?

Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 398. Mérjiitk meg a gordiilési ellenallasi tényez6 értékét két kiillonbozo hen-
gerre, kétféle talaj esetén! (A két, lehetéleg egyforma sugari henger lehet példdul
egy folpack félia papirhengere és egy eredeti csomagoldsu alufélia-tekercs, a kétféle
talaj lehet otthon a szoba padléja puha szdnyeggel és szényeg nélkiil.) Vizsgdljuk
meg, hogy mennyire tekintheté a hengerek lassuldsa dllandénak!

(6 pont) Kozli: Zagyva Tiborné, Baja

G. 717. Egy denevér a barlang faldval parhuzamosan repiil 45,0 m/s sebesség-
gel. Egy rovid ultrahang jelet bocsat ki, melynek visszhangjat 0,120 s miilva hallja
meg. Milyen téavol repiil a denevér a faltol? A barlangban az ultrahang terjedési
sebessége 333 m/s.

(4 pont)

G. 718. Tegyiik fel, hogy a Nap anyaga szénb6l és oxigénbél all. (A régi idék-
ben komolyan felmeriilt ez az elképzelés.) Legfeljebb mennyi lenne a Nap teljes
élettartama, ha a szén tokéletes égésekor egyenletesen ugyanannyi energiat sugé-
rozna ki idéegységenként, mint jelenleg? (Szémoljunk a Nap jelenlegi tomegével!)

(4 pont)

G. 719. Egy névlegesen 330 ml-es, bontatlan iditésdoboz lebeg a vizben.
Az aluminiumbdl késziilt iires doboz tomege 13 g. Hany ml gédz van a bontatlan
dobozban, ha benne pontosan 330 ml tiditGital van, melynek stirtisége jo kozelitéssel
megegyezik a viz stirliségével?

(4 pont)

G. 720. A Tour de France kerékparos korversenyen a versenyzok vizszintes
terepen egyenletesen, 50 km/h sebességgel haladnak. A ,mezény” és a ,szokevé-
nyek” kozotti tavolsdg 1 km. Amikor egy enyhe, 5 km hosszi emelked6hoz érnek,
a sebességiik nagyon hamar 40 km/h-ra csokken, majd az ugyancsak 5 km hosszi
ereszked6n nagyon hamar 60 km/h-ra né. Abrézoljuk, hogyan véltozik a mezény
és a szokevények kozotti tavolsag az id6 fiiggvényében attdl az idoponttdl kezdve,
amikor a szokevények elérik az emelked6 aljat!

(4 pont) Kozli: Szabs Endre, Végfiizes (Szlovékia)

P. 5250. Egy auté allandé sebességgel halad egy hosszi, egyenes uton. A ke-
rék egy kiilsé pontjanak ,atlagos sebessége” az autd haladasi sebességéhez képest
kisebb, nagyobb vagy egyenlo vele? Vizsgaljuk az ,atlagos sebesség” két kiilonbozé
definiciéjat:
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a) sebességvektor iddatlaganak nagysdga;
b) sebességnagysdg iddéatlaga.
(4 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

P. 5251. Az m tomegl, kis mére- A.m
tl testet az abrdn lathatd, rogzitett ha-
sdb A pontjaban kezd&sebesség nélkiil el-
engedjiik. A test a bal oldali egyenes sza-
kaszon és az R sugaru koriven surlédés-
mentesen csuszik. A jobb oldali egyenes
szakasz nem surléddsmentes, a surlédasi
tényezo p.

a) Mekkora er6vel nyomja a test a ha-
sabot a palya legmélyebb pontjan?
b) Mekkora a test sebessége a C' pontban?
¢) Milyen h magassdgba emelkedik fel a test?

Adatok: m = 0,6 kg, R =30 cm, o = 60°, . = %tg Q.
(5 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs

P. 5252. M tomegl, vékony fali csére fonalat

csévéliink, és a fonalat hizva az dbrdn lathaté médon

a csovet allandd sebességgel guritjuk. A csé tisztan

(z gordiil a vizszintes talajon. A cs6 belsejébe kis mére-

tl, m tomegl testet helyeztiink, ami odabent &llan-

dosult szoghelyzetben cstszik, a surlodasi egyiitthato
itt p. Mekkora vizszintes fonalero sziikséges az allandé sebesség fenntartdsahoz?

(5 pont) Kozli: Viaddr Karoly, Kiskunhalas

P. 5253. Az Orfiin taldlhat6 Pécsi-t6 dtlagos vizmélysége 3,3 méter. A 25 °C-
os viz hémérsékletének mekkora valtozasa okozna a vizszint fél centiméteres siillye-
dését?

(4 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 5254. Egy mdl normal allapoti levegét izotermikusan dsszenyomunk ere-
deti térfogatanak felére, majd adiabatikusan kitagitjuk eredeti térfogatara.

a) Mekkora a folyamat sordn a gdzon végzett Osszes munka?
b) Mennyi a giz altal leadott dsszes h6?

¢) Mennyi a belsd energia valtozasa?

d) Mekkora a gdz végsé hémérséklete?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn
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P. 5255. Egy igen hosszi, m = 10 g tomeg, egyenes szigetelGszal kézéppont-
ja felett, attél d = 5 cm-re egy @ = 3- 1077 C toltésii, pontszerd test van rogzitve.
A szigeteldszélat is rogzitjiik, majd egyenletes toltéseloszlassal o = —2-107% C/m
linearis toltésstirtiséggel feltoltjiikk. Mekkora gyorsuldssal indul el a szal, ha rogzité-
sét 1okésmentesen feloldjuk?

(5 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest

P. 5256. Hogyan valtozik meg egy sikkondenzator kapacitdsa, ha a fegyverze-
tek kozotti térrész két felét két kiilonboz6 dielektromos allandéji, homogén, elekt-
romosan szigetel6 anyaggal toltjiik ki, és a két réteget elvdlaszto feliilet

a) a fegyverzetekre merdleges sik;
b) a fegyverzetekkel parhuzamos sik?

(4 pont) Kozli: Wiedemann Ldszlo, Budapest

P. 5257. FEitvos Lordand a sajat konigsbergi tanarardl — Franz Ernst Neumann
(1798-1895) — elnevezett fizikai térvényt az aldbbi médon mutatta be. Két hosszu,
egymadssal parhuzamosan és vizszintesen, a teremben magasan kifeszitett fémhuzal
végeit az egyik oldalon érzékeny galvanométerrel kototte Gssze, a masik végiikre
egy, a huzalokra meréleges, mozgathaté fémrudat helyezett. Ezutdn a huzalokon
mint sineken végigesisztatta a rdjuk helyezett, vizszintes fémrudat. A huzalok
tavolsaga 2 m volt, a rid végig a huzalokra meréleges maradt. Az akkori mérések
szerint a foldi magneses térerdsség iranya 62°-os szoget zart be a vizszintessel,
a magneses térerdsség vizszintes komponensének nagysagat pedig 0,2 oerstednek
mérték az akkoriban hasznélatos CGS rendszerben.

Mekkora sebességgel hizhatta Eotvos Lorand a fémrudat akkor, amikor meg-
allapithaté volt, hogy 80 uV fesziiltség jutott a galvanométerre?

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5258. Gytijtolencsével szeretnénk egy lampa izzdszalardl éles képet el6dlli-
tani pontosan a lampa alatt, az asztalon fekvo fehér lapon. Legalabb hény dioptrids
lencsére lesz sziikségiink, ha az izzészal az asztal {6l6tt 40 cm-re van?

(4 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc, Budapest

P. 5259. Egy gyorsitécsoben 200 keV energiaju deuteronokbdl allé nyaldb ér-
kezik a céltargyra, az aramerdsség 0,3 mA. A deuteronok lefékez6dnek a céltargy-
ban.

a) Masodpercenként mennyi hét kell elvezetni a céltargyrol, hogy az ne mele-
gedjék?

b) Valtozik-e az eredmény, ha a deuteronok helyett ugyanekkora energidji
és ugyanekkora aramerdsséget ado elektronok, illetve a-részecskék csapédnak be
a céltargyba?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn
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P. 5260. Vizszintes tengely(i, rogzitett hengeren surlodé fonalat vetiink at. Ha
a fonal bal oldali végére m tomegii nehezéket, a jobb oldalira pedig 3m tomegtit
akasztunk, akkor az ll6 helyzetbdl elengedett testek 2 m/s? nagysdgi gyorsuldssal
mozognak.

a) Mekkora gyorsuldssal mozognak a testek, ha mindkét oldalon el8szor meg-
dupldzzuk, majd meghdromszorozzuk a tomegiiket?

b) Mekkora gyorsuldssal mozognak a testek, ha a jobb oldalon meghagyjuk
a 3m nagysagu tomeget, de a bal oldali fondlvégre 8m tomegii testet akasztunk?

¢) Hogyan vélasszuk meg a bal oldali fondlvégre akasztott test tomegét, mi-
kézben a jobb oldalon megmarad a 3m tomeg, hogy elengedés utdn a rendszer
nyugalomban maradjon?

A fonél nagyon konnyti, tovabba a fondl és a henger kozotti cstuszdsi surldédas
egyiitthatdja megegyezik a tapadasi sturlédas egyiitthatojaval.

(6 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

Bekiildési hatarid6: 2020. november 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 70. No. 7. October 2020)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 416): K. 664. We have
six coins, four of which weigh 100 grams each, and the remaining two weigh 99 grams each.
With the help of an equal-arm balance and no weights, what is the minimum number of
measurements that are sufficient to identify one of the lighter coins? K. 665. Some toy
robots are lining up on one side of a street. In one move, we can instruct exactly three
robots to cross the street. For what number of robots can we make all the robots line up
on the opposite side? K. 666. How many six-digit multiples of 182 are there in which
the three-digit number formed by the first three digits is equal to the three-digit number
formed by the last three digits? K. 667. Start with a positive integer. In each move, take
the half of the number if it is even, or add 1 to the number if it is odd. The sequence
of moves terminates if it reaches the number 1. a) Is it true that whatever the starting
number is, it is always possible to reach 1 sooner or later (with a finite number of moves)?
b) Is it true that at most 30 moves are sufficient to reach 1 if we start from a four-digit
number? K. 668. a) How many isosceles triangles are there for which the length of the
legs is 13 cm and the area is 60 cm?®? b) How many right-angled triangles are there for
which the legs are even integers, and the area is 60 cm??

New exercises for practice — competition C (see page 417): Exercises up
to grade 10: C. 1623. Let m be a positive integer. Show that a) there exist three m-
digit powers of 2; b) there exist at most four m-digit powers of 2. (Brazilian problem)
C. 1624. Point P of side AB in a square ABCD is connected to D, and point @ of
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side BC' is connected to A. The intersection of the resulting line segments is denoted
by R. The area of triangle ARD is 1200, the area of triangle APR is 600, and the area
of quadrilateral PBQR is 3380 — 2404/95 units of area. What is the area of quadrilateral
RQCD? (Proposed by L. Németh, Fonyéd) Exercises for everyone: C. 1625. Prove
that every selection of five one-digit positive integers contains a few numbers whose sum is
divisible by 10. C. 1626. Let F' denote the midpoint of side BC' in an acute-angled triangle
ABC, and let T be the foot of the altitude drawn from B. Prove that if Z/FAC = 30°
then AF = BT. (Based on the idea of S. Rdka, Nyiregyhdza) C. 1627. Prove that if a,
b, ¢ are real numbers, such that a + b+ c > 0, ab+ bc + ca > 0 and abc > 0, then a > 0,
b > 0 and ¢ > 0. (Proposed by S. Rdka, Nyiregyhéza) Exercises upwards of grade 11:
C. 1628. Find two distinct positive integers n for which 4™ 4 4° + 4% is a perfect square.
C. 1629. A sphere passes through four vertices of one face of a cube, and is tangent to
the opposite face. Determine the radius of the sphere if the edge of the cube is 8 units
long. (Croatian problem)

New exercises — competition B (see page 418): B. 5118. Is it possible that z,
Hz45 . 0d % are all integers? (3 points) B. 5119. In an acute-angled triangle ABC,
a tangent is drawn to the inscribed circle, parallel to side BC. The tangent intersects side
AC' at point D. F' is the orthogonal projection of point D onto the side BC. Show that
AB = AD + BF. (8 points) B. 5120. The positive integers are coloured in the following
manner: the colour of a + b is always uniquely determined by the colours of a and b; that
is, if the colour of @ and a’ is the same, and the colour of b and b’ is the same, then a + b
and a’ + b’ also have the same colour. Prove that if there is a colour that is used more than

once then the colouring becomes periodic from some number onwards. (4 points) B. 5121.

Solve the following simultaneous equations, where x1,x2, ..., x, are positive real numbers,
and n is a positive integer: x1 + x2 + -+ xp = 9, % + %2 + e mL = 1. (4 points)
n

B. 5122. ErWin Layup is the best penalty taker of all times in the basketball league of
Nowhereland. Although he missed the very first penalty throw of his career, altogether
he has only missed 2020 out of his total of 222222 throws. Statisticians in Nowhereland
consider a basketball penalty throw interesting if the ratio of successful penalty throws to
all penalty throws, calculated immediately after the throw and expressed as a percentage,

is a positive integer. (For example, if a player scores 12 out of a total of 40 throws then
his last throw is interesting, since 411_?) 100 = 30 € NT, while the following throw, which is
the 41st, cannot be interesting, whether successful or not.) What is the minimum number
of interesting penalty throws that ErWin Layup may have had? (5 points) B. 5123. Ann
and Barbara divided between themselves the 81 cards of the game of SET™; Ann received
40 cards and Barbara received 41. Each girl counted the number of ways they can form
a SET of three cards out of the cards held by her. What may be the sum of the numbers
they obtained? (6 points) B. 5124. The base of a right pyramid is a square ABC'D, and
the apex of the pyramid is E. The skew edges AB and C'E are connected by a transversal
that is normal to both of them. The feet of the normal transversal are point P on the line
segment AB, and point @) on the line segment CE. Given that @ bisects the edge C'E,
determine the ratio AP : PB, and calculate the angle enclosed between the lateral faces
and the base of the pyramid. (5 points) B. 5125. The centre of the circumscribed circle
of a cyclic quadrilateral ABC'D is O. The rays AB and DC' intersect at point E. In the
circle BC'E, the point diametrically opposite to F is F'. Show that the lines AC', BD and
OF are concurrent. (6 points)

“https://www.setgame.com/sites/default/files/instructions/
SET’%20INSTRUCTIONS%20-%20ENGLISH. pdf.
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New problems — competition A (see page 419): A. 783. A polyomino is a figure
which consists of unit squares joined together by their sides. (A polyomino may contain
holes.) Let n > 3 be a positive integer. Consider a grid of unit square cells which extends to
infinity in all directions. Find, in terms of n, the greatest positive integer C' which satisfies
the following condition: For every colouring of the cells of the grid in n colours, there is
some polyomino within the grid which contains at most n — 1 colours and whose area is
at least C. (Submitted by Nikolai Beluhov, Stara Zagora, Bulgaria and Stefan Gerdjikov,
Sofia, Bulgaria) A. 784. Let n, s, t be positive integers and 0 < A < 1. A simple graph
on n vertices with at least An? edges is given. We say that (x1,...,Ts, y1,...y:) is agood
insertion, if letters z; and y; denote not necessarily distinct vertices and every z;y; is
an edge of the graph (1 <i<s, 1<j<t). Prove that the number of good insertions
is at least A\*'n*Tt. (Submitted by Kada Williams, Cambridge) A. 785. Let k>t > 2
positive integers. For integers n > k let p,, be the probability that if we choose k from the
first n positive integers randomly, any ¢ of the k chosen integers have greatest common
divisor 1. Let g, be the probability that if we choose k —t + 1 from the first n positive
integers the product is not divisible by a perfect ¢-th power that is greater then 1. Prove
that sequences p, and ¢, converge to the same value. (Submitted by Ddvid Matolcsi,
Budapest)

Problems in Physics
(see page 442)

M. 398. Measure the rolling resistance between a cylinder and the ground. Use two
different cylinders of the same radius and carry out the measurement for two different
surfaces. (The two different cylinders can be for example a paper cylinder of a roll of
plastic wrap, and an aluminium foil roll, whilst the two different surfaces can be the floor
of the room with and without a soft carpet.) Investigate how much the deceleration of the
cylinder can be considered constant.

G. 717. A bat flies parallel to the wall of a cave at a speed of 45.0 m/s. It emits a short
ultrasound signal, the echo of which is heard after 0.120 s. How far does the bat fly from
the wall? The speed of ultrasound in the cave is 333 m/s. G. 718. Suppose the material
of the Sun consists of carbon and oxygen. (In the old days, this idea came up seriously.)
At most how much would the total lifespan of the Sun be if the coal burns perfectly
and the energy radiated in a unit time is the same as it is now? (In the calculations,
let us use the actual mass of the Sun.) G. 719. A closed beverage can of size 330 ml
is floating in water. The can is made of aluminium, and the mass of the empty can is
13 g. How many millilitres of gas is in the closed can, if it contains exactly 330 ml of soft
drink of density approximately the same as that of water? G. 720. In the Tour de France
cycling race, the riders go uniformly at a speed of 50 km/h on a horizontal road. The
distance between the peloton and the breakaway riders is 1 km. When the riders reach
an approximately 5 km long climb their speed soon decreases to 40 km/h, and when they
move downwards also along a distance of 5 km their speed soon increases to 60 km/h.
Sketch the distance between the peloton and the breakaway group as a function of time
from the moment when the breakaway reaches the climb, until the moment it reaches the
end of the downhill slope.

P. 5250. A car travels at a constant speed along a long, straight road. Consider
a point on the rim of the wheel of the car. Investigate the whether a) the average speed
of this point is greater, smaller or equal to the speed of the car; b) the magnitude of the
average velocity of this point is greater, smaller or equal to the speed of the car. P. 5251.
A small body of mass m is released from rest at point A of a fixed prism shown in the
figure. The body slides frictionlessly along the straight slope on the left side and along the
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circular path of radius R. The straight slope on the right is not frictionless, the coefficient
of friction is u. a) What force is exerted by the body on the prism at the lowest point of
the path? b) What is the speed of the body at point C? ¢) To what height h will the body
go up? Data: m = 0.6 kg, R = 30 cm, a = 60°, u = 5 tanov. P. 5252. A thin-walled tube
of mass M is rolled by pulling a yarn wound around the tube as shown in the figure. The
tube rolls at a constant speed along the horizontal floor without slipping. Inside the tube
there is a small object, which slides on the wall of the tube and remains at a constant
angular position, the coefficient of kinetic friction is p. What is the tension in the yarn
when the speed of the tube is constant? P. 5253. The average depth of the lake Pécsi-t6,
which is next to the village Orfii, is 3.3 m. How much should the temperature of the water
change from 25 °C in order that the water level decrease by 0.5 cm? P. 5254. One mole of
air initially at standard conditions is compressed isothermally to half of its initial volume
and then it is allowed to expand adiabatically to its original volume. a) What is the
total work done on the gas during the process? b) How much heat is released by the gas?
¢) What is the change in the internal energy of the gas? d) What is the final temperature
of the gas? P. 5255. A point-like object of charge @ = 3-107" C is fixed above a very
long piece of insulating thread of mass m =10 g, d =5 cm above the midpoint of the
thread. The insulating thread is also fixed and then charged uniformly, to a linear charge
density of o = —2-107°% C/m. At what acceleration does the thread begin to move if it
is released without any initial speed? P. 5256. How does the capacitance of a parallel
plate capacitor change if the space between its plates is filled with two types of uniform,
insulating material of two different dielectric constants, and the surface which separates
them is a) perpendicular to the plates; b) parallel to the plates of the condenser? P. 5257.
Roland Eotvos demonstrated the law named after his teacher at Koenigsberg — Franz Ernst
Neumann (1798-1895) — as follows: he stretched two long pieces of metal wires in a room
horizontally and parallel to each other at a high position and connected their ends on
one side through a sensitive galvanometer. To the other ends a piece of moveable metal
rod was connected perpendicularly to the wires. Then he slid the rod along the wires
such that it remained perpendicular to the wires, whose distance was 2 m. According to
the measurements at that time the angle between direction of the magnetic field of the
Earth and the horizontal was 62°. The horizontal component of the magnetic field was
measured to be 0.2 oersted, in the CGS system of units used at that time. At what speed
did E6tvos pull the rod if the reading on the galvanometer was 80 V? P. 5258. We would
like to create a sharp image of the filament of an incandescent lamp with a converging
lens exactly below the lamp on a white sheet of paper lying on the tabletop. At least how
many dioptres is the power of the lens if the paper is 40 cm below the lamp? P. 5259.
In a particle accelerator a beam of deuteron of energy 200 keV hits a target, the current is
0.3 mA. The deuterons stop in the target. a) How much thermal energy should be taken
away from the target in each second if the target does not warm up? b) Will the result
change if instead of deuterons, the same energy electrons or a particles, which give the
same current, hit the target? P. 5260. A piece of thread runs around a fixed cylinder
having a horizontal axis. If an object of mass m is attached to the left end of the rope
and another object of mass 3m is attached to the right end of the rope, the objects, which
were released from rest, move with an acceleration of 2 m/s*. @) What is the acceleration
of the objects if the mass of the bodies at both sides is first doubled, and then tripled?
b) What is the acceleration of the objects if on the right side the object of 3m remains,
but to the left end of the rope an object of mass 8m is attached? ¢) How should the mass
of the object at the left be changed if on the right the object of mass 3m is not changed
and the system stays at rest after releasing the objects? The rope is very light, and the
coefficients of static and kinetic friction between the rope and the cylinder are the same.
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