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Tehetséggondozas
Meérési szakkor a BME Fizikai Intézetében

A fizika irant érdekl6dd, tehetséges kozépiskolas didkok szamara a BME Fizikai Inté-
zet gyakorlati foglalkozasokat tart. A foglalkozdsokon lehetéséget biztositunk arra, hogy
a tanulék méréparokban fizikai kisérleteket és méréseket végezhessenek. A foglalkozasokra
oktébertdl kezd6dben kéthetente, kedden 15.00-t61 18.00-ig keriil sor, 6sszesen nyolc alka-
lommal. Informécié: http://mono.eik.bme.hu/~vanko/labor/Tehetseggondozas.pdf

Az érdeklédok e-mail-ben jelentkezhetnek 2020. szeptember 30-ig az aldbbi cimen:
vanko@eik.bme.hu

Elsésorban a gimnaziumok utolsé két évfolyamara jardk jelentkezését varjuk. A je-
lentkezék irjanak par sort magukrdl, ismertessék a fizika és a matematikai tanulméanyaik
sorén elért eredményeiket (versenyeredmények, K6Mal. szereplés, stb.), és tovdbbtanulési
elképzeléseiket.

A foglalkozdsok ingyenesek! Minden jelentkezét e-mail-ben értesitiink (aki nem kap
vélaszt, kiildje el még egyszer a jelentkezését).

Vanké Péter

Anharmonikus rezgések periodusideje

Ha egy egyenstlyi helyzetébdl kimozditott testet visszahizd eré a Hooke-
torvényt koveti, azaz a kitéréssel ardnyos, a test harmonikus rezgémozgast végez.
Ennek egyik fontos jellegzetessége, hogy a rezgés ideje nem fiigg a kitérités nagysé-
gatol. A valésdgban azonban az erétérvény mindig csak bizonyos hatarok kozott,
valamilyen kozelitésben tekintheto linearisnak. Bizonyos esetekben ezek a hatarok
lehetnek egészen tégak (pl. a direkt erre a célra készitett rugalmas eszkozok esetén),
maskor el kell fogadnunk, hogy a vizsgalt periodikus mozgds csak nagyon kicsiny
amplitudé esetén tekinthetd harmonikusnak (ilyen pl. az inga mozgasa, és dltala-
ban az Osszetett rendszerek egyensily koriili rezgései). Ugy is mondhatjuk, hogy
ezekben az esetekben a harmonikus kozelités csak az elsé kozelités, ami tovabb
finomithaté. Az anharmonikus rezgések peridodusideje mar nem fiiggetlen az ampli-
tudotol, de az elso korrekcié meglep&en konnyen kiszamithaté. A tovabbiakban ezt
fogjuk bemutatni egy egyszerii, amde kénnyen dltaldnosithaté példan.

El6szor elevenitsiink fel néhany dolgot, amit a harmonikus rezgésekrél tudunk!
Ha egy test mozgaséat az

(1) ma = —Dx

mozgésegyenlet irja le (amelyben m a test tomege, a a gyorsuldsa, x egy adott
ponthoz viszonyitott kitérése és D egy pozitiv dllandé), akkor ez a test harmo-
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nikus rezgémozgast végez. Erre jellemz0, hogy a kitérést, a mozgds sebességét és
a gyorsulast rendre az

(2) x = Asin (wot + ¢o),
(3) v = Awg cos (wot + o),
és az

(4) a = —Aw} sin (wot + o)

fliggvények adjak meg. Ezekben A a rezgés amplitiddja, az wy korfrekvencia
wo =+/D/m, a @g szdget pedig a test t = 0 idépontban elfoglalt helyzete haté-
rozza meg. A rezgés periddusideje Ty = 27 /wp. A kés6bbiekben fontos dsszefiiggés
lesz az energiamegmaradas torvénye, ezért érdemes felidézniink, hogy ha egy testet
F(z) = —Dz eré hiz vissza, akkor ezen erével szemben V (x) = Dx? /2 munkét kell
végezniink, hogy a testet az origébdl az = poziciéba vigyiik. (Ezt igy szoktuk mon-
dani, hogy az F(x)-nek a V() a potencidlja. Azzal, hogy ez mit is jelent pontosan,
a Fiiggelékben még foglalkozunk.) Ennek segitségével az energia mérlegegyenlete:

(5) 1mv2 +V(z) = 1DAQ.
2 2
Kovetkez6 1épésként egy anharmonikus esetet probalunk leirni. Bar nem min-
den egyensulyi helyzet szimmetrikus (vagyis F'(—x) = —F(x) tulajdonsagu er6tor-
vénynek megfelel), mi most csak ilyet vizsgdlunk, ezek koziil is a legegyszeriibbet
vessziik. Ebben a kitéritett testet visszahtuzo er6t egy harmadfoku kifejezés adja
meg, tehat a mozgasegyenlet

(6) ma = F*(z) = —Dx — D*2.

Itt D* elbjele nincs megkdtve, és feltételezziik, hogy az anharmonikus D*z? tag
az egész mozgas soran kicsiny az elotte dllohoz viszonyitva, azaz ‘D,ﬁlAQ < 1. A to-
vabbiakban azt vizsgaljuk meg, milyen mértékben valtoztatja meg ez a tag a rez-

gésidot. El6szor két egyszerii, a harmonikushoz hasonlé kozelitéssel prébéalkozunk.

1) A harmonikus rezgés esetén ap.x = Aw?. Ennek analdgidjara a (6) egyen-
letbdl az

(7) w1 = woV/ 1+ bA2?

érték adddik, ahol b = D*/D.
2) A harmonikus rezgés sordn vy, = Aw. Kiindulhatunk ebbél az osszefiig-

gésbdl is! Ahogy azt a Fiiggelékben bemutatjuk, a (6) egyenletben szereplé F*(x)
er6hoz tartozd potencidl

1 1
V*(z) = §Dx2 + ZD*@A,

tehdt az energiamegmaradds egyenlete most

1 1 1 1 1
8 —muv? + ~Da? + —~D*2* = ~DA? + —D*A*.
(8) 57 + 5Dz + D 5 + 1
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A vpax sebességet ebbdl szamolva az

bA?
(9) W2 = Wy 1+ 7
kifejezés addédik. Tanulsagos megnézniink azokat a harmonikus potencialokat, ame-
lyekben az m tomegii prébatestiink wq, illetve wo korfrekvencidval rezegne. Ezek
rendre

1 1
14@):§D(L+wﬁpﬂ—1DﬁM

1 bA?
Va(z) = §D <1 + 2> z2.

A potencialokhoz tetsz6leges konstansokat hozza lehet adni, ezek az energiamérleg-
bol tgyis kiesnek. Mi most ugy valasztottuk meg a potencidlis energidk nullpontjat,

hogy
(10) Vi(£4) = V7 (£A) = Va(£4)

és

legyen. A harom potencial jellegét D* > 0 esetén az dbra mutatja.

Fontos észrevétel, hogy a szélsé Vz)
(+A) pontokban V; érintéje is megegye-
zik V*-éval, hiszen itt a potencialfiigg-
vény meredeksége az erovel, az pedig
a test maximalis gyorsuldsaval ardnyos, Va
és V1 paraméterét éppen ugy valasztot-
tuk meg, hogy a test legnagyobb gyor-
suldsa ugyanannyi legyen a két esetben.
Ez nem igaz Vs-re, de V5 és V™ érintik —A +A
egymast az origéban, ami a maximalis Vi
sebességek Osszehangolasanak kovetkez-
ménye.

Jol 1atszik, hogy a —A < x < A szakaszon a Vi és V, kozrefogja a V*-ot, pl.
D* > 0 mellett

Vi(z) < V*(x) < Va(x), ha —A<z<A,

és a viszony pont forditott, ha D* < 0. Ugyanakkor (10) miatt

1 1 1
imvf +Vi(z) = imv2 +V*(x) = 5mv§ + Va(x),
tehéat a palya barmely adott pontjaban D* > 0 mellett

v1] = [v] > |val,

aminek egyenes kovetkezménye, hogy a tényleges rezgésidére fenndll, hogy

2w 2w
Th=—<T<Ty=—, ha D*>0,
w1 w2
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és a sorrend pont forditott az ellenkezd esetben:

T >T > Ts, ha D* <0.
Joggal vet6édik fel, hogy most melyik érték all kozelebb a valodihoz. Az a meg-
lep6 valasz, hogy a kettd szamtani kozepe, vagyis

T+ 15
2

(11) T~

mindketténél sokkal jobb kozelités. A tovabbiakban ezt fogjuk bemutatni, és becs-
lést adunk (11) pontossdgdra is.

A rezgésidé kiszamitdsdra kézenfekvOnek tiinik, hogy a (—A,+A) szakaszt
kicsiny Awz; szakaszokra osztjuk, és felosszegezziik azokat a At; idéket, amelyek
a kis szakaszok megtételéhez kellenek:

T:2ZAt¢:2ZAfi.

(Az ehhez sziikséges sebességeket az energiamegmaraddsbdl szamithatjuk ki.) Ez-
zel azonban vigyaznunk kell, mert a széls6 helyzetekhez kozeledve a test nagyon
lelassul, nagyon kicsiny sebességértékek keriilnek a nevezébe, és iigyeskedniink kell,
hogy az Osszeg értékét kell6 pontossaggal tudjuk meghatarozni. Szerencsére ezt
a problémat meg tudjuk keriilni, ha figyelembe vessziik, hogy a rezgés mégiscsak
egy periodikus mozgds, azaz a kitérés megadhaté az

x(t) = Asin(t)

alakban. Itt ¢(t) az id6 monoton névekedé fiiggvénye, és a mozgas periodikussigét
az fejezi ki, hogy
o(t+T) = p(t) + 2,

de olyan szimmetrikus rezgés esetén, mint amit most vizsgalunk, az ennél szigortibb
Pt +T/2) =p(t) +m

feltétel is teljesiil. A p(t) novekedési iitemét egy pillanatnyi szogsebességgel lehet
megadni. Ennek definiciéja a pillanatnyi sebesség analégidjara

At At ’

(At — 0).

(Ezt gy kell érteniink, hogy mikoézben At-nek egyre kisebb értékeket valasztunk,
akozben a szamlald is egyre kisebb lesz, a ketté hanyadosa viszont egy konkrét ér-
tékhez kozeledik. Ahogy az it —1d6 grafikon érint&jének a meredeksége a pillanatnyi
sebesség, Ugy a (t) grafikon érintdjének a meredeksége az w(t) pillanatnyi szégse-
besség.) A rezgés pillanatnyi sebességét annak definicigjabol kiindulva hatérozzuk

meg:
) = Az Asin(p+ Ap) — Asing AsinAgocosgo — (1 — cos Ayp) sin
YWEAE T At - At '
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Mivel kicsi Ap esetén sin Ap ~ Ay, tovabba
1 — cos (Ap) = 2sin? (Ap/2) ~ (Ap)?/2,

a sebességet megado képletben a szamldlé masodik tagja jéval kisebb, mint az elsd,
ezért elhagyhatd, a maradék pedig a

(12) v(t) = Aw(t) cos ¢(t)

kifejezést adja. Ez nagyon hasonlit a harmonikus rezgés sebességére, de vigyazzunk,
az analdgia nem teljes, mert a gyorsulds

a(t) # —Aw?(t) sin p(t).

Ahogy a v sebesség, ugy az w pillanatnyi szogsebesség is kifejezhetd az ener-
giamegmaradds (8) egyenlete segitségével. Az ebbél adédd

sl (14 )

kifejezésbol egyszerii behelyettesitéssel kapjuk, hogy

w(t) = wo \/1 + bAZ(1 + sin® (1)) .

2

Vegyiik észre, hogy a szogsebesség az id6tdl csak a ¢-n keresztiil fiigg, tehat nyu-
godtan irhatjuk, hogy

A2(1 + sin®
w(ga):wo\/Hb(zm@.

Most maér fel tudjuk {rni a rezgésidét olyan 6sszeg forméajaban, amely esetében
nem kell attél tartanunk, hogy a nevezobe eltiiné mennyiség keriil. Ha a 27 tarto-
manyt kicsiny Ag; szakaszokra osztjuk, és p;-nek a megfeleld szakasz egy pontjat
(mondjuk a felezpontjat) vélasztjuk, akkor az adott szakasz ,,megtételéhez” sziik-
séges id6 At; =~ Ay, /w(p;), azaz

Ayp; Ayp; bA2(1 + sin? ©i)\
T = = 14 =T )
zi:w(%') ZZ: wo ( - 2

1/2

Az 6sszegzés (integrdl) kell6 matematikai felkésziiltséggel egzakt médon is elvégez-
hetd, de mi most sokkal kevesebbel is beérjiik: megelégsziink azzal, hogy kiszamit-
suk a T-hez a bA? paraméterben legalacsonyabb rendii korrekciét. Ezt a megfeleld
VO+y) ~1+y/2é (1+y) " ~ 11—y kozelitésekkel dtalakitott

Ay; bA?(1 4+ sin? ;)
TrY o (1 —~ .

i
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. . . 1—cos?2
formula adja meg, ami a sin? ¢ = ~——=%

2
Ap;
T~
Z wWo
3
Léthato, hogy a zaréjelben a harmadik tag az dsszegzésben nullat ad (mert ugyan-

annyi a pozitiv és a negativ jarulék), a tobbi pedig egyszeriien szorzdédik az inter-
vallum 27 hosszaval, igy

(13) T~ 2T <1—»:bA?) —tn)<1-:bA?).

helyettesités utan

3 1
(1 — §bA2 + gbA2 cos 2(,02») .

wo

Osszehasonlitasképpen Ty és Th ugyanilyen pontossidggal (ugyanazon /I + y =
~1+4y/26 (1+y) " &~ 1 —y kozelitéseket alkalmazva):

T 1,
14 TN = ————~Ty(1—=bA
4 RV ER e O( 2 >’
illetve

T 1,
1 Ty = ——~Ty[1—-bA
(15) 2 ireaz2 ( 4 )’

tehdt valéban fenndll, hogy nagyon jo kozelitéssel

T, +T
(16) Tzlg?

Szélnunk kell még az eredményiink pontossagarol. Szamoldsainkban az egyhez
képest kis paraméter a bA? mennyiség. Ahogy azt a Fiiggelékben bemutatjuk,
az alkalmazott formuldk az ott y-nal jelolt kis paraméterben elsé rendig pontosak,
az elhanyagolt tagok koziil a legnagyobb y? nagysdgrendi. Esetiinkben ez azt
jelenti, hogy az eredményiink hibaja kb. (bAQ)Z. Ezt dgy szoktuk jelolni, hogy

T+

(17) T 5

+0(4%),

ahol az O(A*) (olvasd: ordé A a negyediken) olyan — pontosabban, szdmszer{ien
nem részletezett — tagokat jelent, amelyek legfeljebb A% nagységrendfiek. (Az ordo
latin sz0, jelentése: rend.) Ezekben természetesen az A kiilonbozé hatvdnyai mellett
olyan (A-tdl fiiggetlen) szorzétényezdk dllnak, amelyekkel egyiitt minden tag ugyan-
olyan dimenzidju, de ezek az egyiitthatok minden konkrét feladatban adottak, tehat
a nagysagrendet maga az A hatvanykitevéje hatdrozza meg. Osszefiiggésiink ebben
a formédban altalanosnak tekintheté minden szimmetrikus anharmonikus rezgésre.
Gondoljuk csak meg, ha az er6héz hozzdadunk egy z°-nel (azaz a potencidlhoz egy
x%-nal) ardnyos tagot, attél még a szdmolds ugyanigy elvégezhetd, és arra az ered-
ményre vezet, hogy a T, T} és T5 csak A* nagysagrendii tagokkal médosul. Nem nd
a korrekciok nagysagrendje akkor sem, ha az er6hoéz (potencidlhoz) tovébbi, még
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gyorsabban eltling tagokat adunk, tehét ezek a (17) sszefiiggés tartalmat mér nem
valtoztatjak meg.

Megjegyzés. A leirt eljards pontossdganak érzékeltetésére tekintsiink egy konkrét pél-
dat! Legyen mondjuk D = 0,1 N/em és D* =10"* N/cm®, vagyis b= 1072 cm™2. Ha
a rezgés amplitiddja A = 10 cm, akkor bA? = 0,1. Ez annyit jelent, hogy a legnagyobb ki-
térésnél az erd képletében az anharmonikus tag 10-szer kisebb, mint a Hooke-torvénynek
megfelel6 harmonikus tag. A rezgd test m tomege meghatdrozza a nagyon kicsi kitérések-
hez tartozo Ty rezgésidot, ennek szamszerli értékére a relativ eltérések szamitdasandl nincs
sziikségiink.

A (14), (15) és (16) osszefiiggéseknek megfelelden a harmonikus mozgdssal kozelitett
rezgések periédusideje:

1
Ty = ———=To = 0,9535 Ty,
1 501 0 0
1

Ty= —— Ty = 0,9759 To,
2T /110,05 0 0

és ezek szamtani kdzepe
Tit1ag = 0,9647 Tp.

Mésrészt az w(p) = gﬂ—z\/l +0,05(1 + sin? ) fiiggvény reciprokdnak integrdldsdval (pl.
a www.wolframalpha.com segitségével) megkaphatjuk az anharmonikus rezgések ,,pontos”
periédusidejét:

27

27
1 To 1
T:/idgozf/ dy = 0,9645 To.
) w(ep) 27 ) \/1+0,05(1 +sin” )

Ezekbdl a szdmokbdl leolvashatd, hogy Ti és a pontos érték relativ eltérése —1,14%,
ugyanez To-nél +1,18%, mig az atlagolt kozelitd rezgésidbre a relativ eltérés mindossze
2-107%

Fiiggelék
1. Erdk és potencialok egy dimenziéban

Ha egy esetben az erd kizardlag a helytél fiigg (azaz nem fiigg pl. a mozgds-
allapottdl), tehat F' = F'(x), akkor ebben a rendszerben definidlhaté a V(x) hely-
zeti energia, mas néven potencialis energia, vagy egyszerlien potencial. Ez a fizikai
mennyiség megegyezik azzal a munkéval, amit az F(x) ellenében kell végezniink,
ha a testet egy elére kivalasztott xg pontbdl az & pontba vissziik. A kiszamitasihoz
az (x,xo) szakaszt x; osztépontokkal olyan kicsiny szakaszokra vagjuk, hogy azok-
ban az er6 egy-egy szakaszon beliil mar allandénak vehet6 legyen, és a potencialt a

(F.1) Viz)= Z —F(a}) Az

osszeg adja meg. Itt az ) a Ax; = (x;41 — x;) el§jeles (irdnyitott) szakasz egy pont-
ja. Nyilvan, ha az a koordinatdju pontbdl vissziik a testet a b koordinatéju pontba,
akkor W (b,a) = V(b) — V(a) munkat kell végezniink. J6l latszik, hogy a V(z)-hez
hozzdadhatunk egy tetszoleges x-fiiggetlen értéket, mert az az energiavaltozdsbol
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ugyis kiesik. Azt is konnyen beldthatjuk, hogy ha az eredd erét tobb erd ssze-
ge adja meg, az eredd potencidl az egyes er6khoz tartozo potencidlok Gsszege lesz.
A potencial konstrukcidjabdl kovetkezik, hogy

V(x4 Az) — V(x)
Ax ’

(F.2) F(z)=—

ha Az nagyon kicsi. (A differencidlszdmitdsban jartasak felismerik: F(x) a =V (x)
fiiggvény derivéltja.)

Ennek alapjan pl. kénnyen beldthaté, hogy ha az eré§ F = —kz? alaki, akkor
a hozz4 tartozé potencial V = (kx*)/4 szerint fiigg az z-tol:

k(z+Az)' -2t k&

ZW =1 (42° + 62° Az + 4z(Az)? + (Aa:)3).
(Ezt a kifejezést a binomidlis tétel alkalmazasdval kaptuk.) Ha Az-et egyre kisebb-
nek (,végteleniil kicsinek”) vélasztjuk, a zdrdjelben csak az els§ tag marad véges,
tehat az erd valéban —ka3.

Megjegyzés. A fenti megfontolds (miszerint az erdfiiggvény mindig egy potencialfiigg-
vénybél szarmaztathaté derivéldssal) csak egydimenzids erdtereknél érvényes. Két- vagy
haromdimenzids erétereknél (ha azok ,nem konzervativak”, més ndven: drvényesek) el6-
fordulhat, hogy potencialfiiggvény nem létezik.

2. Két kozelité formula és ezek pontossaga

2/1. A geometriai sor dsszegképlete szerint |y| < 1 esetén
1 o0
— =S ()"
Ty nz:%( )"y

Ha |y| < 1, az egymdst kovetd tagok lényegesen kisebbek, mint a megelézd tag.
Akkor, ha valahol ,levdgjuk” az Osszeget, az ezzel elkdvetett hiba nagységrendje
azonos az elsé elhanyagolt tag nagysagrendjével. Igy az

1
F.3 — 1l
(F.3) T+ y
kozelités hibdja y? nagysagrendii. Fontos megjegyezniink, hogy itt a nagysigrend
nem egyszerilen azt jelenti, hogy ,nagyjabdl akkora (jelen esetben: olyan kicsi),
mint”, hanem — fiiggvényrdl 1évén sz6 — azt is, hogy ,koriilbeliil ugy viselkedik,
mint”. Esetiinkben a hiba pontosan y?/(1 + y), de mivel kicsi y esetén az 1/(1 + y)
lassan véltozik, a hiba viselkedésének a jellegét is az y hatvanykitevoje hatarozza
meg.

2/2. Egy mésik kozelitd képlet, amit gyakran haszndlunk, a /1 + y-re vonat-
kozik. Itt a kovetkezd atalakitdssal éliink:

o V(- 6 0 -

(1+y/2)*
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Létni vald, hogy gyok alatt egy ugyanolyan tipusu kifejezés (az egy mellett egy kicsi
tag) szerepel, mint a kiindulé kifejezésben, rdadésul ez kozelebb van az egyhez, mint
az eredeti. Igy az eljards akdrhdnyszor megismételhets, ezzel egyre tobb tényezd
hozhaté ki a gyok aldl dgy, hogy kozben az ott maradé kifejezés egyre jobban
megkozeliti az egyet. Mi most nem ezt az utat valasztjuk, hanem megelégsziink
azzal, hogy megbecsiiljiik a

(F.5) Vity~i+d
els6 kozelités hibajat. Ez
2
y (y/2)
1+8) - Vi+y= :
( 2 YT Uy + ity

Ha most |y| < 1, a jobb oldal nevez&je egy 2-hoz kozeli szdm, vagyis (F.5) hibdja
is y? nagysagrendii.

Woynarovich Ferenc
Budapest

Fizika gyakorlatok megoldasa

%] )

G. 693. K¢t teljesen hasonlo vonat két parhuzamos vagdanyon halad eqymdssal
szemben dllandd (de mem feltétleniil azonos nagysdgi) sebességgel. A mozdonyok
ugyanolyan hosszusaguak, mint a kocsik. Mindkét vonat 19 kocsibdl és a mozdonybdl
all, amely vontatja a szerelvényt. Az eqyik vonaton Piri elolrdl a harmadik kocsiban
utazik. Miutdn a két vonat taldlkozik, Piri kocsija 36 mdsodperc milva keril teljes
terjedelmében Dani szembdl jovd kocsija mellé, és ezt kovetden tujabb 44 mdsodperc
telik el, amig a két vonat teljesen elhalad eqgymds mellett. Elolrél hanyadik kocsiban
utazik Dani?

(4 pont) Kozli: Székely Zoltan, Székelyudvarhely

Megoldas. Rogzitsiik a koordindta-rendszeriinket ahhoz a vonathoz, amelyik-
ben Dani utazik. Innen nézve ez a vonat 4all, Piri vonata pedig mozog. Tudjuk, hogy
az utobbi vonat 36 s + 44 s = 80 s alatt halad el Dani vonata mellett, vagyis ennyi
id6 alatt teszi meg a két vonat 40 kocsihossznyi tavolsdgat. Ezek szerint a két vonat
egymadshoz viszonyitott (relativ) sebessége

B 40 kocsihossz - kocsihossz
B 80 s o s '

Piri kocsija t = 36 s alatt s = vt = 18 kocsihossznyi tavolsagot tesz meg. Piri
kocsijatol a masik szerelvény elso kocsija 4 kocsinyi tdvolsdgra van, mert kozottiik
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