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Matematika feladatok megoldasa

B. 5001. Egy egyenld szdri hdromszdg alapja a, szdrszdge 120°-ndl kisebb,
az alaphoz tartozé magassaga m. A hdaromszog mindegyik csucsdt tikrozzik a szem-
kozti oldalegyenesre. A hdrom kapott pont eqy mdsik eqyenld szdri hdromsziget al-
kot, amelynek alapja a’, alaphoz tartozé magassdga pedig m'. Mutassuk meg, hogy

a m

LA
a m

(3 pont) Javasolta: Bdrtfai Pdl (Budapest)

Megoldaés. Legyen a haromszog alapja BC, szarainak metszéspontja A, szar-
szoge a, a tiikorképpontok A’, B’, C’, a magassdgok talppontjai pedig Ta, Tg, Tc.

Kétféleképpen helyezkedhet el a tiikrozéssel kapott haromszog az eredetihez
képest, aszerint, hogy « kisebb vagy nagyobb, mint 60°. (Amennyiben o = 60°,
a haromszog szabdlyos, a tiikrozések utan egy kétszer akkora haromszoget kapunk,
mindkét ardny pontosan 2.)

1. eset: a < 60° (1. dbra). CBTpA = DB'Tg/, hiszen a szimmetria miatt
B'C" || OB, gy CBTp< = TpB'D<, BCTp< = TpDB'<, mert valtdszogek, to-
védbba a tiikkrozés miatt BTp = TpB’. Ezzel beldttuk, hogy B’D = a. Ugyanigy
igazolhaté az is, hogy C'E = a. Az egyik ardny az eddigiek alapjdn:

« _BC' _BD+ED+C'E _2+ED _, FED

a a a a a
A tiikrézés miatt ATy = Ty A’, igy a mésik ardny:
m'  TA"  AA"— AT  2m — AT _2_£

m m m m m

Az ADEAN ~ ABC/\, az oldalak és magassiagok aranya megegyezik, vagyis

g—g = %. Az a oldalt és az m magassagot beirva: % = % Ebbdl a két ardny

Osszege valoban:
! ! ED AT
a;+ﬁz <2+)+ <2> =4.
a m

2. eset: a > 60° (2. dbra). Az els§ eset szerint haladva a tiikrozés és a szim-
metria alapjan B’'D = C'E = a. Ezzel kapjuk, hogy
o« _BC _BD+C'E-DE_2-DE_, DE

a a a a a
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1. dbra 2. abra

Az A’B'C’ héromszog alaphoz tartozé magassdga AT = A'Ta + ATs + AT =
=2m+ AT. Az m’/m ardny:

m' AT 2m+ AT - AT

m  m  om m

Az ABC és AED haromszogek hasonlésagdbdl az alapjaik aranya megegyezik
a hozzajuk tartozé magassagok ardnyaval:

DE AT
a m’
A két ardny Osszege tehdt ismét:
! ! DFE AT
LENILUREY e Y
a m a m

Lovas Mdarton (Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., Budapest, 8. évf.)
dolgozata alapjan
Osszesen 59 dolgozat érkezett. 3 pontos 39, 2 pontos 12 tanulé dolgozata. 1 pontot 4,
0 pontot 4 tanulé kapott.

B. 5095. Legyenek a, b, ¢ nulldtol kiilonbozo egész szamok. Bizonyitsuk be,
hogy ha az %b, % és % szdmok dsszege egész, akkor kilon-kilon is egészek.

(3 pont) George Stoica (Saint John, Kanada)

I. megoldas. Indirekten tegyiik fel, hogy az egyik tag nem egész. Mivel a,

b és c szerepe felcserélheto, foltehetjiik, hogy példaul az elsé tag, %b nem egész.
Ez azt jelenti, hogy van olyan p prim, ami a nevezo kanonikus alakjaban magasabb
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kitevén van, mint a szamlaléban. Jelolje rendre x, y és z a p legmagasabb hatva-

nyanak a kitevéjét, amivel a, b illetve ¢ oszthaté. Ekkor az %b tort szamlalojanak

primtényezés alakjaban a p kitevGje x + y, a nevezdjében z, és indirekt feltevésiink
értelmében z > x + y.

A harom tort dsszege

a?b? + b2 +a’c  a?b?* + P (a® + b?)
abc N abc

Ez a tort egész, azaz a nevezd osztja a szamlalot. A szamlalo elsé tagja-
ban p kitevéje 2z + 2y, c?-ben 2z, (a2 + bz)—ben pedig legaldbb min (2z,2y); igy
c? (a2 + bz) kanonikus alakjaban a p kitevéje legalabb

2z + min (2z,2y) > 2z > 2z + 2y.

Ebbél kovetkezik, hogy a tort szamlaldjaban a p maximalis kitevdje 2x + 2y. A tort
nevezojében viszont p maximdlis kitevéje x + y + z > 2x + 2y, ami ellentmondas.

Fiilop Csilla (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn., 9. évf.)

II. megoldés. Az

3 ab bc  ca\ o ab bc ab ca bc ca ab bc ca
xr°’ — i_'_i_f_i €T + —_ —_ — —_ r—— " — =
c a ¢ b a b

b b
:x3—(a+C+C£l>x2+(a2+b2+02)m—abc
c a

egész egyiitthatés polinom féegyiitthatéja 1, raciondlis gyokei pedig %b, % és %
A Rolle-tétel (raciondlis gyokteszt)* miatt ezek a gyokok egészek is, ami éppen
a feladat allitasa.

Hervay Bence (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.),
Mdcsai Daniel (Keszthelyi Vajda J. Gimn., 11. évf.)

52 dolgozat érkezett. 3 pontos 32, 2 pontos 3, 1 pontos 12 versenyzé. 0 pontos 5
versenyzo.

B. 5105. Legyen n pozitiv egész. Hatdrozzuk meg azt a legkisebb k szdmot,
ahdny szinnel barmilyen n csicsu iranyitott eqyszert graf €élei szinezhetdk gy, hogy
ne legyen benne egyszini kor.

(4 pont) Javasolta: Szabd Kornél (Budapesti Fazekas M. Gyak.
Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

“http://math.bme.hu/ nagyat/rolle.pdf
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I. megoldas. Ha n < 2, akkor nyilvan k£ =1, hiszen a griafban nem lehet
irdnyitott kor.

Tegyiik fel ezutan, hogy n > 3. Ekkor k > 2, mivel példdul egy irdanyitott n
hosszu kor megfeleld szinezéséhez legaldabb két szin szitkséges. Megmutatjuk, hogy
k =2 szin mar mindig elegend6. Szamozzuk meg a graf csucsait az 1,2,...,n
szamokkal, és egy ¢ csiicsbdl egy j csiicsba mutatd irdanyitott él legyen piros, ha
1 < j, és legyen kék, ha i > j. Ekkor, ha az i1, s, ..., 4; csicsok ebben a sorrendben
egy egyszini iranyitott kor csucsai lennének, akkor vagy i1 < io < ... <1y < 1-
nek, vagy i1 > io > ... > iy > i1-nek kellene teljesiilnie, azonban vilagos, hogy ezek
egyike sem allhat fenn. Ezzel mutattunk olyan szinezést 2 szinnel, ami megfeleld.

Tehat n = 1,2 esetén k = 1, n > 3 esetén pedig k = 2.

II. megoldas. Az n szerinti indukciéval igazoljuk, hogy n > 3 esetén k = 2.
A kezdeti feltételek nyilvanvaléan teljesiilnek. Tegyiik fel, hogy az allitds minden
n csucsu grafra igaz, és tekintsiink egy n + 1 cstucsu grafot. Valasszuk ki ennek
egyik, P csicsat. A P csucsot és a vele szomszédos éleket elhagyva, a kapott
n csucsu graf az indukcids feltevés szerint megfelel6en kiszinezhet6 két szinnel.
A P-vel szomszédos élek koziil pedig a P-be mendket szinezziik pirosra, a P-bdl
induldkat pedig kékre. fgy az egész graf szinezése megfelels: ha egy irdanyitott kor
nem megy at P-n, akkor az indukcios feltevés szerint nem lehet egyszinti. Ha pedig
atmegy P-n, akkor tartalmaz egy P-be mend és egy P-bdl indulé élt is, és ezek
kiilonb6z6 szintiek.

Argay Zsolt (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

ITI. megoldas. Egy szin biztosan nem lesz elég, hiszen lehet a grafban irdanyi-
tott kor. Megmutatjuk, hogy egyébként pedig két szin elég lesz. Kezdjiik el az egyik
szinnel (piros) beszinezni az éleket, és legyen a szinezésiink olyan értelemben ma-
ximalis, hogy jelenleg még nincs piros iranyitott kor, de ha barmelyik tovabbi élt
szineznénk pirosra, akkor mar lenne. Szinezziik ezért a tobbi élt kékre. Megmutat-
juk, hogy ekkor nincs kék irdnyitott kor. Tegyiik fel indirekt, hogy van kék irdanyitott
kor: By, Bo, ..., By, Bi. A B;B;y1 él nem lévén piros, a B;;1-et B; -vel irdnyitott
piros 1t kéti dssze (minden i =1,...,t-re). Legyen ez az t: Bjy1A{AS... A} B;.
Tekintsiik a kdvetkezd piros irdnyitott utakat:

(B1ATAY . AL By), (B AT TAL AL By), L, (B2AJAS L AL By).

Ezeket Osszeflizve egy piros irdnyitott kort kapunk a B, csucsokon keresztiil. El-
képzelhet6, hogy az Osszeflizott utaknak volt kozos csicsa vagy éle, de ez csak
annyit jelent, hogy tobb piros iranyitott kort is kaptunk. Ez azonban ellentmond
a piros szin hasznalataval kapcsolatban megfogalmazott feltételiinknek, azaz ellent-
mondasra jutottunk, tehat bizonyitasunk teljes.

Kerekes Boldizsdr (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)

45 dolgozat érkezett. 4 pontos 38, 3 pontos 2, 2 pontos 1, 1 pontos 3, 0 pontos
1 dolgozat.
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