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A mondatok részforditasai a kovetkezok
(véletlenszerti sorrendben):

1) Ku'ulei kou makuahine. a. [név] az én névérem.

)
2) Lei kona makuahine. b. [név] a te névéred.
3) Makamae ka’u wahine. c. [név] az én feleségem.
4) Makamae kana keiki. d. [név] a te feleséged.
5) Malia kau wahine. e. [név] az én gyermekem.
6) Malia ko’u kaikuahine. f. [név] az 6 gyermeke.
7) Mapuana ko’u makuahine. g. [név] az én édesanydm.
8) Moana kou kaikuahine. h. [név] a te édesanydd.

) mév]

9) U’ilani ka’u keiki. .

~

név| az 6 édesanyja.

1. Forditsuk le a hawaii mondatokat magyarra, majd rajzoljuk le a csaladfat.

2. Milyen kiilonbség figyelhet6 meg a kana, kau, ka’u, kona, kou, ko’'u szavak
hasznalataban?

A feladatot készitette: Ugrin Bdlint Jozsef

Monoton leképezések fixpontjai II.

A fraktalokat szokdas leképezéscsaladok invaridans halmazainak tekinteni.
Hutchinson nevezetes fraktaltétele is ezt veszi alapul, mivel ez az értelme-
zés kaput nyit a fixponttételek mddszerei elétt. Célunk Hutchinson eredeti
megkozelitésének egyszertisitett formdban torténdé bemutatdsa. Az egyszeri-
sitést a Knaster—Tarski-féle fixponttétel élesitett valtozata biztositja.

1. Bevezetés

A fraktdl mindannyiunk szamaéra jol ismert kifejezés. Tulzas nélkiil allithatjuk,
hogy a fraktalok mindeniitt jelen vannak [2], hiszen talalkozhatunk veliik fizikai, ké-
miai, bioldgiai folyamatokban, s6t a miivészetben vagy a természetben is. Ekézben
magat a pontos definiciét a titokzatossag homélya Gvezi, részben azért, mert a ma-
tematikai szakirodalomban sincs egységes, mindenki altal elfogadott fraktalfogalom.
Vannak, akik a tortdimenzios halmazokat tekintik fraktalnak. Maga az elnevezés
a latin ‘fragmentus’, azaz ,toredezett” sz6bdl ered, és Mandelbrot, a fraktalok atyja
szintén ezt a definiciét hasznélta [8].

Egy masik elterjedt értelmezés az onhasonlésag tulajdonsagabdl indul ki. Te-
kintsiik példdul a jol ismert Cantor-halmazt. Ehhez gy jutunk, hogy a [0, 1] in-
tervallum ko6zépsé nyilt harmadat eltavolitjuk, majd a keletkez6 két intervallum

A cikk a Bolyai Janos Kutatési Osztondij, az Emberi Eréforrdsok Minisztériuma
UNKP-18-2 és az Innovaciés és Technolégiai Minisztérium UNKP-19-4 kédszamu Uj
Nemzeti Kivalosdg Programjanak tdmogatasaval késziilt.
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kozépsé nyilt harmadat hagyjuk el. Ezt az eljarast ismételjitk, minden lépésben
a meglévo zart intervallumok kozépso nyilt harmadat torolve:

Végezetiil, az egyes lépésekben kapott halmazok kozos részét véve, kapjuk
a Cantor-halmazt. Megmutathatd, hogy e kozos rész nem iires, sét kontinuum
szamossagu.

Azonnal lathatd, hogy a Cantor-halmaz 6nhasonlé, hiszen a harmadéra zsugo-
ritott képe és ennek 2/3-dal vett eltoltja visszaadja az eredeti halmazt. Masképpen
fogalmazva, a Cantor-halmaz eleget tesz az alabbi invariancia egyenletnek:

1 1 2
1 C=-CU(-C+-).
(1) 3 (3 3)
Természetesen az iires halmaz vagy a valés szamok halmaza is teljesiti ezt az in-
variancidt. Azonban a Cantor-halmaz az egyetlen olyan nem iires megoldds, amely

korldtos és zart. (Egy valds részhalmaz zdrt, ha a komplementer minden pontja egy,
a pontot tartalmazé nyilt intervallummal egyiitt tartozik a komplementerhez.)

A Cantor-halmaz 6nhasonlésagi tulajdonsagat szem el6tt tartva, bevezethet-
jik az invariancia absztrakt fogalmét. Legyen .% = {f1,..., fin} az X nem iires
halmazt 6nmagaba képzé fliggvények halmaza, s legyen Ay C X. Azt mondjuk,
hogy a H C X halmaz .# -invaridns, ha kielégiti a H = F(H) egyenletet, ahol az F
invariancia operdtor az alabbi mdédon adott:

(2) F(H) = | fo(H) = fiH)U...U fn(H) U Ap.
k=1

Itt a H halmaz f : X — X fliggvény altali képét a szokdsos f(H) := { f(z) |z € H}
médon értelmezziik. Nyilvdnvals, hogy a Cantor-halmaz .#-invarians halmaz, ha
az F csalad a kordbban latott két zsugoritast tartalmazza, és Ag = 0.

Tegyiik fel, hogy az alaptér a valds szamok halmaza, vagy az euklideszi sik, vagy
az euklideszi tér, és tekintsiink ezen egy véges .# fiiggvénycsaladot. Azt mondjuk,
hogy egy H részhalmaz % -fraktdl, ha nem iires, korldtos, zart, és % -invaridns. Egy
alaptérbeli halmaz zartsagat tovabbra is gy értelmezziik, hogy a komplementer
minden pontja egy, a pontot tartalmazo nyilt intervallummal vagy nyilt kérlemezzel
vagy nyilt gombbel egyiitt tartozik a komplementerhez. A bevezetd példahoz fizott
megjegyzést ezek szerint ugy is fogalmazhatjuk, hogy a Cantor-halmaz az egyetlen
fraktdl, amely az (1) egyenletet teljesiti.

A fraktélelmélet alaptétele, Hutchinson hires eredménye [5] valdjaban a frak-
talok egyértelmii 1étezésére vonatkozé egyszerii elegendd feltétel: Kicsinyitések bdr-
mely véges ¥ csalddja meghatdroz pontosan eqy & -fraktdlt. Megjegyezziik, hogy
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Hutchinson tétele ennél jéval altalanosabb formédban érvényes, de olyan fogalmak-
ra tamaszkodik, melyek messze tilmutatnak cikkiink keretein. Azonban még ebbél
az egyszerlisitett valtozatbdl is konnyen levezethet$ a Cantor-halmaz fraktal tulaj-
donséga. Hutchinson bizonyitdsa a fixponttételek mddszerén alapul. A H = F(H)
invariancia egyenlet egyértelmi fraktdl megoldasdnak létezése azzal egyenértékii,
hogy az F' leképezésnek létezik egyértelmt fixpontja a nem tires, korlatos, zart hal-
mazok korében. Ehhez szamos mély analizisbeli eszkoz sziikséges, példaul Banach
hires fixponttétele [1]. A kontrakciés elvként kozismert eredmény nemcesak a létezés
és egyértelmiiség kérdését valaszolja meg, hanem iteracios eljarast is ad a fraktal
tetszOleges pontossdgu kozelitésére.

Ha a fraktalelmélet alaptételét a megfogalmazds szintjén sem tudjuk hiien
tolmacsolni, akkor természetesen a bizonyitas ismertetésérdl is le kell mondanunk
a sziikséges elméleti hattér hianyaban. Mégis foltett szandékunk, hogy Hutchinson
mivészi értékli megkozelitésébdl legalabb egy kis izelitét adunk. A merész vallalko-
zéshoz szintén a P. 329. jelii pontversenyen kiviili probléma, a Knaster—Tarski-féle
fixponttétel [7] nyujt kapaszkoddt. A Banach-féle fixponttételt ezzel helyettesitve
kideriil, hogy az (2) egyenletnek létezik megoldasa. Az egyértelmiiség helyett csu-
péan egy gyengébb allitast tudunk megmutatni, nevezetesen, hogy a megoldasok ko-
z0tt van egy legsziikebb megoldds. Végezetiil, a Banach-féle iteraciot a Kantorovics-
félével [6] kicserélve, eljdrds nyerheté a legsziikebb megoldds eléallitdséra. Jelen
cikk a [3] dolgozat egyszeriisitett valtozata.

2. Leképezéscsaladok invarians halmazai

Ahogy azt kordbbi cikkiinkben lattuk [4], a Knaster—Tarski-féle fixponttétel
szerint minden monoton leképezésnek létezik fixrpontja. Els6ként ennek az allitas-
nak egy élesitését igazoljuk. Folidézziik, hogy egy leképezés monoton, ha megérzi
a halmazelméleti tartalmazést. A tovabbiakban Z2(X) jeloli az X részhalmazainak
csaladjat.

Tétel. Barmely monoton leképezésnek létezik legszikebb fixpontja.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy F: Z(X) — Z(X) egy monoton leképezés.
Emlékeztetiink arra, hogy a Knaster—Tarski fixponttételhez az el6z6 cikkiinkben
kozolt bizonyitasban a

Hy=(){HCX|F(H)CH}

halmaz fixpont tulajdonsagat igazoltuk. Ha most H tetszéleges fixpont, akkor
F(H) C H szintén fonnéll. Igy Hy C H a fenti definicié értelmében. Azaz, H
minden mas fixpontnak része, ami pontosan a kivant allitast adja. O

A tovdbbiakban a (2) invariancia operdtor néhdny egyszerti, de hasznos tulaj-
donsdgat foglaljuk ossze. Nyilvdnvald, hogy A C B esetén f(A) C f(B) is fonnall,
ha f tetszéleges fiiggvény. Innen lathatjuk, hogy az invariancia operdtor monoton.
Konnyen ellendOrizheté az is, hogy barmely f fliggvény esetén

fLAUB) = f(A)U f(B).
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Ezt folhaszndlva kapjuk, hogy az invariancia operdtor félcserélhetd a halmazelmé-
leti egyesités miweletével. Hasznalni fogjuk még az invariancia operator iterativ hat-
vdnyait, melyeket rekurziéval értelmeziink: F*(H) := F(H), tovabba F"t1(H) :=
= F(F"(H)), ahol H C X tetszbleges. A pozitiv egész szdmok halmazira az N
jelolést alkalmazzuk.

F6 eredményiink a Hutchinson-féle alaptétel ,struktiramentes” megfelelGje.
A fraktdlok geometriai tulajdonsdgai (korldtossdg és zartsdg) sajnos nem igazolha-
tok a rendelkezésiinkre allo eszkozokkel. Cserében az alkalmazott médszerek nem
lépik tul a naiv halmazelmélet kereteit, mikozben hiien tiikrézik Hutchinson fix-
pontos szemléletli megkozelitését.

Tétel. Ha .F véges fligguénycsaldd egy nem tires halmazon, akkor létezik leg-
sziikebb F -invaridns halmaz, amely az aldbbi alakban dllithatd eld:

(3) Lo=|J F"(0).

neN

Bizonyitas. Legyen % = {f1,..., fm} adott fiiggvénycsaldd az X nem iires
halmazon. Mivel az invariancia operator monoton, ezért 1étezik legsziikebb Hy fix-
pontja. A monotonitds és a nyilvanval6 () C Hy tartalmazds miatt F'(0) C F(Hy) =
= Hj kovetkezik, hiszen H| fixpont. Ezt a gondolatmenetet teljes indukciéval kom-
bindlva kapjuk, hogy F"(0)) C Hy minden n € N esetén teljesiil. Igy,

U F(0) < Ho,

neN
azaz Ly C Hy addédik. Most azt igazoljuk, hogy L¢ fixpontja az invariancia operé-
tornak. Ezuttal a ) C F(0) tartalmazdsbdl kiindulva de az elbbi gondolatmenetet
hasznélva kapjuk, hogy F™(0) C F""(0) ha n € N. Vagyis, {F"(0) | n € N} egy
béviild halmazcsaldd. Az egyszeriiség kedvéért vezessiik be az L,, = F™(() jelolést.
Az egyesités fliggvényhatassal valé kapcsolatat és az egyesités felcserélhetdségi tu-
lajdonsagét szem el6tt tartva,

P(UFWOZQﬁ(ULJZOlJM%FﬂJOﬁ@“

neN neN k=1 neN neN k=1
=|JF@L)=JFF W)= Fo=F®.
neN neN neN neN

Itt az utolsé lépésben azért lehetséges a kitev6 csokkentése, mert boviilé halmaz-
rendszert egyesitiink. Megallapithatjuk tehét, hogy F(Lg) = Lo, ami pontosan a ki-
vant fixpont tulajdonsdg. Azonban H, a legsziikebb fixpont, ezért Hy C Lg. Mi-
vel korabban a forditott irdnyu tartalmazast mar beldttuk, ezért Osszességében
Hy = Lo adddik. O

Példaként tekintsiik a
1 1 9
H=—H —H + —
10 Y (10 + 10) L {0}
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invariancia egyenletet. A fonti tétel értelmében ennek 1étezik legsziikebb megoldésa,
melyet a (3) alakban &llithatunk el6. Hogyan kaphatjuk meg ezt az eldéllitast?
Elsoként teljes indukcioval azt igazoljuk, hogy

F () = {0,21...2, |z €{0;9}, k=1,...,n}

teljesiil minden n € Ny esetén. Azonnal lathatjuk, hogy F'() = {0}, vagyis az &llités
igaz, ha n = 0. Tegyiik fel, hogy F"*1(()) a fenti alakban adott. Ennek minden
elemét 10-zel osztva majd 0-val és 9/10-del eltolva kapjuk F"*2(()) elemeit. Ha
tehdat egy 0,x7 ... x, alaku elembdl indulunk ki, akkor ez az eljaras egy 0,0z ...z,
és egy 0,971 ..., elemet eredményez. Vagyis, F"2(()) olyan (n + 1) hosszisigi
tizedes torteket tartalmaz, melyek 0 vagy 9 szamjegyekbol allnak. Ezzel az allitast
bebizonyitottuk. Ebbdl azonnal kapjuk, hogy a keresett egyesitési halmaz, vagyis
a legsziikebb fixpont

Hoz{O,xl...xn|xk€{0;9}, k=1,...,n; nEN}.

Erdemes megjegyezni, hogy a Hy legszlikebb invaridns halmaz nem iires, és meg-
szamlalhatéan végtelen szamossagu.

A Cantor-halmazt definidlé egyenlet nagyfoki hasonlésdgot mutat a példabe-
li invarianciaegyenlettel. Az eredeti formaban ennek az iires halmaz a legsziikebb
megolddsa. Ha azonban (1) jobb oldalat egyesitjiik a {0} halmazzal, az iires halmaz
mar nem megoldas, mikézben a most bemutatott modszer ugyanigy alkalmazhaté.
Végeredményképpen a Cantor-halmaz egy valédi, megszamlalhatéan végtelen rész-
halmazat kapjuk. Mivel ezt a legszlikebb invaridns halmazt triadikus tortek irjdk
le, melyek targyaldsa nem célunk, ezért vélasztottuk inkabb a fonti példat.

A fixponttételek elmélete nem csupédn a fraktalelméletben jut kulcsszerephez.
Szamos meglepd alkalmazasaval taldlkozhatunk a klasszikus és modern analizisben,
a geometridban, sét a jatékelméletben vagy az algebraban. A téma irdnt érdekls-
déknek ajanljuk Shapiro kényvét [9].

Hivatkozasok

[1] S. Banach, Un théoréme sur les transformations biunivoques, Fund. Math., 6
(1924), 236-239.

[2] M. Barnsley, Fractals everywhere, Academic Press, Inc., Boston, MA, 1988.

[3] M. Bessenyei and E. Pénzes, Fractals for minimalists, Aequat. Math., 94
(2020), no. 3, 595-603.

[4] Bessenyei M. és Pénzes E.: Monoton leképezések fixzpontjai I., KéMal, 73
(2020), 141-146.

[5] J. E. Hutchinson, Fractals and self-similarity, Indiana Univ. Math. J., 30
(1981), 713-747.

[6] L. Kantorovitch, The method of successive approzimations for functional equa-
tions, Acta Math., 71 (1939), 63-97.

[7] B. Knaster and A. Tarski, Un théoreme sur lesfonctions d’ensembles, Ann.
Soc. Polon. Math., 6 (1927), 133-134.

332 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/6



GF 2020.9.7 — 19:52 — 333. oldal — 13. lap KoMalL, 2020. szeptember EF

[8] B. Mandelbrot, Les objets fractals, Flammarion, Editeur, Paris, 1975, Forme,
hasard et dimension, Nouvelle Bibliotheque Scientifique.

[9] J. H. Shapiro, A fized-point farrago, Universitext, Springer, 2016.

Bessenyei Mihaly és Pénzes Evelin

Debrecen
Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire ' '
I. rész

1. a) Adott két fiiggvény:

f(fv):2x+9; g(z) = Va2 + 4z + 4.

3

Van-e olyan x € R, ahol a két fiiggvény helyettesitési értéke megegyezik? (6 pont)

b) Van-e olyan p valés szdm, amelyre az aldbbi két kifejezés értéke egyenld:

A =logy(p + 2) + logy(p — 2); B =1+log,(p+10)? (6 pont)

2. Solymasz tandr ur bioldgia éréjara 26 végzds jar, és valamennyien részt vesz-
nek imdadott biolégia tandruk humdnetolégia 6rdjdn is. Félévkor a tandr dr (neveld
célzattal) meglehetésen szigori volt, ezért 21-en nem kaptak 6tost bioldgidbol és
19-en nem kaptak 6tost humanetolégiabol. Ugyanakkor 8-an kaptak 6tost legaldbb
az egyik targybol.

a) Hény végzds kapott 6tost mindkét targybdl? (4 pont)

A biolégia prébaérettségit mind a 26 didk megirta. A tandr ur kordbbi szigo-
rusaga elérte céljat, mert a prébaérettségi mar sokkal jobban sikeriilt. Senki sem
kapott elégtelen, vagy elégséges osztalyzatot. A kozepes, jo és jeles osztalyzatok
szama ebben a sorrendben egy mértani sorozat harom egymaést koveto eleme lett.
A csoport atlaga % lett.

b) Szémoljuk ki a probaérettségi osztalyzatainak szérdsit. Az eredményt két

tizedesjegy pontosdggal adjuk meg. (8 pont)
3. a) Hatarozzuk meg az f : R — R, f(x) = 2® — 32% — 242 + 2 fiiggvény lokalis
maximumbhelyét. (5 pont)
b) Mekkora teriiletet zér be a g : R — R, g(x) = 322 — 62 — 24 fiiggvény gra-
fikonja és az = tengely? (6 pont)
¢) Mennyi az a,, = 131:4:85 sorozat hatarértéke? (3 pont)
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