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M | IMO felkésziilés a koronavirus arnyékaban,
2020

Az idei Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia (IMO) tervezett helyszine Szent-
pétervar volt. Ez a beszamol6 ennek a kiilonleges évnek a felkésziilési krénikdja.
El6szor a szakkorok és valogatok torténetét mutatjuk be, majd a nyaron sorra
keriilt CMC versenyt.

Még marcius els6é napjaiban sem lehetett tudni, mi var rdnk. A Rényi Intézet
nagytermében marcius 10-én, kedden a szokasos mdédon lezajlott a Suranyi Janos
emlékverseny, amely a masodik olimpiai valogatéverseny. A versenyen 44 didk adott
be dolgozatot. Ugyanezen a héten, marcius 13-an, pénteken volt az utolsé kézponti
olimpiai szakkor Budapesten. A viharos gyorsasaggal valtozo jarvanyhelyzet mi-
att erre mar kevesen jottek el. Ezen a hétvégén indult az orszagos veszélyhelyzet
és a digitalis oktatds. A szakkoroket &t kellett alakitani, marcius 27-én az el6re
meghirdetett olimpiai szakkor idépontjaban volt az elsé zoom-os online olimpiai
szakkor. Erre emailben meghivést kapott minden, a Surdnyi versenyen részt vett
didk. A valogatéverseny feladatait beszéltiik meg, minden feladat megoldaséat a ja-
vitéja mutatta be, kitérve kiilonb6z6 megoldédsokra. Szé esett arrdl is, mire lehetett
részpontszamokat kapni. A feladatok felelései sorban: Dobos Sdndor, Kovdcs Bene-
dek és Borbényi Mdrton. A megolddsok ismeretében lehetett a dolgozatokkal, azok
javitdsaval kapcsolatban kérdéseket feltenni, észrevételeket tenni. Amint ezek tisz-
tazédtak, Benedek tdjékoztaté honlapjan' megjelentette az eredményeket, majd
a visszalépések utan kialakult az utolsd, kétnapos valogaté névsora. Ezt az utébbi
években a Mategye Alapitvany segitségével — melyet ez iton is koszoniink — Kecs-
keméten rendeztiik. A karantén miatt az aprilis végi kecskeméti verseny elmaradt.
Helyette egyiitt izgultunk a lanyokért, akik az online EGMO-n remekiil szerepeltek.

Az év végére még hirom online zoom-os olimpiai szakkoér maradt (&prilis
24.; méjus 8. és mdjus 22.). Ezeken kordbbi évek vilogatéversenyeit dolgoztuk
fel. A megoldédsok ismertetésében kozremiikkodott Lenger Ddniel, Williams Kada,
Baran Zsuzsa. A zoom-os szakkorokon rendszeresen részt vett Kos Géza, aki tanul-
sdgos megjegyzésekkel, utmutatasokkal, tandcsokkal segitette a didkokat. Az egyik
feladat megoldasa kapcsan bemutatta a szamelméletben fontos LTE lemmat, és an-
nak alkalmazdsdhoz kiilon gyakorlé feladatsort kiildott. Minden koézremiikodének
nagy koszonet jar! Az online munkaforma lehet&séget teremtett arra is, hogy a csa-
pat korabbi vezetGje, Pelikan Jozsef és utéda, Frenkel Péter is otthonabdl ., jelen
lehessen” a szakkoron.

Aki még nem jart olimpiai szakkoron, annak nehéz elmagyarazni, miért van
ennek a szakkornek kiilonleges hangulata, varazsa. Ahogy belép az ember a te-
rembe, egyiitt latja az orszag kiillonbozo részeirdl osszegytilve mindazokat, akik
az adott évjaratokon a matematikaval komolyabban foglalkoznak. Példaul az idei

"http://benoke98.f.fazekas.hu/olimpia/
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évben a szakkor torzshelye volt a Szegedrdl, Gyorbdl, Debrecenbdl, Kecskemétrol
és persze Budapest kiilonbozd iskoldibdl jovo didkoknak. Az online szakkorokon
ugyanezek a didkok hosszas utazas nélkiil részt vehettek, otthonukbdl kapcsoldd-
hattak a munkédba. Ennek kétségteleniil vannak elonyei is, de mégis hianyzott a sze-
mélyes talalkozds.

A korlatozasok enyhitése utan junius 4-5 —én rendeztiik meg az utolsé versenyt,
ennek javitasaban a csapatok vezetoi mellett segitett Borbényi Marton, Csahdk Ti-
mea, Imolay Andrds, Kovacs Benedek, Lenger Ddniel. A versenyen szerzett pontok
az emlitett honlapon kdvethetdk, a kialakult csapatok:

IMO: Beke Csongor, Gyimesi Péter (mindketten a Békdsmegyeri Veres
Péter Gimndziumbdl), Kocsis Anett, Nagy Nandor, Téth Baldzs (6k hdrman
a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gimnéziumbdl), Weisz
Maté a Szegedi Radnéti Miklos Kisérleti Gimnaziumbal,

MEMO: Fleiner Zsigmond, Fiiredi Erik, Hamori Janka, Kovacs
Tamads, Varkonyi Zsombor, Szabé Kornél (Hamori Janka a Szegedi Radndti
Miklos Kisérleti Gimnéziumbdl, a tébbiek a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld
Altalanos Iskola és Gimnaziumbol).

Idén a MEMO és az IMO is online verseny lesz, a csapatoknak sok sikert
kivanunk!

Az utébbi években Dombdévaron volt juniusban olimpiai edzdtabor, ezt idén
le kellett mondani. Az IMO sorsa is lassan kezdett korvonalazdédni, szeptemberre
keriilt 4t. Juniusban keresték meg a szervezok Frenkel Péter csapatvezetot azzal,
hogy az IMO szokésos idejében egy online vilagversenyt szerveznek, melynek neve
Cyberspace Mathematical Competition, azaz CMC. Az orszagokat legfeljebb hat-
f6s csapat képviselheti legalabb egy lany taggal, vagy legfeljebb nyolcfGs csapat
legalabb két lany taggal. Az IMO csapatbdl négyen tudtak magukat szabadda ten-
ni a verseny idejére, hozzajuk csatlakozott a MEMO csapat azon négy tagja, akik
a valogatdkon a legtobb pontot gylijtotték. Az utébbi évek komoly EGMO-s felké-
szitésének is koszonhets, hogy Anett és Janka révén nyolcf6s csapatunk lehetett.
A Bolyai Térsulat segitett a szervezésben. A dombévéri Eurépa Hotelben irhattuk
a versenyt, a nyari melegben is kellemes alagsori konferenciatermekben. A feladato-
kat csatolva taldljuk. A versenyt az MAA (Mathematical Association of America)
szervezte az AoPS internetes oldal tamogatdsaval.

Felvetodik a kérdés: hogyan lehet a javitdst egységesen végezni? Nos, minden
dolgozatot szkennelve elkiildtiink; ezeket egy honlapon keresztiil minden regiszt-
ralt javitd megnézhette. Eltem is ezzel a lehetdséggel, és tobb orszag didkjainak
dolgozataba belenéztem. A kikiildott pontozasi itmutatd alapjan a csapatvezetOk
javasoltak egy pontszamot, majd ezt a koordinatorok vagy jovahagytak, vagy meg-
indult egy egyeztetés. Nalunk a legtobb javasolt pontszamot azonnal jovahagytdk,
néhany esetben kértek segitséget a forditdshoz, egy-két esetben a pontozast kel-
lett finomitani. Minden didk dolgozatainal feladatonként nyomon lehetett kévetni,
hogyan is zajlott az értékelo levélvaltas. Ebbdl kideriilt, a koordinatorok komoly
munkat végeztek. Kés Géza is kozremiikodott a versenyen, dolgozott a problé-
makivalaszté bizottsdgban. A verseny mésodik feladata az § javaslata volt, ennek
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koordindtori csapataban is dolgozott. A versenyrol késziilt tdjékoztatd kiadvény-
ban? megtalalhaté az Osszes szervezé és kozremiikodd.

Az IMO-t6l egy kicsit eltért ez a verseny, hiszen mindkét napon 5 6rén &t lehe-
tett dolgozni és mindkét napon 4 feladatot tliztek ki. A szervezok szandéka szerint
ezek egyre nehezedtek, az elsé konnyebb, a tobbi IMO szintii volt. Végiil 75 orszag
555 versenyzdje mérte Ossze tuddsat. A magyar csapat az orszigok sorrendjében
14. lett. Kocsis Anett és Weisz Mété arany-, Gyimesi Péter, Hamori Janka és Té6th
Balézs eziist-, Fleiner Zsigmond és Varkonyi Zsombor bronzérmet szereztek, Kovacs
Tamés dicséretet kapott. A haromnapos dombdévéri program a feladatok javitasa-
val és a megoldasok megbeszélésével zarult. Egy ilyen verseny nyilvanvaléan kozel
sem teremti meg a szokdsos IMO atmoszférdjat, masrészrol viszont oriilhetiink,
hogy a jarvanyhelyzet ellenére nemzetkozi megmérettetésben vehettiink részt, jo,
biztonsagos koriilmények kozott, minimalis utazassal, szervezéssel. A verseny hon-
lapjan® megnézhetjiik a videds ,zaréiinnepséget” és a részletes eredménylistat is.

Vajon mit hoz a jové? Az utazos vildgversenyek helyett ilyenekre szamitsunk?
Egyel6re ezt még nem lehet tudni, mindenesetre most késziilhetiink és varhatjuk
augusztus végén a MEMO-t es a szeptemberi online IMO-t.

Irta Dobos Sandor Miatrafiireden, a MaMuT tdaborban, augusztus 5-én

A CMC verseny feladatai

Els6 nap

1. feladat. Tekintsiink egy n X n egységnégyzetbdl all6 tablat. A tabla féatloja
abbdl az n egységnégyzetbol all, amelyek a bal fels6 sarkot a jobb alséval 6sszekotd
atléo mentén vannak. Van korldtlan szamu ilyen csempénk:

A csempéket elforgathatjuk. Ugy szeretnénk csempéket elhelyezni a tdblan,
hogy mind- egyik csempe pontosan harom egységnégyzetet fedjen le, a csempék
ne fedjék 4t egymast, a f64tlé egységnégyzetei koziil semelyik se legyen lefedve, és
minden mas egységnégyzet pontosan egyszer legyen lefedve. Mely n > 2 szamokra
lehetséges ez?

2. feladat. Legyen f(x) = 322 + 1. Bizonyitandé, hogy barmely adott pozitiv
egész n esetén az

szorzatnak legfeljebb n kiilonb6z6 primosztéja van.

*https://data.artofproblemsolving.com/images/contests/CMC_brochure.pdf
Shttps://artofproblemsolving.com/contests/cmc
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3. feladat. Legyen ABC olyan hdromszog, amelyre AB > BC, és legyen D
a BC szakasznak egy valtozé belsd pontja. Legyen E az a pont az ABC hérom-
szog koriilirt korén, a BC-nek A-val ellentétes oldaldan, amelyre BAE< = DACK.
Legyen I az ABD haromszog beirt korének kozéppontja, és legyen J az ACE ha-
romszog beirt korének kozéppontja. Bizonyitandd, hogy az IJ egyenes dtmegy egy
rogzitett ponton, amely fliiggetlen D-t6l.

4. feladat. Legyen n paratlan pozitiv egész. Egy n x n mez6bol all6 sakktabla
bizonyos mezéit zoldre szinezziik. Az deriil ki, hogy a sakkjaték-beli kiraly barmely
z0ld mezorol barmely maésik zold mezore el tud jutni 1épések véges sorozataval ugy,

2
hogy ekdzben csak z6ld mezokon halad at. Bizonyitandd, hogy ezt legfeljebb anl
lépésben mindig meg tudja tenni. (A kirdly egy 1épésben egy mez6rél akkor és csak
akkor léphet &t egy maésikra, ha a két mezdnek van kozos csicsa vagy oldala.)

Masodik nap

5. feladat. Egy téblara 2020 darab pozitiv egész szam van felirva. Zuming
minden percben letorol két szamot és helyettiitk az Osszegiiket, kiilonbségiiket,
szorzatukat vagy hanyadosukat irja fel. Ha példdul Zuming a 6 és 3 szamokat
torli le, akkor a {6+ 3,6 —3,3—6,6-3,6:3,3:6} = {9,3,-3,18,2, %} halmaz
egy elemével helyettesiti Oket. 2019 perc utan Zuming a —2020 szamot irja fel
egyetlenként a tablara. Mutassuk meg, hogy ugyanezen szabalyokkal, ugyanabbdl
a 2020 darab egész szambodl indulva az is lehetséges lett volna, hogy Zuming egyetlen
szamként a 2020-szal fejezze be az eljarast.

6. feladat. Hatarozzuk meg mindazon n >3 egészeket, amelyekre a kovetkez6
allitas igaz: Ha a P konvex n-szognek n — 1 oldala egyenl6 hosszisagu és n — 1 szoge
egyenld nagysdgu, akkor P szabélyos sokszog. (Egy sokszog szabdlyos, ha minden
oldala egyenlé hosszisdgi és minden szige egyenlé nagységn.)

7. feladat. Egy n x n méret{i tdbla n? mezejének mindegyikét feketére vagy
fehérre szinezziik. Jelolje a; a fehér mezok szamat az i-edik sorban, és jeldlje b;

n
a fekete mezék szamét az i-edik oszlopban. Hatdrozzuk meg > a;b; maximdlis

értékét a tabla Osszes kiszinezésére nézve. i=1

8. feladat. Legyen a1, as, ... pozitiv valés szamok végtelen sorozata gy, hogy
minden pozitiv egész n esetén

a1 +as+...+ay a?+a3+...+a2,
n+1 '

Bizonyitandé, hogy az a1, as, ... sorozat konstans.
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Olimpiai el6készit6 szakkérok a 2020/2021. tanévben

A Bolyai Janos Matematikai Térsulat dltal szervezett Olimpiai felkésziilés az aldbbiak
szerint torténik:

Budapest: az elsé alkalom szeptember 18-an, a mésodik oktéber 16-dn (pénteken) lesz
a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gimnéziumban (Budapest
VIIIL. keriilet, Horvath M. tér 8.) 14.30-t6l, szakkorvezetd: Dobos Sdndor.

Csongrad megye: az elsd alkalom szeptember 17-én (csiitértokon) lesz a Szegedi Tudo-
ményegyetem Bolyai Intézetében (Szeged, Aradi vértantik tere 1.), 15.00 és 17.00
kozott, szakkorvezetd: Kosztolanyi Jozsef.

Erdés Pdl Matematikai Tehetséggondozo Iskola veszprémi és miskolci foglalkozésai 9-12.
évfolyamosok szamara. Az egyes foglalkozdsokra a jelentkezést a didkok egyénileg vé-
gezhetik el az Erdés Iskola honlapjan: https://erdosiskola.mik.uni-pannon.hu/.
Az idei els6 foglalkozdsok Veszprémben szeptember 25. és 27., Miskolcon oktéber
2. és 4. kozott lesznek. Ha a jarvanyhelyzet silyosbodik, a foglalkozasokat online
rendezik, amig vissza nem térhetnek a személyes taldlkozdshoz.

i ? i EGMO beszamold
XS

Harom héttel a versenynapok el6tt sziiletett meg a dontés, hogy az eredeti
idopontban online tartjak meg az EGMO-t. A versenyzoknek a nehéz id6k ellenére
is sikeriilt a felkésziilésre koncentralniuk, sziileik, barataik, tanaraik is tdmogattdk
Sket. A felkészitést a Morgan Stanley Budapest és A Gondolkodds Orome Alapit-
vdny tdmogatta, eziton is koszonjik a segitségiiket!

A verseny maga egészen masképp zajlott, mint a korabbi években. Minden-
ki a sajat orszdgdban irta, a csapatvezeték altal meghatarozott helyen és id6ben,
személyes vagy video-feliigyelet mellett. Emiatt a dolgozatok megirasa utan nem
lettek rogton publikusak a feladatsorok, hiszen lehetett olyan orszdg, ahol még nem
irtdk meg a versenyt. A versenyt kovetfen a csapatvezeték és helyetteseik javitot-
tak a csapatuk dolgozatait a pontozasi utmutatéd alapjan, illetve egy erre a célra
létrehozott online férumon tudtunk kérdezni a koordindtoroktdl, és itt tudtunk to-
vabbi megoldasokat kozzétenni. Szamunkra nagy kiilonbséget jelentett, hogy nem
volt arra lehetéségiink, hogy a tobbi csapatvezetovel beszélgessiink, igy nem volt
arrél sem informacionk, hogy a tobbi orszag résztvevdinek hogyan sikertilt az olim-
pia. A feladatsor ezuttal szokatlan volt, két feladat is permutécidkrél szolt, két
masikban pedig rekurziéval adtdk meg a szamsorozatot, és mindossze egy kombi-
natorika feladat keriilt kitiizésre. A feladatsorok ezen az oldalon megtalalhatoak:
https://www.egmo.org/egmos/egmo9/

Az idei EGMO kiilonlegessége, hogy elfogadtak Magyarorszag jelentkezését
a 2022-es EGMO szervezésére, igy 2022. aprilis 6-12. kézott Egerben kertil megren-
dezésre az FEuropai Matematikai Lany Didkolimpia.

Fekete Panna Timea csapatvezeto
Kiss Melinda Fléra csapatvezeto-helyettes
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Az olimpikon lanyok beszamoldja

Az idei EGMO sok szempontb6l més volt, mint az eddigiek. A verseny Hol-
landidban lett volna eredetileg, azonban sajnos a jarvany miatt kénytelenek voltak
a szervezOk online lebonyolitani a versenyt. fgy nem utazhatott a csapat, amit na-
gyon sajnaltunk, de a kezdeti csalddottsagon és nehézségeken sikeriilt tullépniink
a csapatvezetOink, Fekete Panna és Kiss Melinda segitségével. A versenyt meg-
el6z6 tabor helyett online megbeszéléseket tartottunk, ami nagy kihivast jelentett
mindnyajunknak, és kicsit a tandraink helyében érezhettiik magunkat.

Az EGMO-t nagyon szerettiik volna Budapesten kozosen irni, és nem otthon
egyediil, mert az el6zé évekhez hasonléan szerettiik volna megorizni az EGMO-
hangulatot. Ennek érdekében tartottunk sok online megbeszélést, amelyek keretein
beliil bemutattuk egymasnak a szerencsét hozé talizménjainkat, a szobankat, és
motivaltuk egymadst ebben a nehéz helyzetben. A versenyt magat végiil kozosen
irtuk meg a Budapesti Fazekasban. Lett volna lehet6ségiink, hogy online progra-
mokon is részt vegyiink, de nem éltiink vele, mert méar mindenki nagyon izgult
a masnapi verseny miatt. A magyar csapat végiil 2 bronz, 1 eziist és 1 aranyérem-
mel ,tért haza” és az orszdgok listdjan 12. (az eurdpaiak listdjan 10.) lett. Verseny
utan pedig néhanyan elmentiink a Margitszigetre piknikezni.

Az idei didkolimpia mindenképpen més volt, mint kordbban, de a csapatszellem
és a pozitiv hozzadllas miatt egész j6 élmény lett beldle.

Hamori Janka, Kocsis Anett, Nguyen Bich Diep és

Velich Néra olimpiai csapattagok

Nemzetkozi Nyelvészeti Didkolimpia

Indul a Nemzetkozi Nyelvészeti Didkolimpia (IOL) 2020 t&bbfordulds, interne-
tes levelezo versenye. Oriilnénk, ha minél tébben csatlakoznatok hozzank. Oldjatok
meg ingyenesen elérhet6 forduléink feladatait!

Honlapunk cime: http://ioling.ppke.hu/.

A verseny probara teszi a részt vevok logikai gondolkodasat, elemzoképességét.
Tedd prébéara gondolkodédsod egy konnyt feladattal!

Aloha!

A kovetkezd feladatban hawaii nyelven olvashatok mondatok két férfi beszélge-
tésébdl. Keanu (az egyik férfi) dllitdsai részben beszélgetStarsdra, Lopakdra, rész-
ben egy harmadik férfira, Makoara vonatkoznak. A férfiak nem vér szerinti rokonok.
Az aposztrof (V) gégezdrhangot jelol (?).)
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A mondatok részforditasai a kovetkezok
(véletlenszerti sorrendben):

1) Ku'ulei kou makuahine. a. [név] az én névérem.

)
2) Lei kona makuahine. b. [név] a te névéred.
3) Makamae ka’u wahine. c. [név] az én feleségem.
4) Makamae kana keiki. d. [név] a te feleséged.
5) Malia kau wahine. e. [név] az én gyermekem.
6) Malia ko’u kaikuahine. f. [név] az 6 gyermeke.
7) Mapuana ko’u makuahine. g. [név] az én édesanydm.
8) Moana kou kaikuahine. h. [név] a te édesanydd.

) mév]

9) U’ilani ka’u keiki. .

~

név| az 6 édesanyja.

1. Forditsuk le a hawaii mondatokat magyarra, majd rajzoljuk le a csaladfat.

2. Milyen kiilonbség figyelhet6 meg a kana, kau, ka’u, kona, kou, ko’'u szavak
hasznalataban?

A feladatot készitette: Ugrin Bdlint Jozsef

Monoton leképezések fixpontjai II.

A fraktalokat szokdas leképezéscsaladok invaridans halmazainak tekinteni.
Hutchinson nevezetes fraktaltétele is ezt veszi alapul, mivel ez az értelme-
zés kaput nyit a fixponttételek mddszerei elétt. Célunk Hutchinson eredeti
megkozelitésének egyszertisitett formdban torténdé bemutatdsa. Az egyszeri-
sitést a Knaster—Tarski-féle fixponttétel élesitett valtozata biztositja.

1. Bevezetés

A fraktdl mindannyiunk szamaéra jol ismert kifejezés. Tulzas nélkiil allithatjuk,
hogy a fraktalok mindeniitt jelen vannak [2], hiszen talalkozhatunk veliik fizikai, ké-
miai, bioldgiai folyamatokban, s6t a miivészetben vagy a természetben is. Ekézben
magat a pontos definiciét a titokzatossag homélya Gvezi, részben azért, mert a ma-
tematikai szakirodalomban sincs egységes, mindenki altal elfogadott fraktalfogalom.
Vannak, akik a tortdimenzios halmazokat tekintik fraktalnak. Maga az elnevezés
a latin ‘fragmentus’, azaz ,toredezett” sz6bdl ered, és Mandelbrot, a fraktalok atyja
szintén ezt a definiciét hasznélta [8].

Egy masik elterjedt értelmezés az onhasonlésag tulajdonsagabdl indul ki. Te-
kintsiik példdul a jol ismert Cantor-halmazt. Ehhez gy jutunk, hogy a [0, 1] in-
tervallum ko6zépsé nyilt harmadat eltavolitjuk, majd a keletkez6 két intervallum

A cikk a Bolyai Janos Kutatési Osztondij, az Emberi Eréforrdsok Minisztériuma
UNKP-18-2 és az Innovaciés és Technolégiai Minisztérium UNKP-19-4 kédszamu Uj
Nemzeti Kivalosdg Programjanak tdmogatasaval késziilt.
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kozépsé nyilt harmadat hagyjuk el. Ezt az eljarast ismételjitk, minden lépésben
a meglévo zart intervallumok kozépso nyilt harmadat torolve:

Végezetiil, az egyes lépésekben kapott halmazok kozos részét véve, kapjuk
a Cantor-halmazt. Megmutathatd, hogy e kozos rész nem iires, sét kontinuum
szamossagu.

Azonnal lathatd, hogy a Cantor-halmaz 6nhasonlé, hiszen a harmadéra zsugo-
ritott képe és ennek 2/3-dal vett eltoltja visszaadja az eredeti halmazt. Masképpen
fogalmazva, a Cantor-halmaz eleget tesz az alabbi invariancia egyenletnek:

1 1 2
1 C=-CU(-C+-).
(1) 3 (3 3)
Természetesen az iires halmaz vagy a valés szamok halmaza is teljesiti ezt az in-
variancidt. Azonban a Cantor-halmaz az egyetlen olyan nem iires megoldds, amely

korldtos és zart. (Egy valds részhalmaz zdrt, ha a komplementer minden pontja egy,
a pontot tartalmazé nyilt intervallummal egyiitt tartozik a komplementerhez.)

A Cantor-halmaz 6nhasonlésagi tulajdonsagat szem el6tt tartva, bevezethet-
jik az invariancia absztrakt fogalmét. Legyen .% = {f1,..., fin} az X nem iires
halmazt 6nmagaba képzé fliggvények halmaza, s legyen Ay C X. Azt mondjuk,
hogy a H C X halmaz .# -invaridns, ha kielégiti a H = F(H) egyenletet, ahol az F
invariancia operdtor az alabbi mdédon adott:

(2) F(H) = | fo(H) = fiH)U...U fn(H) U Ap.
k=1

Itt a H halmaz f : X — X fliggvény altali képét a szokdsos f(H) := { f(z) |z € H}
médon értelmezziik. Nyilvdnvals, hogy a Cantor-halmaz .#-invarians halmaz, ha
az F csalad a kordbban latott két zsugoritast tartalmazza, és Ag = 0.

Tegyiik fel, hogy az alaptér a valds szamok halmaza, vagy az euklideszi sik, vagy
az euklideszi tér, és tekintsiink ezen egy véges .# fiiggvénycsaladot. Azt mondjuk,
hogy egy H részhalmaz % -fraktdl, ha nem iires, korldtos, zart, és % -invaridns. Egy
alaptérbeli halmaz zartsagat tovabbra is gy értelmezziik, hogy a komplementer
minden pontja egy, a pontot tartalmazo nyilt intervallummal vagy nyilt kérlemezzel
vagy nyilt gombbel egyiitt tartozik a komplementerhez. A bevezetd példahoz fizott
megjegyzést ezek szerint ugy is fogalmazhatjuk, hogy a Cantor-halmaz az egyetlen
fraktdl, amely az (1) egyenletet teljesiti.

A fraktélelmélet alaptétele, Hutchinson hires eredménye [5] valdjaban a frak-
talok egyértelmii 1étezésére vonatkozé egyszerii elegendd feltétel: Kicsinyitések bdr-
mely véges ¥ csalddja meghatdroz pontosan eqy & -fraktdlt. Megjegyezziik, hogy

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/6 329



GF 2020.9.7 — 19:52 — 330. oldal — 10. lap KoMalL, 2020. szeptember EF

Hutchinson tétele ennél jéval altalanosabb formédban érvényes, de olyan fogalmak-
ra tamaszkodik, melyek messze tilmutatnak cikkiink keretein. Azonban még ebbél
az egyszerlisitett valtozatbdl is konnyen levezethet$ a Cantor-halmaz fraktal tulaj-
donséga. Hutchinson bizonyitdsa a fixponttételek mddszerén alapul. A H = F(H)
invariancia egyenlet egyértelmi fraktdl megoldasdnak létezése azzal egyenértékii,
hogy az F' leképezésnek létezik egyértelmt fixpontja a nem tires, korlatos, zart hal-
mazok korében. Ehhez szamos mély analizisbeli eszkoz sziikséges, példaul Banach
hires fixponttétele [1]. A kontrakciés elvként kozismert eredmény nemcesak a létezés
és egyértelmiiség kérdését valaszolja meg, hanem iteracios eljarast is ad a fraktal
tetszOleges pontossdgu kozelitésére.

Ha a fraktalelmélet alaptételét a megfogalmazds szintjén sem tudjuk hiien
tolmacsolni, akkor természetesen a bizonyitas ismertetésérdl is le kell mondanunk
a sziikséges elméleti hattér hianyaban. Mégis foltett szandékunk, hogy Hutchinson
mivészi értékli megkozelitésébdl legalabb egy kis izelitét adunk. A merész vallalko-
zéshoz szintén a P. 329. jelii pontversenyen kiviili probléma, a Knaster—Tarski-féle
fixponttétel [7] nyujt kapaszkoddt. A Banach-féle fixponttételt ezzel helyettesitve
kideriil, hogy az (2) egyenletnek létezik megoldasa. Az egyértelmiiség helyett csu-
péan egy gyengébb allitast tudunk megmutatni, nevezetesen, hogy a megoldasok ko-
z0tt van egy legsziikebb megoldds. Végezetiil, a Banach-féle iteraciot a Kantorovics-
félével [6] kicserélve, eljdrds nyerheté a legsziikebb megoldds eléallitdséra. Jelen
cikk a [3] dolgozat egyszeriisitett valtozata.

2. Leképezéscsaladok invarians halmazai

Ahogy azt kordbbi cikkiinkben lattuk [4], a Knaster—Tarski-féle fixponttétel
szerint minden monoton leképezésnek létezik fixrpontja. Els6ként ennek az allitas-
nak egy élesitését igazoljuk. Folidézziik, hogy egy leképezés monoton, ha megérzi
a halmazelméleti tartalmazést. A tovabbiakban Z2(X) jeloli az X részhalmazainak
csaladjat.

Tétel. Barmely monoton leképezésnek létezik legszikebb fixpontja.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy F: Z(X) — Z(X) egy monoton leképezés.
Emlékeztetiink arra, hogy a Knaster—Tarski fixponttételhez az el6z6 cikkiinkben
kozolt bizonyitasban a

Hy=(){HCX|F(H)CH}

halmaz fixpont tulajdonsagat igazoltuk. Ha most H tetszéleges fixpont, akkor
F(H) C H szintén fonnéll. Igy Hy C H a fenti definicié értelmében. Azaz, H
minden mas fixpontnak része, ami pontosan a kivant allitast adja. O

A tovdbbiakban a (2) invariancia operdtor néhdny egyszerti, de hasznos tulaj-
donsdgat foglaljuk ossze. Nyilvdnvald, hogy A C B esetén f(A) C f(B) is fonnall,
ha f tetszéleges fiiggvény. Innen lathatjuk, hogy az invariancia operdtor monoton.
Konnyen ellendOrizheté az is, hogy barmely f fliggvény esetén

fLAUB) = f(A)U f(B).
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Ezt folhaszndlva kapjuk, hogy az invariancia operdtor félcserélhetd a halmazelmé-
leti egyesités miweletével. Hasznalni fogjuk még az invariancia operator iterativ hat-
vdnyait, melyeket rekurziéval értelmeziink: F*(H) := F(H), tovabba F"t1(H) :=
= F(F"(H)), ahol H C X tetszbleges. A pozitiv egész szdmok halmazira az N
jelolést alkalmazzuk.

F6 eredményiink a Hutchinson-féle alaptétel ,struktiramentes” megfelelGje.
A fraktdlok geometriai tulajdonsdgai (korldtossdg és zartsdg) sajnos nem igazolha-
tok a rendelkezésiinkre allo eszkozokkel. Cserében az alkalmazott médszerek nem
lépik tul a naiv halmazelmélet kereteit, mikozben hiien tiikrézik Hutchinson fix-
pontos szemléletli megkozelitését.

Tétel. Ha .F véges fligguénycsaldd egy nem tires halmazon, akkor létezik leg-
sziikebb F -invaridns halmaz, amely az aldbbi alakban dllithatd eld:

(3) Lo=|J F"(0).

neN

Bizonyitas. Legyen % = {f1,..., fm} adott fiiggvénycsaldd az X nem iires
halmazon. Mivel az invariancia operator monoton, ezért 1étezik legsziikebb Hy fix-
pontja. A monotonitds és a nyilvanval6 () C Hy tartalmazds miatt F'(0) C F(Hy) =
= Hj kovetkezik, hiszen H| fixpont. Ezt a gondolatmenetet teljes indukciéval kom-
bindlva kapjuk, hogy F"(0)) C Hy minden n € N esetén teljesiil. Igy,

U F(0) < Ho,

neN
azaz Ly C Hy addédik. Most azt igazoljuk, hogy L¢ fixpontja az invariancia operé-
tornak. Ezuttal a ) C F(0) tartalmazdsbdl kiindulva de az elbbi gondolatmenetet
hasznélva kapjuk, hogy F™(0) C F""(0) ha n € N. Vagyis, {F"(0) | n € N} egy
béviild halmazcsaldd. Az egyszeriiség kedvéért vezessiik be az L,, = F™(() jelolést.
Az egyesités fliggvényhatassal valé kapcsolatat és az egyesités felcserélhetdségi tu-
lajdonsagét szem el6tt tartva,

P(UFWOZQﬁ(ULJZOlJM%FﬂJOﬁ@“

neN neN k=1 neN neN k=1
=|JF@L)=JFF W)= Fo=F®.
neN neN neN neN

Itt az utolsé lépésben azért lehetséges a kitev6 csokkentése, mert boviilé halmaz-
rendszert egyesitiink. Megallapithatjuk tehét, hogy F(Lg) = Lo, ami pontosan a ki-
vant fixpont tulajdonsdg. Azonban H, a legsziikebb fixpont, ezért Hy C Lg. Mi-
vel korabban a forditott irdnyu tartalmazast mar beldttuk, ezért Osszességében
Hy = Lo adddik. O

Példaként tekintsiik a
1 1 9
H=—H —H + —
10 Y (10 + 10) L {0}
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invariancia egyenletet. A fonti tétel értelmében ennek 1étezik legsziikebb megoldésa,
melyet a (3) alakban &llithatunk el6. Hogyan kaphatjuk meg ezt az eldéllitast?
Elsoként teljes indukcioval azt igazoljuk, hogy

F () = {0,21...2, |z €{0;9}, k=1,...,n}

teljesiil minden n € Ny esetén. Azonnal lathatjuk, hogy F'() = {0}, vagyis az &llités
igaz, ha n = 0. Tegyiik fel, hogy F"*1(()) a fenti alakban adott. Ennek minden
elemét 10-zel osztva majd 0-val és 9/10-del eltolva kapjuk F"*2(()) elemeit. Ha
tehdat egy 0,x7 ... x, alaku elembdl indulunk ki, akkor ez az eljaras egy 0,0z ...z,
és egy 0,971 ..., elemet eredményez. Vagyis, F"2(()) olyan (n + 1) hosszisigi
tizedes torteket tartalmaz, melyek 0 vagy 9 szamjegyekbol allnak. Ezzel az allitast
bebizonyitottuk. Ebbdl azonnal kapjuk, hogy a keresett egyesitési halmaz, vagyis
a legsziikebb fixpont

Hoz{O,xl...xn|xk€{0;9}, k=1,...,n; nEN}.

Erdemes megjegyezni, hogy a Hy legszlikebb invaridns halmaz nem iires, és meg-
szamlalhatéan végtelen szamossagu.

A Cantor-halmazt definidlé egyenlet nagyfoki hasonlésdgot mutat a példabe-
li invarianciaegyenlettel. Az eredeti formaban ennek az iires halmaz a legsziikebb
megolddsa. Ha azonban (1) jobb oldalat egyesitjiik a {0} halmazzal, az iires halmaz
mar nem megoldas, mikézben a most bemutatott modszer ugyanigy alkalmazhaté.
Végeredményképpen a Cantor-halmaz egy valédi, megszamlalhatéan végtelen rész-
halmazat kapjuk. Mivel ezt a legszlikebb invaridns halmazt triadikus tortek irjdk
le, melyek targyaldsa nem célunk, ezért vélasztottuk inkabb a fonti példat.

A fixponttételek elmélete nem csupédn a fraktalelméletben jut kulcsszerephez.
Szamos meglepd alkalmazasaval taldlkozhatunk a klasszikus és modern analizisben,
a geometridban, sét a jatékelméletben vagy az algebraban. A téma irdnt érdekls-
déknek ajanljuk Shapiro kényvét [9].
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Bessenyei Mihaly és Pénzes Evelin

Debrecen
Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire ' '
I. rész

1. a) Adott két fiiggvény:

f(fv):2x+9; g(z) = Va2 + 4z + 4.

3

Van-e olyan x € R, ahol a két fiiggvény helyettesitési értéke megegyezik? (6 pont)

b) Van-e olyan p valés szdm, amelyre az aldbbi két kifejezés értéke egyenld:

A =logy(p + 2) + logy(p — 2); B =1+log,(p+10)? (6 pont)

2. Solymasz tandr ur bioldgia éréjara 26 végzds jar, és valamennyien részt vesz-
nek imdadott biolégia tandruk humdnetolégia 6rdjdn is. Félévkor a tandr dr (neveld
célzattal) meglehetésen szigori volt, ezért 21-en nem kaptak 6tost bioldgidbol és
19-en nem kaptak 6tost humanetolégiabol. Ugyanakkor 8-an kaptak 6tost legaldbb
az egyik targybol.

a) Hény végzds kapott 6tost mindkét targybdl? (4 pont)

A biolégia prébaérettségit mind a 26 didk megirta. A tandr ur kordbbi szigo-
rusaga elérte céljat, mert a prébaérettségi mar sokkal jobban sikeriilt. Senki sem
kapott elégtelen, vagy elégséges osztalyzatot. A kozepes, jo és jeles osztalyzatok
szama ebben a sorrendben egy mértani sorozat harom egymaést koveto eleme lett.
A csoport atlaga % lett.

b) Szémoljuk ki a probaérettségi osztalyzatainak szérdsit. Az eredményt két

tizedesjegy pontosdggal adjuk meg. (8 pont)
3. a) Hatarozzuk meg az f : R — R, f(x) = 2® — 32% — 242 + 2 fiiggvény lokalis
maximumbhelyét. (5 pont)
b) Mekkora teriiletet zér be a g : R — R, g(x) = 322 — 62 — 24 fiiggvény gra-
fikonja és az = tengely? (6 pont)
¢) Mennyi az a,, = 131:4:85 sorozat hatarértéke? (3 pont)
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40 cm 4. Peti ba’ egy téglalap alaptu ba-
bahdzat készitett a ldnyainak. A tégla-
lap oldalai 60 cm és 80 cm. A babahazra
egy levehetd ,sdtortetét” készitett. A te-
t6 felsd éle 40 cm hosszu, és a babahaz
téglalap alaki mennyezetének hosszab-
bik kozépvonala felett, attol 35 cm ta-
60 cm  volsdgra van. A teté oldalélei egyenld
hosszuak.

fels6 é1

a) Szamitsuk ki az oldalélek hosszat és a vizszintes sikkal bezart szogiiket.
(7 pont)
Zs6fi a teto, trapéz alaku részére egy téglalap alaki diszt szeretne felragasztani.
A téglalap egyik oldala illeszkedik a trapéz alapvonaldra, két cstcsa pedig a trapéz
szaraira.

b) Mekkora a legnagyobb teriiletii téglalap teriilete, amelyet a megadott médon
el lehet helyezni a tetén? A valaszt négyzetcentiméterben, egész szamra kerekitve
adjuk meg. (6 pont)

II. rész

5. A DO 900 polét rendelt E5vos Napra. A pélékat két géppel nyomtatték.
A gépeket kezdetben rosszul dllitottak be, ezért az els6 gép (Horribile dictu!) a rajta
nyomtatott 400 polé 2%-ara tévesen, az E5vos helyett az Eotvos feliratot nyomtat-
ta, és a masik gép ugyanezt a hibat kovette el a rajta nyomtatott pélk 3,4%-aval.
A mindségellenérzéskor Boco a 900 alaposan Osszekevert polobdl véletlenszertien
kivalasztott egyet, és azon hibds volt a felirat. (Ezen persze kell6képpen elkesere-
dett ...)

a) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy a hibds p6lét a masodik gépen nyom-
tattdk? (5 pont)

A DO tgy dontott, hogy a hibdsan nyomtatott polé &rabdl elészor 500 Ft
arengedményt ad, de a kereslet nagyon minimélis volt, ezért az 11j arat még tovabb
kellett csokkenteni, annak p%-dval. fgy a pol6 50 Ft-tal dragabb lett, mintha el6szor
engedték volna le az drat p%-kal és utdana 500 Ft-tal, viszont 90 Ft-tal olcsébb lett,
mint ha mindkétszer az aktudlis ar p%-dval csokkentették volna az drat.

b) Mennyi volt a pdlé eredeti dra, és hany szdzalékos volt a csokkentés?
(11 pont)

6. Fixi kerékparunkon az els6 ldnctanyéron 46 fog talalhaté, a héatsé fogas-
keréken pedig 18 fog van. (Az elsd ldnctanyérhoz rogzitik a peddlt, a hétsé fo-
gaskerék pedig a hdtsé keréken van.) Az 1. dbrdn a ldnc feliilnézeti képe lathato,
a masodik dbran pedig az, hogy miként illeszkedik a lanc a fogaskerékre. Két lanc-
szem tengelye 1,27 cm tévolsdgra van egymastol (1dsd 2. dbra).

a) Milyen hosszu ldnc férne az elsé lanctdnyérra, ha teljesen kérbetekernénk
lanccal? (3 pont)
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1. dbra 2. abra

A két fogaskerék (a peddl és a hdtséd
tengely) kozéppontja 41 cm van egyméstol
(3. dbra) és a lanc teljesen feszes.

b) Milyen hosszu ldnc van a kerékpa-
ron? (Vélaszunkat centiméterben, két tize-
desjegy pontosdggal adjuk meg.) (10 pont) 3. dbra

A lancokat gydrtd iizemben 160 ldncszembdl 4ll6 lancdarabokat készitenek.
A mérések alapjan a lancdarabok 2%-4dban egy szemmel kevesebb van, mint az el6-
irds. A ldncszemek szamét egy szamitégép ellenérzi egy futdszalagon. A futdsza-
lag kiilonb6z6 pontjain véletlenszeriien kivalaszt egy lancdarabot és meghatarozza,
hény lancszembdl all, de a futdszalag folyamatosan mozog, ezért nem lehet kiemel-
ni a hibas lancdarabot. Ennek megfeleléen akar az az extrém eset is el6fordulhat,
hogy ugyanazt a lancdarabot ellen6rzi csak, akar tobbszor is. Egy félérds idéinter-
vallumban 5000 lancdarab kering a futészalagon.

¢) Hatdrozzuk meg a fél éra alatt hibdsnak taldlt lancdarabok varhaté értékét.
(3 pont)

7. Abel elkésett a matematika 6rarél. Amikor tandra kérdére vonta, a ko-
vetkez6képpen mentegetézott: ,, Tanar ur! F&j a labam, ezért nem tudtam lépcsén
feljonni a harmadik emeletre. Lifttel kellett jonnom, de a liftre ki van irva, hogy
13 {6 hasznalhatja, és sokdig tartott, amig tsszejott a 13 ember.” (Ezzel persze kit -
no lehetdséget biztositott matematika tandranak, hogy elmagyarazza a ,legfeljebb”
és ,legalabb” szavak matematikai lényegét ... )

Az Eb5vos Napokon az Igazgatd Ur gy dontott, hogy a tizenkettedikesek
szabadon hasznélhatjak a liftet. A végzOsok gy gondoltak, hogy ezt a lehetéséget
maximaélisan kihaszndljak, ezért minden esetben 13-an szalltak be az iires liftbe.

a) Bizonyitsuk be, hogy minden ilyen alkalommal biztosan utazott a liftben
legaldbb hdrom olyan didk, akik osztalytdrsak voltak. (Az iskoldban hat végzés
osztély van.) (3 pont)

Az Ebvos Napokon a Ki Mit Tud?-ra 12 f6s didkzsiiri is alakult, amelyet
a végzos éviolyambdl véletlenszeriien vélasztottak ki.

b) Mekkora a valdszintlisége annak, hogy minden osztdlyt pontosan két {6
képviselt, ha az osztalylétszdamok: 12.A: 32 {6, 12.B: 33 {6, 12.C: 31 {6, 12.D: 30 {6,
12.E: 29 16, 12.F: 28 {67 (6 pont)
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A streetball dontdje utdn a hat résztvevo kezet fogott egymaéssal. Mivel a meccs
kissé elfajult, ezért voltak, akik nem fogtak kezet. Fléra megkérdezte a résztveviket,
hogy hany emberrel fogtak kezet, és a kovetkezd vélaszokat kapta: 5; 4; 3; 3; 2; 2.
Fléra ezek utan a kovetkez6t mondta: ,,Biztos, hogy van koézottetek legalabb egy
ember, aki nem tud szdmolni.”

¢) Mire alapozta allitasat? (3 pont)

Az E5vos Napok végén Féz6 tr, a technikus visszapakolta a kiadott eszkozo-
ket kis kuckéjaba. Lelkes segit6i is akadtak, akik a kuckd elé odapakoltak két 1ét-

rat, harom fekete dobozt, négy projektort és 6t vetitOvasznat, meglehetGsen nagy
Osszevisszasagban. F6z6 ur, ezeket véletlenszerli sorrendben, egyesével bepakolta

a helyére.
d) Hanyféle médon torténhetett ez, ha az azonos tipust eszkozoket nem lehet
megkiilonboztetni egyméstol? (4 pont)
8. Abrazoljuk derékszogli koordindta-rendszerben az aldbbi ponthalmazokat:
a) A:={P(z;y) | 92% — 16y* > 0}. (5 pont)
b) B := {Q(m,y) | 22 + 9% < 25}. (3 pont)
¢) Mekkora az A N B halmaz teriilete? (8 pont)

9. Egy piramisjaték elinditéja az elsé héten 6t embert szervezett be. A szer-
vezés jol folytatédott, ezért a masodik héttdl kezdédden a hetente beszervezettek
szama a kovetkezo sorozat szerint alakult:

Ap =3 Ap_1 — 8.

a) Osszesen hanyan vettek mar részt az 6todik héten a jatékban? (& pont)

b) Igazoljuk, hogy a sorozat utolsé szdmjegyei periodikusan ismétlédé sorozatot

alkotnak. (5 pont)
¢) Bizonyitsuk be, hogy a sorozat n-edik eleme a mésodiktdl kezdve: a,, =
=314+ 4. (8 pont)

Balga Attila, Székely Péter
Budapest V. Keriileti E6tvos Jézsef Gimnazium

Tajékoztato a folydirat el6fizetésérol

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok megrendelheté a kiadénal,
a MATFUND Alapitvanyndl a szerkesztOség cimén; valamint a kovetkezd ci-
men: http://www.komal.hu/megrendelolap/reszletek.h.shtml. Eldfizetési dij
a 2020-2021-es tanévre (2020 szeptemberétsl 2021 majusaig) 8100 Ft. Azonos cimre
kiildendd, 6-nél nagyobb példanyszami megrendelés esetén a csoportos elofizetési
dij a korabbi évekhez képest valtozott, a részletes arak a fenti oldalon olvashatok.
Csekket és szamldt a szeptemberi szammal egyiitt kiildiink, a fizetés csak ezutan
torténhet.

Lapunk eléfizetér az eléfizetett példany cimlapjan lathato eléfizetdi azonosito
segitségével a kitiizott feladatainkhoz mdr a lap nyomtatott vdltozatdnak megjelené-
sével eqyidejileg hozzdaférhetnek.
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A Bolyai Jdnos Matematikai Tdrsulat (BJMT) tagjai dltal igénybevehetd ked-
vezmeényekrdl kérjik, olvassa el a Tdrsulat honlapjin a ,Tagsdgi informdciok™at:
www.bolyai.hu.

Azok, akik az idén kérik felvételiiket a Bolyai Janos Matematikai Tarsulatba,
felvételi kérelmiik elbirdldsa utdn (legkdzelebb varhatéan oktoberben) értesitést és
tagdijbefizetési csekket kapnak, ezért kiilon nem sziikséges elobb jelentkezniiik.

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok példdnyonkénti ara 950 F't.

Kérjiik versenyzéinket, hogy a K6MaL 2020-2021-es tanévi matematika, fizika
és informatika pontversenyének versenykiirdsdat figyelmesen olvassék el!

Versenykiiras*
a KéMalL 2020-2021. évi pontversenyeire

A most indulé pontversenyek 2020 szeptemberétol 2021 méjusdig tartanak,
havonta az jonnan kitlizott feladatcsoportok megoldasait lehet bekiildeni.

Kedves Versenyzonk!

Matematikabol, fizikabdl és informatikdbol Gsszesen 21 kategéridban inditunk
kiilonféle nehézségii pontversenyeket. Ezek a versenyek 9 hénapon keresztiil, 2020
szeptemberétol 2021. junius elejéig tartanak. Minden honapban 4j feladatokat tii-
ziink ki, és a megoldasokat a kovetkezd hénap elejéig kiildheted be. A verseny
végeredményét 2021. szeptemberi szdmunkban hirdetjiik ki. A dijakat jové &sszel,
a KoMaL Ifjusdgi Ankéton adjuk at.

Pontversenyeinkben a részvétel a 2020/2021-es tanévben is téritésmentes. Kér-
jiikk azonban versenyzoink sziileit, hozzatartozoit, vagy az Oket tdmogaté intézmé-
nyeket, cégeket, hogy el6fizetésiikkel és adoményaikkal segitsék Lapunk fennmara-
désat.

Nevezés a versenyre

Versenyeinkben minden altalanos iskolas és kozépiskolas kord tanuld részt
vehet.

Az Burépai Uni6 Altaldnos Adatvédelmi Rendelete (GDPR) értelmében szii-
161 engedély sziitkséges a 16 évesnél fiatalabb versenyzoink adatainak nyilvantar-
tdsdhoz. Az & esetiikben egy sziil6i nyilatkozatra is sziikség van, melyet a re-
gisztracié soran lehet megadni. Amennyiben a sziil6i nyilatkozat nem érkezik
meg, a versenyzd nem szerepelhet az eredménylistdban. Adatkezelési szabdlyza-
tunk a https://www.komal.hu/info/adatkezeles.h.shtml cimen olvashato.

Regisztracié

Ha még soha nem vettél részt a KoMal versenyeiben, az els6 1épés a regiszira-
¢id a honlapunkon (https://www.komal.hu/u?a=reg). A regisztrdcié sordn alap-
veté adatokat (név, sziiletési datum, iskola, osztdly, e-mail ¢im) kériink. A késébbi
bejelentkezéshez sziitkséges jelszavadat e-mailben kiildjiik el.

A nagyon gyakori csalddnevii versenyzéknek (Horvath, Kiss, Varga stb.) java-
soljuk, hogy valasszanak egy haromjegyii jelzészamot, amit masodik vezetéknév-
ként haszndlnak (pl. Kiss 349 Anna, Szab6 344 Péter). Kérjiik, hogy mind a re-
gisztraciokor, mind pedig a tanév soran bekiildott dolgozataidon is minden esetben
az igy kibovitett nevet hasznald.

*Kérjiik, hogy azok is figyelmesen olvassék el a versenykiirdst, akik tavaly mar részt
vettek valamelyik versenyiinkben.
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A sikeres regisztracié utdn adhatod meg tovabbi adataidat (pl. levelezési cim:
ide szoktuk kiildeni az érettségizettek oklevelét; felkészit6 tandrok neve), és nyilat-
kozhatsz a részletes pontszamok nyilvanossigéarol vagy egyes konkrét versenyekben
vald részvételrol.

Ha kordbban mar regisztraltdl, akkor nincs sziikség tjabb regisztraciora; a ta-
valyi jelszavadat tovdbbra is hasznélhatod; ugyanakkor sziikséges lesz a személyes
bedllitasaid attekintése, feliilvizsgalata.

Az egyes pontversenyekre az els6 dolgozat bekiildésével nevezhetsz be.

A versenyekbe a tanév soran késébb is be lehet kapcsolédni.

FONTOS! A versenyben csak a regisztracié utan, a Munkafiizet-
be beirt vagy felt6ltott megoldasokat értékeljiik! A regisztracié nélkiil,
postan bekiild6tt megoldasokat utélag sem vessziik figyelembe!

Az osztalyok szamozasa

A KoMalL versenyeiben az osztalyokat 1-t61 12-ig szdmozzuk. Lehet, hogy a sza-
mozas nem azonos az iskoldban hasznalt szammal. Azok szamitanak 12. osztélyos-
nak, akik most kezdik az érettségi vizsga el6tti utolso évet. 11. és 10. osztalyosnak
szamitanak azok, akik varhatéan 2022-ben, illetve 2023-ban fejezik be a kozépisko-
lat.

Azok, akik 8 + 5 éves képzésben vesznek részt, példaul a nyelvi el6készit osz-
talyok tanuldi, két egymas utdni évben is 9. osztalyosnak szamitanak. Kérjiik, ha
az osztalyod sorszama nem 1-gyel nétt tavalyhoz képest, ezt jelezd a szerkesztéség-
nek e-mailben.

A regisztracié médositasa

A regisztracié utdn az azonositashoz sziikséges adataidat (név, iskola, osztaly,
e-mail cfm) 6nédlléan nem médosithatod. Ha ezek megvéltoztak, kérjiik, hogy fordulj
e-mailben a szerkesztOséghez.

Mindenkit évunk a regisztracié énkényes megismétlésétol, a tobbszoros regiszt-
raciotol. Nincs olyan helyzet, amikor a tobbszoros regisztracié segitene; csak még
nagyobb zavart okoz. (Ugye nem szeretnél kétszer szerepelni a pontversenyben,
feleakkora pontszdmmal?)

Arcképek

Ha szeretnéd, hogy fényképed megjelenjen honlapunkon a pontverseny eredmé-
nyében, kiildd el a szerkesztOségnek e-mailben. Ha lehet, valassz vilagos, egyszini
hétteret. A képeket tobbnyire dtméretezziik és megfelelé méretiire vagjuk, ezért
érdemes nagyobb felbontast hasznalni.

Matematika versenyek

Négyféle versenyt inditunk, novekvé nehézségi sorrendben K, C, B és A kate-
géridban. Egy tanul6 tobb pontversenyben is indulhat, de K-ban és B-ben egyszerre
nem. Ha kilencedik osztalyos vagy, akkor a személyes bedllitasaid kozott nyilatkoz-
hatsz, hogy melyik versenyben szeretnél részt venni.

Mindegyik versenyiinkre érvényes, hogy egy feladatra csak egy megoldast
értékeliink.

Természetesen 6rommel varunk altalanositdasokat, megjegyzéseket, masfajta
megoldasi vagy kitlizésre tett javaslatokat, ezeket szivesen kozoljiik, sot, a pontver-
senyen kiviil kiilondij formajaban is elismerjiik.
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K-jeld matematika feladatok — az ABACUS és a KoMal, K6zos pontversenye
Kilencedikes Kezdoknek

A K-pontversenyben csak kilencedik osztélyosok indulhatnak. Azoknak ajénl-
juk, akik még csak most ismerkednek a KoMal.-lal. Szeptembert6l marciusig hét for-
duléban, havonta 6t feladat jelenik meg; ezek koziil harom feladat az ABACUS
pontversenyével kozos. Mindegyik feladat teljes megoldédsa 6 pontot ér. A feladato-
kat az ABACUS matematikai lapok bocsétja a KoMalL rendelkezésére.

Az ABACUS pontversenyében tovébbra is az altaldanos iskolak 3-8. osztélyos
tanuldi vehetnek részt.

C-jelii matematika gyakorlatok

A C-pontverseny gyakorlatait azoknak az olvasdinknak ajénljuk, akik til ne-
héznek vagy szokatlannak taldljak a B és az A kategoria feladatait. Itt rendszeresen
kozliink az iskolai tananyaghoz szorosabban kapcsolodd gyakorlatokat, azok talal-
hatnak itt kedviikre valot, akik valamivel — de nem sokkal — szeretnének tullépni
az iskolai matematika keretein, vagy emelt szint{i érettségit kivannak tenni mate-
matikabol.

A gyakorlatok egy része altalanos iskolasoknak is ajanlhato, mas résziik azon-
ban a 11-12. évfolyam tanulmanyaira tamaszkodik. Minden hénapban hét gyakor-
latot tlizlink ki, ebbdl az 1-5. gyakorlatokra a legfeljebb 10. évfolyamosok, a 3-7.
gyakorlatokra pedig a 11-12. évfolyamosok kiildhetnek be megoldast. Minden dol-
gozatra legfeljebb 5 pont kaphato.

A C-pontversenyt harom korcsoportban értékeljiik: 1-8., 9-10., illetve
11-12. osztalyosok.

B-jeld matematika feladatok

A B-pontversenyben havonta 6sszesen nyolc feladatot tliziink ki, de havonta
mindenkinek legfeljebb hat megolddsat szamitjuk be a pontversenybe (amelybe
azonban eldszor a nem versenyszeriieket szamitjuk be, 1ldsd lejjebb). Az eredményes
versenyzéshez tehat nincs sziikség valamennyi feladat megoldaséara; ki-ki gondolja
végig, mely példakkal foglalkozna szivesen, hogyan érhetné el a legtobb pontot.

A B-feladatok sorrendje megfelel az iskolai tananyagnak: egy feladatsoron beliil
az alacsonyabb sorszamuakat ajanljuk a fiatalabbaknak. A feladatok — szdndékaink
szerinti — nehézségét a kozolt pontszam jelzi (t6bbnyire 3-6).

A B-pontverseny eredményét 6t korcsoportban tartjuk nyilvan: a 8. évfolyamig,
a 9., 10., 11., illetve 12. évfolyamokban.

A -jelili nehezebb matematika feladatok

Az A-pontverseny a legfelkésziiltebb didkok szamara jelent kihivast. Azoknak
ajanljuk, akik tudoméanyos kutaté palydra vagy nemzetkozi versenyekre késziilnek.

Havonta két vagy harom A-feladatot tiiziink ki, mindegyik feladatra legfel-
jebb 7 pont kaphaté. Az A-verseny résztvevéit nem kiilonitjiik el évfolyamonként,
mindannyian egyiitt versenyeznek.

Fizika versenyek
Héromféle fizika versenyt inditunk: M, G és P kategoridban. Egy tanul6 tobb

pontversenyben is indulhat, de a G- és a P-pontversenyek koziil csak az egyiket
valaszthatja. A legfeljebb 10. osztalyosoknak honlapunkon, a személyes bedllitasaik
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kozott kell nyilatkozniuk, hogy a P- és G-versenyek koziil melyikben kivannak részt
venni.

Természetesen 6rommel varunk altaldnositdsokat, megjegyzéseket, masfajta
megoldasi vagy kitiizésre tett javaslatokat, ezeket szivesen kozoljiik, sot, a pontver-
senyen kiviil kiilond{j forméjaban is elismerjiik.

M-pontverseny — fizika mérési feladatok

Havonta egy mérési feladatot tiiziink ki, valamennyi korosztdly szaméra kozo-
sen. A feladatok megolddsaval 6-6 pontot lehet szerezni.

A mérés elvégzéséhez szabad egy személy (csalddtag, osztélytédrs, bardt) se-
gitségét is igénybe venni. A segitd személy adatait a mérési jegyzSkonyv elején
a versenyzO adatai mellett tiintessétek fel. Ebben a pontversenyben azt is megen-
gedjiik, hogy a mérést két versenyz6 kozosen, méroparban végezze el. A méropar
tagjai — akik jarhatnak kiilonb6z6 iskoldba és kiilonb6z6 évfolyamokba — egyméstol
fiiggetleniil nevezzenek be az M-pontversenybe. A mérési jegyz6konyvet a méré-
par mindkét tagja a sajat nevénél toltse fel a munkafiizetbe, és a fejlécen minden
honapban szerepeljen mindkett&jiik neve, iskoldja, osztalya, e-mail cime. A mérési
jegyzokonyvért jaré pontszamot a méropar mindkét tagja kiilon-kiilon megkapja.

G-jelt fizika gyakorlatok

A G-pontversenyben legfeljebb 10. osztalyosok vehetnek részt. Azoknak az ol-
vas6inknak ajanljuk, akik tul nehéznek vagy szokatlannak talaljak a P-feladatokat.
To6bbnyire az iskolai tananyaghoz szorosabban kapcsolédé gyakorlatokat talalnak
a versenyzOk, igy azok is eséllyel indulhatnak, akik még nem rendelkeznek feladat-
megoldé rutinnal, de a gyakorlatok megolddsaval és bekiildésével felkésziilhetnek ar-
ra, hogy a kovetkez6 években eredményesen szerepelhessenek a P-pontversenyben.

Minden hénapban négy G-gyakorlatot tliziink ki, az elérheté pontszamokat
a feladatok utan feltiintetjiik. Mindenki szabadon vélaszthat a kitlizott gyakorlatok
koziil, de havonta legfeljebb harom feladat megoldasat (el0szor a nem verseny-
szerlieket) szémitjuk be a pontversenybe. A G-pontversenyt hdrom kategéridban
(legfeljebb 8. évfolyam, 9., 10. évfolyam) kiilon-kiilon osszesitjiik és értékeljiik.

P-jeli fizika feladatok

Havonta kb. tiz elméleti feladatot tiiziink ki, nem nehézségi, hanem az életkor-
nak megfelel$ sorrendben. A pontszdamokat a feladatok utén feltiintetjiik. Mindenki
szabadon valaszthat a kitlizott elméleti feladatok koziil. Az 1-8. évfolyamosok-
nak havonta legfeljebb harom, a 9-12. évfolyamosoknak legfeljebb 6t
megoldasat szamitjuk be a pontversenybe (azonban eldszér a nem versenyszerti-
eket).

Az elméleti versenyt korosztdlyonként (8. éviolyamig, 9., 10., 11., 12. évfolyam)
kiilon-kiilon Osszesitjiik és értékeljiik.

Informatika versenyek

I-pontverseny — informatika alkalmazasi és programozasi feladatok

Havonta hérom T jelii és egy I/S jelii feladatot tiiziink ki. A feladatok egy
része altalanos iskolasoknak is ajanlhaté, nagyobb része azonban a kozépiskolai ta-
nulmédnyokra tamaszkodik. Alapvetd célunk, hogy e feladatok segitsék a felkésziilést
az informatika versenyekre és az emelt szintii érettségire. Minden hénapban a négy
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kitiizott feladatbdl a harom legmagasabb pontszamot elért feladat pontszamat sza-
mitjuk be az I-pontversenybe.

Az 1 jelli feladatok programozasi és informatika alkalmazoi feladatok. A felada-
tok egyike jellegében és formdjdban is 1ényegében megegyezik az érettségin kitiizott
feladatokkal, ezt az (E) bettivel jelezziik a feladat sorszdma mellett. Versenyz&ink
ezen feladatok megoldasaval a vizsgara valo felkésziilést is gyakorolhatjak.

Az 1/8S jelii feladatok az I jelli programozasi feladatokndl nehezebb, de az S je-
liieknél kénnyebb programozési feladatok. A megolddshoz sziikséges ismeretek és
algoritmusok megtalalhatok a http://tehetseg.inf.elte.hu/nemes és a https:
//www.oktatas.hu/pub_bin/dload/kozoktatas/tanulmanyi_versenyek/oktv/
oktv2020_2021_vk/116_informatika_2021.pdf oldalakon.

S-pontverseny — nehezebb programozasi feladatok

Az S-pontverseny egy S jelil nehezebb programozasi feladatbdl és az I-pontver-
senyben is résztvevd I/S feladatbdl 4ll. Mindkét feladat a programozési versenyekre
valé felkésziilést szolgalja. A megoldashoz sziikséges ismeretek és ajanlott algorit-
musok korét a Nemzetkozi Informatikai Didkolimpidkon alkalmazott angol nyel-
vii lefrds (IOI Syllabus) tartalmazza, 1dsd https://people.ksp.sk/ misof/ioi-
syllabus/. Az S és I/S feladatok értékelésénél az eredmény helyességén kiviil azt
is figyelembe vessziik, hogy az algoritmusok mennyire hatékonyak, nagyméretii be-
mené adatok esetén is lefutnak-e a megadott idékorlaton beliil.

A feladatok megjelenése

Uj feladatokat havonta, szeptembert6l majusig tiiziink ki. A feladatokat meg-
talalod nyomtatott szdmunkban és honlapunkon.

Honlapunkon a feladatokat, szeptember ki-
vételével, az adott hénap 28. napjan hozzuk
nyilvanossagra. Eléfizetéink azonban az adott
tipusu feladat bekiildési hataridejét kovetd nap-
tol elérhetik a kovetkezo havi feladatok szdve-
gét, és elkezdhetik a munkat. Amennyiben el6-
fizettél a KoMal-ra, a személyes bedllitasaid
kozott add meg eléfizetéi kédodat. Az elofize-
t6i azonositot megtaldlod a szeptemberi szam
cimlapjara raragasztott cimkén.

Azok az elbfizetdink, akik (példdul életko-
rukndl fogva) nem versenyzdink, regisztracié és
az elofizet6i kéd megadasa utan, a versenyzok-
kel egyiitt szintén elérhetik a feladatok szove-
gét.

Egy el6fizet6i kédot csak egy személy hasz-
nélhat.

Kozépiskolai Matematikai
és Fizikai Lapgk

Informatika vattal

159162935492

EA eléfizetsi azonosits
oz réstletek a 337. oldalon

Ieaipazise fix

Versenyek | Anharmonius rezgisek periddusider

A dolgozatok tartalma

Kérjiik, tanulményozd a korabbi szdémainkban és honlapunkon megjelent meg-
oldéasokat, ezek sokat segithetnek annak megértésében, hogy milyen format és rész-
letességet varunk el a bekiildott megoldasoktol.
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Matematika és fizika elméleti megoldasok

A megoldés leirdsa azt jelenti, hogy az olvasét végigvezeted a megolddsod
lépésein. Torekedj a rovid, olvashatd leirdasra. Préobald még egyszer atgondolni
a lépések sorrendjét, és leroviditeni a megoldast. A gondos leirds sok id6t igényel;
ne hagyd az utolsé pillanatra.

Maximalis pontszam csak teljes megoldasért jar; puszta eredménykozlésért
nem adunk pontot. A kimondott allitasokat igazolni kell. Levezetés és hivatkozas
nélkiil csak a kozépiskolai tananyagban szerepl6 tételeket fogadjuk el. Kozismert
tételekre (pl. Menelaosz-tétel, Holder-egyenlStlenség stb.) elegendé a neviikkel hi-
vatkozni, egyéb esetekben ki kell mondani a felhaszndlt tételt, és fel kell tiintetni
az idézett forrdst (cim, oldalszdm vagy internet-cim). Tételekre valé hivatkozédskor
azt is meg kell mutatni, miért teljesiilnek a tétel feltételei, és hogyan kovetkezik
a tétel allitdsabol a bizonyitds gondolatmenetének kovetkezd 1épése.

Tobbszor el6fordult mar, hogy egy-egy feladat szerepelt valamely példatarban,
vagy megtaldltak az interneten. Arra is lattunk példat, hogy egy folyéiratcikkben,
vagy éppen a KoMal. egy korabbi feladataban a feladatban kittizottel lényegében
ekvivalens, vagy anndl altalanosabb allitds bizonyitasa szerepelt. Célunk tovabbra
is versenyzoink problémamegoldé képességének fejlesztése, nem pedig a keresGprog-
ramok tesztelése, ezért nem adunk pontot azokra a dolgozatokra, amelyek
csak a megoldas helyét kozlik, vagy azt mutatjak meg, hogy a feladat
egy nehezebb tétel specidlis esete vagy trivialis kovetkezménye; a vég-
eredményhez vezeté megoldast részletesen le kell irni.

Ha a megoldashoz konyvekben vagy az interneten talalt irasokat hasznalsz fel,
és ezekbdl idézel, tiintesd fel a felhasznalt forrdsokat.

A fizika feladatoknal el6fordulhat, hogy a feladat szovege nem tartalmaz
a numerikus megolddshoz sziikséges minden konkrét informaciot, példaul bizo-
nyos anyagi allandokat, foldrajzi vagy csillagaszati mennyiségek szamszerti értékeit.
Ilyenkor vagy a Négyjegyt fiiggvénytablazatokban, vagy az interneten kereshet-
jiikk meg a sziikséges adatokat.

A hosszabb, dsszetettebb gondolatmeneteket érdemes tagolni, részekre bonta-
ni; hasznélj, bekezdéseket, részeket, cimeket és alcimeket. A kiilonbozé segédallité-
sokra, képletekre és abrakra konnyebb hivatkozni, ha megszamozod.

A geometria feladatok megolddsanak fontos részei az abrak, amelyeken kovetni
és ellendrizni lehet a 1épéseket. Mindig rajzolj dbrat, az abra nélkiili megoldasokat
nem tekintjiik teljesnek. Bonyolultabb &dbrak esetén az egyes geometriai objektu-
mokat szovegesen is definidld (pl. ,legyen P’ a P pont tiikérképe az e egyenesre”).
Elektronikus bekiildés esetén iigyelj a megfeleld felbontasra. A felbontéds akkor meg-
felelo, ha a szamitégép képernydjén elfér, és a fontos részletek is jok kivehetéek.
A j6 abra mérete tobbnyire 500-1000 pixel kozott lehet.

A matematika példak megoldasaként szamitogépes programokkal — beleértve
az olyan online szolgdltatdsokat is, mint példaul a Wolfram Alpha — kiszamitott
eredményeket nem fogadunk el. Ha harmincnal tobb esetet vizsgalsz, pedig lénye-
gesen le lehetett volna sziikiteni az esetek szamat, azt is ugy tekintjiik, mintha
programot irtél volna.
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Mérési feladatok

A mérési jegyzOkonyv feltétleniil tartalmazza a mérés elvének attekinthetd le-
irasat (a mérési elrendezés vazlatos rajzaval, esetleg fotékkal), megfeleld szdmu és
pontossagi mérési adatot (dttekinthetd tabldzatban, a mértékegységeket is meg-
adva), a mérési adatok kiértékelését (lehetdleg grafikusan dbrdzolva), és a hiba
nagysagrendjének becslését. A mért és szamitott mennyiségeket ne adjuk meg in-
dokolatlanul sok tizedesjeggyel, hanem csak a becsiilt hibaval 6sszhangban allé
pontossaggal. A mérési jegyzékonyv legyen viszonylag tomor, de annyira attekint-
hetd, hogy annak alapjan barki meg tudja ismételni a leirt mérést. Nagyon sok
(50-nél tobb) mérési adat esetén elegendd azoknak csak egy ,reprezentativ’ részét
bekiildeni és a tobbinek csak az atlagat kozolni. A 6 oldalnél hosszabb jegyzokonyv
tartalmazzon egy rovid (kb. 1/2 oldalas) osszefoglaldst.

Informatika megoldasok

Az I-jeli programozasi feladatok megolddsat Basic, C++, C#, Java, Pascal
vagy Python nyelvek egyikén kell elkészitened. A fejlesztéshez barmilyen fejlesz-
tokornyezet hasznéalhatsz, javasoljuk az Oktatasi Hivatal honlapjan elérhet6 emelt
szintli érettségi szoftverlista fejlesztéeszkozeit.

Az I-pontversenyben kitiizott alkalmazoi feladatok megolddsahoz szintén
az elébbi szoftverlista eszkozeit javasoljuk. Az alkalmazdi feladatokat a listan sze-
repl6 alkalmazasokkal fogjuk értékelni. Az egyéb hasznalhaté alkalmazédsokat egy-
egy feladat leirasa tartalmazza, ezek jorészt szabadon félhasznalhaté programok.

Az 1/S és S-jelii feladatok megoldasat C, C++, Pascal vagy Java nyelvek va-
lamelyikén kell elkészitened. A megoldashoz dokumentaciét kell irnod és a forrds-
kédot kommentekkel kell kiegészitened. A kiilonallé dokumentécidoban a megoldas
elvi menetének, algoritmusanak ismertetését varjuk. A forraskéd kommentezésének
lényege, hogy segitségével — a dokumentdcio ismeretében — konnyen megérthetd le-
gyen az egyes kodsorok, kodrészletek feladata, szerepe a megoldds menetében.

Az 1/S és S-jelii programozdsi feladatok megoldédsét ellenérizd az http://
ideone. com tesztkornyezetben a feladathoz elérheté bemenetekkel. Ezeknek a fel-
adatoknak az értékelése részben automatikusan torténik, ezért fontos, hogy a prog-
ram az eloiras szerinti formaban adjon kimenetet.

A megoldasok elkészitése és bekiildése

Megoldasodat a Munkafiizetben kiildd be.

A matematika és fizika dolgozatokat honlapunkon megszerkesztheted vagy kész
fajl formajaban feltoltheted. Az informatika feladatok megolddsat csak feltdlteni
tudod.

Azokat a dolgozatokat, amelyek tobb feladat megolddsat tartalmazzédk egy
fajlban, vagy kiilalakjuk miatt értékelhetetlenek, nem versenyszeriinek tekintjiik.
Nem versenyszerti tovabba az olyan megoldas, ahol rendes képletek helyett ne-
hezen értelmezhetd karaktersorozatok vannak, pl. x2+((1+5+2sqrt (5)x2) /4 vagy
(1+gydk5) /2*x.

A megoldasok online szerkesztése az Elektronikus Munkafiizetben

Az Elektronikus Munkafiizet a honlapunk része. Webes feliilet, amely leheto-
séget ad a megoldds kozvetlen befrasdra, szerkesztésére. A megoldasaidat modosit-
hatod, atszerkesztheted a bekiildési hataridoig.
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Képletek szerkesztéséhez a TEX rendszert hasznéljuk. Javasoljuk, hogy honla-
punkon jérd végig a TgX tanfolyamot (https://www.komal.hu/mf?a=tk).

Kész fajlok feltoltése

Megoldasaidat az otthoni vagy iskolai szamitégépeken is elkészitheted, és a kész
fajlt honlapunkon feltcltheted. Matematika és fizika feladatok megolddsa esetén
a tobbféle operaciés rendszerben olvashaté PDF formatumot hasznédld. A doku-
mentum elején legyen ott az un. fejléc: a feladat szama pirossal, név, osztély, véros,
iskola, e-mail cim.

Kézirassal késziilt megoldasodat megfelel6 minéségben, egy darab
pdf fajlként toltsd fel a Munkafiizetbe.

Ugyelj arra, hogy a kép jol olvashaté legyen, és a felbontds ne legyen se tiil nagy,
se tl alacsony. Ha fényképezel, érdemes tobb képet késziteni szért (természetes)
fénynél, és a legjobban sikeriilt képet haszndlni. A képet forditsd &ll6 helyzetbe,
a szélét vagd korbe, hogy csak a megoldds maradjon a képen, végiil méretezd &t.

Fényképek feldolgozasara sokféle képmanipulalé programot és telefonos app-
likdciét hasznédlhatsz. Mi a CamScannert ajndljuk leginkabb, mert ezzel kénnyen
készithetsz egy darab megfelel6 pdf fajlt.

Az informatika megoldasok bekiildése

Az informatika feladatok megoldasait kizardlag kész fajlként tudod
feltblteni a Munkafiizetbe. Amennyiben a megoldas tobb f4jlbdl all, gy egy,
a fajlok mindegyikét és a dokumentdaciot is tartalmazd, a feladat sorszamaval egyezé
nevli mappét kell ZIP tomoritéssel becsomagolva egyetlen fdjlként bekiildened.
Ugyelj arra, hogy a témoritett dllomanyokba futtathaté fajlok (pl. a fejlesztéskor
létrejové . exe dllomdny) ne keriiljenek.

A programozasi feladatokndl a forraskdd elsé soraiban megjegyzésként szere-
peljen

e a feladat szama;

e a versenyzd teljes neve (jelzészdmmal) és osztélya;
e az iskola neve varosnévvel egyiitt;

e a versenyzl e-mail cime;

e az alkalmazott forditoprogram neve és verzidészama.

Kérjiik, hogy a programozasi feladatokndl a program be- és kimenete mindig
a feladatban megadott médon valésuljon meg. Erre azért van sziikség, mert a bekiil-
dott programokat sokféle tesztadatra lefuttatjuk, és ezt igyeksziink automatizalni.

Az informatika feladatokkal kapcsolatos barminemii kérdéseket, esetleges rek-
laméciokat az inf-szerk@komal.hu cimre varjuk.

A bekiildési hatarid6

A bekiildési hataridé matematikdbdl a lap megjelenését kéveté6 hénap 10.,
fizikabdl és informatikdabdl a 15. napja; szombat, illetve munkasziineti nap
esetén a kovetkezd munkanap. Vedd figyelembe az internet esetleges hibait és
a bekiildési hatarid6 id6 elétti orakban a szerver gépiink esetleges tulterheltségét;
ilyen okokra hivatkozva sem fogadunk el késedelmes dolgozatokat.
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Ertékelés

A pontversenyek allasat és versenyzéink részletes eredményeit a honlapunkon
folyamatosan kozoljiik. Kérjik, vegyétek figyelembe, hogy a postai kézbesités és
a dolgozatok feldolgozasa sok idOt vesz igénybe; altalaban a bekiildési hataridé
utan 1-2 honappal jelennek meg az eredmények. Versenyzdinket e-mailben is érte-
sitjitk a pontszamok valtozéasairdl. Javitoink a pontszamon kiviil szoveges értékelést
is kiilldhetnek, példaul felhivhatjak a figyelmedet a dolgozatod hidnyosségaira. Ez
azonban nem kotelezo, ugyanis a javitoknak nem ritkan szédzas nagysagrendi dol-
gozatot kell kijavitani.

Reklamaciék

A dolgozatok értékelése utan az Elektronikus Munkafiizetben rovid kérdést
vagy lizenetet kiildhetsz a javitonak, 6 pedig ugyanott valaszolhat. A kiilonbozé
feladatokat kiillonbozé javitok javitjak, ezért mindig csak az adott feladatrol kér-
dezz.

Ugyelj az udvarias hangvételre. Olyan médon kérdezz, amit szemtél-szembe,
akar a tanaraiddal vagy a sziileiddel szemben is helyesnek tartanal.

Eldontetlen vita, reklamécié esetén a szerkesztéséghez fordulhatsz. Reklama-
ciokat a feladat értékelése utan két hétig fogadunk el a szerk@komal.hu cimen.

Szabalytalan versenyzés

FONTOS! A versenyek egyéni versenyek; a versenyzéknek 6nalléan
kell elkésziteniiik a példdk megolddsait. A mérési verseny kivételével (lasd
az M-pontverseny lefrdsdt) tilos a kitlizott feladatokat a bekiildési hatéridé eldtt
masokkal megvitatni, masoktol segitséget kérni vagy elfogadni a feladatok meg-
oldasdhoz. A kozosen készitett vagy médsolt dolgozatokat — beleértve az eredeti
szerzOét is — mem versenyszerinek értékeljiik. A csoportosan masolt dolgozatokat
visszakiildjiik az osztdlyt tanité tandrnak. Stlyosabb, az egész pontversenyt veszé-
lyeztet6 esetekben (pl. a feladatok megtargyaldsa internetes féorumokon) az érintett
versenyzoket kizarjuk a versenybol.

A végeremény kozzététele

A versenyek végeredménye az dsszes dolgozat kijavitdsa utdn, varhatéan au-
gusztus elején a honlapunkon, majd a 2021. szeptemberi szamunkban jelenik meg.
A legeredményesebb versenyzok arcképét 2021. decemberi szamunkban kozoljiik.
A legjobbak a MATFUND Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Alapitvany palya-
dijait és targyjutalmakat kapnak a 2021. évi KoMalL Ifjiusdgi Ankét rendezvényén.
Az okleveleket postan kiildjiik el.

Néhany megjegyzés

A versenyben résztvevd hozzdjarul a dolgozatanak név nélkiili, valamint a szer-
kesztett valtozat névvel torténd kozléséhez.

Orommel fogadunk feladatjavaslatokat, cikkeket, szakkori munkardl szélé be-
szamolokat, kozlésre alkalmas iskolai palyamunkakat. Javaslataikat, kozleménye-
iket postan vagy e-mailben juttathatjik el szerkesztOségiinkbe. Szép, érdekes és
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nem kozismert feladatokat barki javasolhat kitlizésre. A javasolt feladatokat (meg-
olddsokkal egyiitt) a szerkesztdség cimére kiildjék el. A didkok elfogadott javaslatai
koziil a legszebbeket kiilondijban részesitjiik.

Szeretnénk, ha a kittizott kérdések nem zarulnanak le véglegesen a bekiildési
hatéaridovel, a kozolt megoldédssal. Erre teremt lehet6séget az internetes KoMal £6-
rum. Barmely, a lapunkban megjelent feladathoz, cikkhez kapcsolédé megjegyzést,
altalanositdst szivesen latunk és alkalomadtan kozoljiik.

Végezetiil mindenkinek eredményes tanévet és sikeres versenyzést kivan

a SzerkesztOség

C gyakorlat megoldasa

C. 1549. Az AB szakasz felezépontja legyen F', tovabbd legyen az AF sza-
kasz eqy tetszdleges pontja Z. F-ben merdlegest dllitunk AB-re és felmérjik rd az
FX = FA tdavolsiagot. B-ben is merdlegest dllitunk AB-re és felmérjik rd a BY =
AZ tavolsdgot gy, hogy X és'Y az AB egyenesének egyazon oldaldn legyenek.
Mekkora lehet az X ZY sz6g7

Javasolta: Surdnyi Ldszlé (Budapest)

Megoldas. Készitsiink dbrat geogebraban, hatha megsejtiink valamit. A ne-
tes megoldas az alabbi oldalon talalhato, és ott letolthetd egy geogebra fajl, mely-
ben a Z pont mozgathaté az AF szakaszon: https://www.komal.hu/feladat?a=
feladat&f=C1549&1=hu.

Ez alapjan az a sejtés, hogy a kérdéses szog értéke 45°, illetve az XY Z
haromszog egyenld szaru és derékszogili. Bizonyitsuk ezt be.

Ha a Z pont az A pontba esik, akkor az Y pont a B ponttal egyezik meg, és
az XZY haromszog egyenld szaru derékszogii haromszog, X ZY < = 45° (1. dbra).

X X Y
A=7 F B=Y A F=7 B
1. dbra 2. dbra
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Ha a Z pont az F pontba esik, akkor az XZBY négyszog négyzet, az XZY
hdromszog ekkor is egyenld szari derékszogli haromszog, és X ZY < = 45° (2. dbra).

Ha a Z pont mashol helyezkedik el, arra az esetre adunk harom megoldast.
A honlapon két, ezektdl kiilonboz6 megoldés olvashatd.

I. megoldas. Allftsunk merdlegest X 1P
az X pontbdl a BY egyenesre, a talppon- b
tot jelolje P. Az FBPX négyszog négy- a ¢
zet, mert hiarom szoge derékszog és F'B = v
=FX =a. Ezért PB=a, és {gy PY = T
=a—>b (3. dbra) L g b

’ ' A Z a—-b F a B
Mivel PY = FZ =a—b, PX = FX =
3. dbra

=a és YPX<1=ZFX<=090° ezért az
YPX és a ZFX haromszog egybevago.
Ebbol kovetkezik, hogy XY = XZ és Y X P< = ZX F<. Innen adédik, hogy

90° = FXPq<=FXY<+YXPa=FXY<+ZXFa=Z7ZXP«q,

és igy

180° — o
XZY <1 = M = 45°.

I1. megoldas. Helyezziik az dbrat koordinatarendszerbe tgy, hogy az F' pont
az origéban legyen, az A pont koordindtdja (—a;0), a Z ponté pedig (—b;0). Ekkor
a B pont koordindtéi (a;0), az Y ponté pedig (a;a — b) (4. dbra).

Y
X(0,a)
/Y(a; )
A(—a;0) Z(-b;0) F(0;0) B(a;0) =
4. dbra

Irjuk fel a ZX és ZY vektorok skalarszorzatat kétféleképpen. Mivel Z X =
—
= (bja) és ZY = (a + b;a — b), ezért egyrészt

Z—X>~Z—}>/:b(a+b)+a(a—b):ab+b2+a2—ab:a2+b2.
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Maésrészt

ZX 7Y = \/b2+a2~\/(a+b)2+(a—b)2~cosa:
= Va?+b%-/2(a® +b?) - cosa = \/§(a2 +b%) cos .
A kétfajta felirds egyenld egymaédssal:

V2(a? +b%) cosa = a® + b,

1
cosa = —,
V2
a = 45°,

mivel 0° és 90° kozott van.
Gal Bence (Szolnok, Varga Katalin Gimn., 11. évf.)

III. megoldas. Mivel FA=FX = FB és AF X< =90°, ezért az ABX ha-
romszog egy 2a atloju négyzet fele, XA = X B és AXB<=90° (5. dbra).

0
(=

a B

5. dbra 6. dbra

Forgassuk el az e := AB egyenest az X pont koriil 90°-kal. A kapott ¢’ egyenes
merdleges lesz az e egyenesre, igy megegyezik a feladatban B-ben éllitott AB-re
merdleges egyenessel (6. dbra).

Mivel AX = BX és AX B« = 90°, ezért a forgatds soran A képe B lesz. Tud-
juk, hogy b= AZ = A'Z' = BY ,igy Z képe Y = Z'. Mivel a forgatés tdvolsdgtarto,
gy XZ = X7' = XY, és mivel 90 fokkal forgattunk, {gy ZXZ7'<t = ZXY < = 90°.
Tehat az XZY egy egyenko szaru derékszogli haromszog, és igy a keresett szog,
XZY < =45°.

91 dolgozat érkezett. 5 pontos 62, 4 pontos 11, 3 pontos 3, 2 pontos 1, 1 pontos 2,
0 pontos 11 dolgozat. Nem versenyszerii: 1 dolgozat.
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Matematika feladatok megoldasa

B. 5001. Egy egyenld szdri hdromszdg alapja a, szdrszdge 120°-ndl kisebb,
az alaphoz tartozé magassaga m. A hdaromszog mindegyik csucsdt tikrozzik a szem-
kozti oldalegyenesre. A hdrom kapott pont eqy mdsik eqyenld szdri hdromsziget al-
kot, amelynek alapja a’, alaphoz tartozé magassdga pedig m'. Mutassuk meg, hogy

a m

LA
a m

(3 pont) Javasolta: Bdrtfai Pdl (Budapest)

Megoldaés. Legyen a haromszog alapja BC, szarainak metszéspontja A, szar-
szoge a, a tiikorképpontok A’, B’, C’, a magassdgok talppontjai pedig Ta, Tg, Tc.

Kétféleképpen helyezkedhet el a tiikrozéssel kapott haromszog az eredetihez
képest, aszerint, hogy « kisebb vagy nagyobb, mint 60°. (Amennyiben o = 60°,
a haromszog szabdlyos, a tiikrozések utan egy kétszer akkora haromszoget kapunk,
mindkét ardny pontosan 2.)

1. eset: a < 60° (1. dbra). CBTpA = DB'Tg/, hiszen a szimmetria miatt
B'C" || OB, gy CBTp< = TpB'D<, BCTp< = TpDB'<, mert valtdszogek, to-
védbba a tiikkrozés miatt BTp = TpB’. Ezzel beldttuk, hogy B’D = a. Ugyanigy
igazolhaté az is, hogy C'E = a. Az egyik ardny az eddigiek alapjdn:

« _BC' _BD+ED+C'E _2+ED _, FED

a a a a a
A tiikrézés miatt ATy = Ty A’, igy a mésik ardny:
m'  TA"  AA"— AT  2m — AT _2_£

m m m m m

Az ADEAN ~ ABC/\, az oldalak és magassiagok aranya megegyezik, vagyis

g—g = %. Az a oldalt és az m magassagot beirva: % = % Ebbdl a két ardny

Osszege valoban:
! ! ED AT
a;+ﬁz <2+)+ <2> =4.
a m

2. eset: a > 60° (2. dbra). Az els§ eset szerint haladva a tiikrozés és a szim-
metria alapjan B’'D = C'E = a. Ezzel kapjuk, hogy
o« _BC _BD+C'E-DE_2-DE_, DE

a a a a a
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1. dbra 2. abra

Az A’B'C’ héromszog alaphoz tartozé magassdga AT = A'Ta + ATs + AT =
=2m+ AT. Az m’/m ardny:

m' AT 2m+ AT - AT

m  m  om m

Az ABC és AED haromszogek hasonlésagdbdl az alapjaik aranya megegyezik
a hozzajuk tartozé magassagok ardnyaval:

DE AT
a m’
A két ardny Osszege tehdt ismét:
! ! DFE AT
LENILUREY e Y
a m a m

Lovas Mdarton (Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., Budapest, 8. évf.)
dolgozata alapjan
Osszesen 59 dolgozat érkezett. 3 pontos 39, 2 pontos 12 tanulé dolgozata. 1 pontot 4,
0 pontot 4 tanulé kapott.

B. 5095. Legyenek a, b, ¢ nulldtol kiilonbozo egész szamok. Bizonyitsuk be,
hogy ha az %b, % és % szdmok dsszege egész, akkor kilon-kilon is egészek.

(3 pont) George Stoica (Saint John, Kanada)

I. megoldas. Indirekten tegyiik fel, hogy az egyik tag nem egész. Mivel a,

b és c szerepe felcserélheto, foltehetjiik, hogy példaul az elsé tag, %b nem egész.
Ez azt jelenti, hogy van olyan p prim, ami a nevezo kanonikus alakjaban magasabb
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kitevén van, mint a szamlaléban. Jelolje rendre x, y és z a p legmagasabb hatva-

nyanak a kitevéjét, amivel a, b illetve ¢ oszthaté. Ekkor az %b tort szamlalojanak

primtényezés alakjaban a p kitevGje x + y, a nevezdjében z, és indirekt feltevésiink
értelmében z > x + y.

A harom tort dsszege

a?b? + b2 +a’c  a?b?* + P (a® + b?)
abc N abc

Ez a tort egész, azaz a nevezd osztja a szamlalot. A szamlalo elsé tagja-
ban p kitevéje 2z + 2y, c?-ben 2z, (a2 + bz)—ben pedig legaldbb min (2z,2y); igy
c? (a2 + bz) kanonikus alakjaban a p kitevéje legalabb

2z + min (2z,2y) > 2z > 2z + 2y.

Ebbél kovetkezik, hogy a tort szamlaldjaban a p maximalis kitevdje 2x + 2y. A tort
nevezojében viszont p maximdlis kitevéje x + y + z > 2x + 2y, ami ellentmondas.

Fiilop Csilla (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn., 9. évf.)

II. megoldés. Az

3 ab bc  ca\ o ab bc ab ca bc ca ab bc ca
xr°’ — i_'_i_f_i €T + —_ —_ — —_ r—— " — =
c a ¢ b a b

b b
:x3—(a+C+C£l>x2+(a2+b2+02)m—abc
c a

egész egyiitthatés polinom féegyiitthatéja 1, raciondlis gyokei pedig %b, % és %
A Rolle-tétel (raciondlis gyokteszt)* miatt ezek a gyokok egészek is, ami éppen
a feladat allitasa.

Hervay Bence (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.),
Mdcsai Daniel (Keszthelyi Vajda J. Gimn., 11. évf.)

52 dolgozat érkezett. 3 pontos 32, 2 pontos 3, 1 pontos 12 versenyzé. 0 pontos 5
versenyzo.

B. 5105. Legyen n pozitiv egész. Hatdrozzuk meg azt a legkisebb k szdmot,
ahdny szinnel barmilyen n csicsu iranyitott eqyszert graf €élei szinezhetdk gy, hogy
ne legyen benne egyszini kor.

(4 pont) Javasolta: Szabd Kornél (Budapesti Fazekas M. Gyak.
Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

“http://math.bme.hu/ nagyat/rolle.pdf
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I. megoldas. Ha n < 2, akkor nyilvan k£ =1, hiszen a griafban nem lehet
irdnyitott kor.

Tegyiik fel ezutan, hogy n > 3. Ekkor k > 2, mivel példdul egy irdanyitott n
hosszu kor megfeleld szinezéséhez legaldabb két szin szitkséges. Megmutatjuk, hogy
k =2 szin mar mindig elegend6. Szamozzuk meg a graf csucsait az 1,2,...,n
szamokkal, és egy ¢ csiicsbdl egy j csiicsba mutatd irdanyitott él legyen piros, ha
1 < j, és legyen kék, ha i > j. Ekkor, ha az i1, s, ..., 4; csicsok ebben a sorrendben
egy egyszini iranyitott kor csucsai lennének, akkor vagy i1 < io < ... <1y < 1-
nek, vagy i1 > io > ... > iy > i1-nek kellene teljesiilnie, azonban vilagos, hogy ezek
egyike sem allhat fenn. Ezzel mutattunk olyan szinezést 2 szinnel, ami megfeleld.

Tehat n = 1,2 esetén k = 1, n > 3 esetén pedig k = 2.

II. megoldas. Az n szerinti indukciéval igazoljuk, hogy n > 3 esetén k = 2.
A kezdeti feltételek nyilvanvaléan teljesiilnek. Tegyiik fel, hogy az allitds minden
n csucsu grafra igaz, és tekintsiink egy n + 1 cstucsu grafot. Valasszuk ki ennek
egyik, P csicsat. A P csucsot és a vele szomszédos éleket elhagyva, a kapott
n csucsu graf az indukcids feltevés szerint megfelel6en kiszinezhet6 két szinnel.
A P-vel szomszédos élek koziil pedig a P-be mendket szinezziik pirosra, a P-bdl
induldkat pedig kékre. fgy az egész graf szinezése megfelels: ha egy irdanyitott kor
nem megy at P-n, akkor az indukcios feltevés szerint nem lehet egyszinti. Ha pedig
atmegy P-n, akkor tartalmaz egy P-be mend és egy P-bdl indulé élt is, és ezek
kiilonb6z6 szintiek.

Argay Zsolt (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

ITI. megoldas. Egy szin biztosan nem lesz elég, hiszen lehet a grafban irdanyi-
tott kor. Megmutatjuk, hogy egyébként pedig két szin elég lesz. Kezdjiik el az egyik
szinnel (piros) beszinezni az éleket, és legyen a szinezésiink olyan értelemben ma-
ximalis, hogy jelenleg még nincs piros iranyitott kor, de ha barmelyik tovabbi élt
szineznénk pirosra, akkor mar lenne. Szinezziik ezért a tobbi élt kékre. Megmutat-
juk, hogy ekkor nincs kék irdnyitott kor. Tegyiik fel indirekt, hogy van kék irdanyitott
kor: By, Bo, ..., By, Bi. A B;B;y1 él nem lévén piros, a B;;1-et B; -vel irdnyitott
piros 1t kéti dssze (minden i =1,...,t-re). Legyen ez az t: Bjy1A{AS... A} B;.
Tekintsiik a kdvetkezd piros irdnyitott utakat:

(B1ATAY . AL By), (B AT TAL AL By), L, (B2AJAS L AL By).

Ezeket Osszeflizve egy piros irdnyitott kort kapunk a B, csucsokon keresztiil. El-
képzelhet6, hogy az Osszeflizott utaknak volt kozos csicsa vagy éle, de ez csak
annyit jelent, hogy tobb piros iranyitott kort is kaptunk. Ez azonban ellentmond
a piros szin hasznalataval kapcsolatban megfogalmazott feltételiinknek, azaz ellent-
mondasra jutottunk, tehat bizonyitasunk teljes.

Kerekes Boldizsdr (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)

45 dolgozat érkezett. 4 pontos 38, 3 pontos 2, 2 pontos 1, 1 pontos 3, 0 pontos
1 dolgozat.
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A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(659-663.)

K. 659. Hény olyan kiillonb6z6 négyszog van, amelynek cstcsai egy adott sza-
balyos kilencszog csticsai koziil valdk és a négyszog a belsejében tartalmazza a ki-
lencszog kozéppontjat? (Az egybevdgd négyszogeket nem tekintjiik kiilonbozének. )

ik a1 25 15 678 6 6 wemonat, 1 O E O O
ol 3 ket spomaricon négyaetbe it o st () @
fortnk. n nigmyetciet pedg vesattonae L O [ @ O
rbkbgl)? Melyik szamokat radiroztuk ki az iires ko- @ Q

b) frjuk be mindegyik négyzetbe azt a szamot, I:' I:I @ I:'

amit eredetileg beleirtunk.

K. 661. Az ABCDEFGH szabalyos nyolcszog 2 egység hosszu BC és GH
oldaldra a BCIM és a GHN P négyzetet rajzoljuk befelé. Igazoljuk, hogy az N és
M pontok egybeesnek.

K. 662. Egy sorozat elsé négy tagja 1-es. Az 6todik tagtdl kezdve minden tag
értékét gy kapjuk, hogy a harommal és a néggyel el6tte allé tagot Osszeadjuk.
Hény paros szam van a sorozat els6 150 tagja kozott?

K. 663. Ot egymast kovetd egész szamra igaz, hogy az els6 hdrom négyzetének
Osszege megegyezik az utolso ketté négyzetének Osszegével. Melyek lehetnek ezek
a szamok?

L1

Bekiildési hatarid6: 2020. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

Figyelem! Az idei Kiirschék Jozsef Matematikai Tanul6verseny 2020. oktéber

2-an, pénteken 14 o6rakor keriil megrendezésre. A verseny helyszineirdl és

lebonyolitasardl sz6l6 informécidkat kés6ébb tessziik kozzé a
http://bolyai.hu/kurschak.htm

oldalon.
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A C pontversenyben kititizott gyakorlatok
(1616-1622.)

Feladatok 10. évfolyamig
C. 1616. Oldjuk meg az

1 135
e R IE
Vs 13
4 6w

egyenletet, ha z, y, z, v pozitiv egész szamok.

Javasolta: Biré Balint (Eger)

C. 1617. Elhelyezheto-e atfedés nélkiil négy darab
2 x 8-as téglalap egy 7 x 15-0s téglalap belsejében az db-
ran lathat6 elrendezésben? (Az dbra nem ardnyos.)

Feladatok mindenkinek

C. 1618. Bizonyitsuk be, hogy az a,, = (r:;ll)n sorozat elemeire n > 1 esetén
fennall: )
3 < apg1 —an < 1.

C. 1619. Egy hegyesszogii haromsz6g mindharom oldalfelezé pontjabdl mero6-
legest allitunk a masik két oldalra. Bizonyitsuk be, hogy a behtuzott szakaszok altal
meghatarozott hatszog teriilete a haromszog teriiletének felével egyenlo.

(Horvat feladat)

C. 1620. Mekk Elek, az ezermester egy ugrodeszkat eszkabélt az udvarara.
Meérései alapjan megallapitotta, hogy ha a réla valé elugrashoz a deszka vége
az alaphelyzet ald hajlik  dm-rel, akkor a deszkardl 0,522 4 ax + b dm magasra tud
ugrani. Sajnos a és b értékét elfelejtette, azonban arra emlékszik, hogy ha 10 cm-t
hajlott le a deszka, akkor 35 cm magasra ugrott, négyszer ekkora lehajlasnél pedig
négyszer ekkorat ugrott. Milyen a, illetve b értékeket hatarozott meg Mekk Elek?

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1621. Egy érint6trapéz oldalainak mérdészamai egész szamok, melyek vala-
milyen sorrendben egy szamtani sorozat szomszédos elemeit képezik. Tudjuk, hogy
a beifrhaté korének sugara és a rovidebbik alapja egyarant 6. Mekkora a masik
hérom oldala?

Javasolta: Németh Ldszlé (Fonyéd)
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C. 1622. Bizonyitsuk be, hogy az y = 1 — |z — 1| és az y = |2z — a fuiggvények
grafikonja dltal kozrezart alakzat teriilete kisebb, mint %, hal<a<?2.
(Horvdt feladat)

Bekiildési hatarid6: 2020. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

A B pontversenyben kitiizott feladatok
(5110-5117.)

B. 5110. Egy egyenl6 szart haromszogbe irhaté kornek az oldalakkal parhu-
zamos érint6i a haromszogbdl harom kis hdromszoget vagnak le. Bizonyitsuk be,
hogy az alapra illeszked6 kis haromszogek alaphoz tartozé magassiga megegyezik
a haromszogbe irhaté kor sugaraval.

(3 pont)

B. 5111. Az a és b valés szdmokrdl tudjuk, hogy a4+ b =1 és a? + b = 2.
Hatérozzuk meg a® + b® értékét.

(3 pont) Szalai Maté (Szeged) javaslata alapjin

B. 5112. Egy kartyapakliban p darab piros és k darab kék kartya van. Hany-
féleképpen vélaszthatunk ki a paklibdl kartyakat ugy, hogy a piros kartyak szama
n-nel tobb legyen, mint a kék kartydk szama?

(4 pont)

B. 5113. Legyenek a, b és ¢ adott, paronként relativ prim pozitiv egészek.
Igazoljuk, hogy ekkor az
7% + yb — €
egyenletnek végtelen sok megolddsa van az (x,y, z) pozitiv egész szdmhdrmasok
korében.

(5 pont)

B. 5114. Az ABCDEFGH egységkockat elmetszet- H

tiik egy sikkal tgy, hogy az AB és AD éleket az A-t6l azo- E ¢
nos, x tavolsagra levé P és @ belsé pontjaikban, a BEF élt

pedig az R pontban metszi. Mekkora a BR tavolsidg, ha

QPR< = 120°? c
(4 pont) 4

B
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B. 5115. Ali erszényében n darab érme lapul, Babanak pedig van n — 1 da-
rab, kezdetben iires erszénye. Baba a kovetkezd jatékot jatssza: a kezdetben egy
erszényben 1év6 érméket szétosztja két erszénybe, egyikbe ai, masikba b; érmét
téve (a1,b1 > 0), és a téblara felirja az a1by szorzatot. Majd innentél (az eléz6hoz
hasonléan) a k-adik 1épésben (k = 2,3,...) kivdlaszt egy legaldbb két érmét tar-
talmazo erszényt, a benne 1év6 érméket szétosztja két tires erszénybe, egyikbe ay,
masikba by érmét téve (ax, by > 0), és a tébldra felirja az aiby szorzatot.

A jaték akkor ér véget, ha minden erszénybe 1-1 érme keriilt. Ekkor Ali
kiszamolja a tablan 1év6 axby szorzatok Osszegét és ennyi aranyat ad Babanak.

Legfeljebb mennyi aranyat kaphat Baba?
(5 pont)

B. 5116. Legyen a,b,c > 0 és x,y, z > 0. Igazoljuk, hogy ha z + aby < a(y + z),
y+bez<blz+z),és z4+cax < c(r+y),akkorc =y=2z=0vagya=b=c=1.
(6 pont) Javasolta: George Stoica (Saint John, Kanada)

B. 5117. Az A, B, C, D pontok (ebben a sorrendben) egy egyenesre esnek.
Az AB, BC és CD szakaszokra (azonos félsikban) emelt szabalyos hdromszogek
harmadik csiicsai legyenek rendre E, F', illetve G. Jeloljiik az egyenesen szomszédos
pontok tévolsdgat a kovetkezoképpen: AB = a, BC' = b, C'D = c¢. Mutassuk meg,
hogy az FFG< akkor és csak akkor 120°-o0s, ha a + ¢ = b vagy é + % =1

L
(6 pont)

Bekiildési hatarid6: 2020. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(780-782.)

A. 780. Egy n x n-es tablazatot kiszineztiink gy, hogy minden 2 x 2-es rész-
ben legyen legaldabb két azonos szinii mez6. Legfeljebb hany szint hasznalhattunk
a szinezésben?

A Diirer-verseny feladata alapjan

A. 781. Szeretnénk korzével és vonalzdoval megszerkeszteni egy egyenld sza-

ri haromszoget. Ehhez a kovetkez6 négy adatbdl kapunk meg kettét: a haromszog
alapjdnak hossza (a), a hdromszog szardnak hossza (b), a beirt korének sugara (r),

a koriilirt korének sugara (R). A hat lehetséges esetbdl melyek azok, amikor a hd-
romszog biztosan megszerkeszthet6?

Rubdezky Gydrgy (Budapest) otlete alapjan
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A. 782. Bizonyitsuk be, hogy egy sikbarajzolhato egyszerti graf éleit mindig
lehet gy iranyitani, hogy minden pont kifoka legfeljebb harom legyen.

Angol versenyfeladat

Bekiildési hataridé: 2020. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 514. A helyiértékes szamrendszerekben a szamok szamjegyeit a szamrend-
szer alapszamanak megfelel6 hatvanyaval szorozzuk, hogy megkapjuk a szam érté-
két. Példaul a 143 esetében 1-10% +4-10' 4+3-10°, azaz 100 + 40 + 3 a szam értéke.
A negativ szamokat egy eldjellel jeloljiik, de a feliras itt is ugyanigy torténik. Ha
azonban alapszamnak egy negativ szamot vélasztunk, akkor nem lesz sziikségiink
el6jelre. Legyen a szamrendszer alapszama —10. Ekkor a —10 alapu szamrendszer-
ben felirt szam szamjegyeit —10 hatvanyaival szorozzuk, tehat a 345_1¢ szam értéke
3.(=10)* +4-(=10)" +5- (—10)°, vagyis 265. Kénnyen belathaté, hogy a —10 ala-
pu szamrendszerben is egyértelmii a szamok felirdsa, de nincs sziikség a negativ
szamok esetében az el6jelre. Példaul —25 = —30 + 5, tehat —10 alapi szadmrend-
szerben 35_ 1.

Készitsiink programot, amely N darab 10-es szamrendszerben megadott sza-
mot atvalt —10-es szamrendszerbe. A program a standard bemenet els6é sorabdl
olvassa be az 4tvaltand6 szdmok darabszdmat (1 < N < 100), majd a kovetkezd
N sorbdl az dtvaltandé A szamokat (|A| < 10%), és frja a standard kimenet N da-
rab sordba a szamok felirdsat —10 alapu szamrendszerben.

Példa:
Standard bemenet Standard kimenet
3 1832
-228 166
46 361
241

Bekiildend6 egy tomoritett 1514 .zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithato.

I. 515. A bilivos négyzetek N x N egész szamot tartalmaznak négyzetes el-
rendezésben. Minden szam egyedi, nem ismétlodik, és barmely sorban, oszlopban,
valamint az atlékban szerepl6 szamok Osszege ugyanaz az érték.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/6 357



? 2020.9.7 — 19:52 — 358. oldal — 38. lap KoMalL, 2020. szeptember EF

A blivos négyzetek régdta ismertek. Egy hires biivos négyzetet latunk Albrecht
Diirer (1471-1528) magyar szarmazdst német festé és grafikus Melankdlia cimii
metszetének jobb fels6 sarkdban. A négyzet alsé sordban kozépen szerepld két érték
Osszeolvasva 1514, amely a kép keletkezésének éve.

Kaptunk egy 4 x 4-es blivis négyzetet, amely elképzelhet6, hogy hibas. Ismer-
jiikk a minta készitéjét, aki néha felcserél oszlopokat, alkalmanként felcserél sorokat,
de el6fordul, hogy egy szamot eltéveszt.

A szdmokat rogzitettiik a durer.txt tabulatorral tagolt, UTF 8 kddoldsu al-
lomanyban. Ertékeljiik ki a biivos négyzetet tablazatkezels segitségével az alabbiak
szerint:

— Adjuk meg, hogy a biivos négyzet helyesen van-e kitoltve.

— Ha szamtévesztés tortént, akkor adjuk meg a cellahivatkozast, ahol a hibés
szam van és frjuk ki mellé a helyes értéket. A hibds cella hatterét feltételes
formézassal szinezziik ki.

— Ha a szamok helyesek soronként és oszloponként, de fel vannak cserélve, akkor
irjuk ki, hogy az atlok tévesek.

Minta:
dAaBlcD| G | H
1 16/3|2]13 Téves szam!
2 s5(10{11|8 Hiba a C3 celldban van.
3 9 68|12 Helyes érték a 7 lenne.
4 4|15/14|1
sl

Bekiildend6 egy i505.zip tomoritett allomanyban a munkafiizet, valamint
egy rovid dokumentacié, amelybol kideriil az alkalmazott tablazatkezel6 neve és
verzidészama.
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I. 516. Mari néni és Bozsi néni is fogyni szeretne. A nagyobb motivacié ér-
dekében figyelemmel kisérik egymads testsilydnak alakuldsat. Az adatokat minden
hétfon rogzitik a fogyi.txt dllomanyba. A fijl sorai rendre Mari néni majd Bozsi
néni tomegét tartalmazzak kg-ban egészre kerekitve az egymaést koveto heteken egy
szokozzel elvélasztva. A fajl legfeljebb egy év (53 hét) adatait tartalmazza.

87 85
86 88

A példaban a masodik héten Mari néni 86 kg, Bozsi néni pedig 88 kg volt. Ké-
szitstink fogyokura néven programot az alabbiak szerint. Minden esetben frassuk
ki a feladat szamat is.

1. Olvassuk be és taroljuk el az adatokat.

2. Kérjiik be egy hét sorszamat, majd irassuk ki, hogy ezen a hétfén hany kilo-
gramm volt a két holgy.

3. frjuk ki a képernyére, hogy hany olyan hét volt, amikor Mari néni tomege
meghaladta Bozsi néniét.

4. Szamitsuk ki, hogy mennyi volt a mérés ideje alatt Bozsi néni atlagos tomege.
Az eredményt két tizedesjegy pontossdggal frassuk ki a képernyére.

5. Vizsgéaljuk meg, hogy melyik héten volt Mari néni tomege a legnagyobb. Ha
tobb ilyen hét is volt, akkor mindegyiket frassuk ki a képernyore.

6. Keressiik meg, hogy mikor csokkent az el6zd héthez képest az egyik, illetve
a masik holgy tomege. Az eredményt egy-egy szokozzel elvalasztva a kovetkezd
formédban irassuk ki a csokken.txt nevil szoveges dllomanyba:

Mari néni: 12-13 13-14 15-16
B6zsi néni: 2-3 10-11 29-30

Példaul Mari néni silya a 12. hétrol a 13. hétre csokkent, majd a 13. hétrol
a 14. hétre is stb.

7. frjuk egy tabldzatban a képernyore, hogy adott tomegeket mely heteken mért
Mari néni. Példaul:

86 kg: 2 4 8 12
87 kg: 1 10 23
88 kg: 15

A tablazatban csak azok a tomegek szerepeljenek, amelyeket ténylegesen el is

ért Mari néni.

Bekiildend6 egy tomoritett i516.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentédcidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

I/S. 46. A 2020-as kanizsai CEOI versenyen N versenyzdnek kellett 6 felada-
tot megoldania. Mindegyik versenyzérol tudjuk, hogy melyik feladatra hany pontot
szerzett. Adjuk meg a legkisebb kiilonbséget, ami két versenyzé Osszesitett pont-
szama kozt eléfordult.
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Bemenet: az els6 sor tartalmazza az N szdmot. A kovetkezé N sor mindegyike
6 szamot tartalmaz: az i-edik sor az i-edik versenyz6 kapott pontszamait tartal-
mazza sorrendben a hat feladatra.

Kimenet: az egyetlen sorban szerepel a keresett legkisebb kiilonbség.

Példa:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet

3 / 100 100 45 56 100 36 / 100 100 30 100 100 36 9
100 45 65 100 100 36

Korldtok: 1 < N < 10°. Minden pontszam 0 és 100 kozti. IdSkorlat: 0,2 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphat6, ha N < 100.

Bekiildendo egy is45.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejlesztoi kornyezetben futtathato.

S. 145. Van egy szétarunk N db szdval. Azt szeretnénk tudni, hanyféleképpen
tudjuk a szotarbdl valasztott szavakat a domindhoz hasonléan Gsszeilleszteni gy,
hogy azok K betli hosszan &tfedjék egymdst. Tehdt a kérdés: hany olyan (i, )
rendezett szampéar (1 <4,7 < N) van, melyre az i-edik sz6 utolsé K bet{ijébél
alkotott sorozat megegyezik a j-edik sz6 elsé K betiijébol alkotott sorozattal.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza az N és K szamokat. A kovetkezd N sor
mindegyike egy, az angol ABC kisbetiiib6l 4ll6 (nem feltétleniil értelmes) szét
tartalmaz.

Kimenet: a megfelel6 Osszeillesztések, vagyis szamparok szama.
Példa:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
4 2 / sapka / kalap / baba / bamba 3

Korldtok: 2 < N < 10°, 1 < K < 100, minden sz6 legaldbb K és legfeljebb 100
beti hosszi. Idokorlat: 1 mp.

Ertékelés: a pontok 30%-a kaphaté K =1 esetén. A pontok tovabbi 30%-a
kaphatd, ha N < 100.

Bekiildendo egy s145.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejlesztoi kornyezetben futtathato.

L1

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2020. oktéber 15.

L1
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Beszamold a 2020. évi Kunfalvi Rezs6
Olimpiai Valogatéversenyrol

A Nemzetkozi Fizikai Didkolimpian (IPhO-n) résztvevd 6tfés magyar csapat
hagyomanyosan a Kunfalvi Rezsé Olimpiai Vélogatéversenyen keriil kivalasztds-
ra minden évben. Az utobbi években a Kunfalvi-versenyen szereplé didkoknak
wolimpiai stilusu” feladatokat kellett megoldaniuk elméleti és mérési forduldk so-
rén. Azonban az év elején megjelent koronavirus-jarvany miatt az idei olimpia, és
igy a valogatéverseny sorsa is bizonytalannd valt. Majus végére kideriilt, hogy bar
az idei, 51. IPhO-t a kovetkezo évre halasztjak, de az Eurépai Fizikai Didkolimpiat
(EuPhO-t) online médon mégis megtartjak. Ekkor valt sziikségessé a Kunfalvi-
verseny rendhagyd, online forméban valé megszervezése.

Marcius kozepéig még a megszokott médon tortént a felkésziilés a budapesti,
miskolci, pécsi, szegedi és székesfehérvari olimpiai szakkorokon. A szakkorre jard
diakok koziil végiil 18-an kaptak meghivast a Kunfalvi-versenyre korabbi verseny-
eredményeik és a helyi elévalogatékon elért eredmények alapjan. A koronavirus-
jarvéany ellen bevezetett intézkedések miatt a Kunfalvi-verseny a résztvevd didkok
otthonaiban zajlott junius 2-3. kozott. Mivel az EuPhO-n nem az olimpiai stilusi,
hosszi feladatok, hanem harom (az Eotvos-versenyhez hasonld jellegii), rovidebb
elméleti feladat, tovabba hasonldéan Gtletes mérési feladatok megoldéasa a cél, igy
az idei valogatoverseny nemcsak a helyszin, de a feladatok stilusa miatt is kiilonle-
ges volt.

Az els6 versenynap egy négy és fél 6ras mérési forduldval indult, majd egy
ugyanilyen idétartami, hdrom példabdl allo elméleti fordulé kovetkezett. A méaso-
dik versenynapon pedig egy mésodik, szintén harom elméleti feladatbdl all6 fordu-
16n vettek részt a versenyzék. Az idé leteltével mindenkinek 15 perce volt, hogy
valamilyen elektronikus eszkozzel digitalizalja a munkajat, és e-mailben elkiildje
a versenybizottsagnak. Az elméleti feladatokat alabb részletesen kozoljiik, a mérési
feladatot csak roviden osszefoglaljuk.

A verseny el6tt két héttel minden résztvevé megkapta e-mailben a méréshez
sziikséges, egyszeri eszkozok listajat, a mérési feladat szovegét viszont csak a ver-
seny kezdetekor kaptdk meg a didkok. A mérés soran egy hajszal nyirdsi modulusat
kellett meghatarozni. Elscként a hajszal végére két 100 Ft-os érmét ragasztottak
a versenyzOk, majd az igy készitett, felfliggesztett torzids inga lengésidejét vizsgdl-
tak kiilonboz6 amplituddk és hajszdlhosszak esetén. A mérési adatok és a Hooke-
torvény felhasznaldsaval a hajszal direkcids nyomatéka meghatarozhaté volt a haj-
szal hosszanak fiiggvényében. Elméleti megfontolasok szerint a direkcids nyomaték
a hossz reciprokaval ardnyos, az ardanyossagi tényezd pedig tartalmazza a hajszal
atméréjét és nyirasi modulusat. A nyirdsi modulus kiszamitdsahoz tehat sziikség
van a hajszal vastagsdgara is, amit a hajszalon torténé fényelhajlds tavoli ernyén
felfogott képének elemzésével hataroztak meg a versenyzék. A mérés ezen részében
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lényeges volt a minél pontosabb beallitas, hogy a lehetd legtobb elhajlasi minimu-
mot lehessen észlelni.

A beérkezett dolgozatok kijavitdsa utan kialakult a végeredmény. A Kunfalvi-
versenyen elért pontszamuk sorrendjében az aldbbi didkok szerepeltek a legjobban:

Fajszi Bulcsd (Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlo Altalanos Iskola és Gim-
ndzium, 12. oszt.), felkészit6 tandrai: Csefkd Zoltdn és Horvdth Gdbor;

Pacsonyi Péter (Zalaegerszegi Zrinyi Mikl6s Gimnézium, 12. oszt.), felkészi-
t6 tanara: Pdlovics Raobert;

Bokor Endre (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gim-
ndzium, 11. oszt.), felkészitd tandra: Schramek Aniko;

Marozsak Tadé (Obudai Arpéd Gimndzium, 12. oszt.), felkész{t§ tandra:
Gartner Istvan;

Janosik Aron (Révai Miklés Gimnédzium és Kollégium, Gydr, 12. oszt.),
felkészito tanara: Juhdsz Zoltdn.

A kivélasztott 6t didk vehetett részt a 4. EuPhO-n, ami szintén online verseny
volt. A verseny beszamoldjat a kovetkezd szamban kozoljiik.

Sarkadi Tamaés, Széasz Krisztian, Tasnadi Tamas,
Vanké Péter és Vigh Maté

A 2020. évi Kunfalvi Rezs6 Olimpiai Valogatdoverseny
elméleti feladatai*

Az els6 elméleti fordulé feladatai (2020. jianius 2.):

F1. Az dbrdn lathaté, homokkal boritott talajon egy 2 m széles, 1 m mélysé-
gl godor van, melynek aljat szintén homok fedi. A godor fiiggdleges falai simak és
merevek. Egy kis méretii, rugalmas golyot szeretnénk elhajitani a lehetséges legki-
sebb sebességgel a godortdl 10 m-re 1évé A pontbdl gy, hogy a goly6 a godor alsé,
hajités feloli B pontjiaba érkezzen.

10 m ‘ 2m ‘
L v
homok Be— 1 m
homok f

*A feladatok megolddsat a KoMaL oktdberi szamédban kozoljiikk. A kés6bbi verse-
nyekre késziilok a feladatok 6ndllé megolddsaval ellenérizhetik tudasukat és esélyeiket.
(— A Szerk.)
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a) Készitsiink vazlatos rajzot a goly6 optimaélis palydjardl! Indokoljuk is a raj-
zot!

b) Mekkora az a legkisebb hajitdsi sebesség, amellyel a B pontot eltaldlhatjuk?

F2. Egy igen hosszi, egyenes aramvezeté huzalt atfliziink egy hosszi, vékony
falu, szupravezet6 anyagbdl késziilt, R sugaru csévon. A huzal tengelye parhuzamos
a cs6 tengelyével, a kozottiik 16v6 tdvolsdg R/2. A huzalban foly6 dram erdssége 1.

a) Mekkora az dramvezetd huzal egységnyi hosszdra haté er6?

b) Mekkora a J=1I/¢ vonalmenti &dramsiiriiség
a szupravezetd csé belsé feliiletén, az abrdan jelolt A és
B pontokban?

¢) Mekkora a vonalmenti dramstiriiség a cs6 kiilso fe-
lilletén?

Utmutatds: A szupravezetd anyag belsejébe a még-
neses tér nem hatolhat be.

F3. A valodi termodinamikai gépek hatasfoka altaldban joval az idedlis Carnot-
hatasfok alatt marad. Ennek egyik f6 oka, hogy Carnot-gép esetén feltételezziik,
hogy minden termodinamikai folyamat nagyon lassan, reverzibilis médon megy vég-
be, mig valodi termodinamikai gépeknél a hofelvételnél, holeadasnal nagy szerepe
van a hovezetésnek, ami irreverzibilis folyamat. Egy valédi termodinamikai gép
miikddésekor sziikségszertien fellépnek belsd disszipativ folyamatok is, amik ront-
jak a hatasfokot.

A probléma modellezéséhez tekintsiik az dbrdn T
lathaté Carnot-héerdgépet. A t, és t, ,,bels6” hé- Km S Qm
mérsékletek (¢, < ty,) kozott egy ,belsd”, reverzibilis tm
Carnot-gép miikodik, mely hévezetés utjan csatlako-
zik a Ty, > ty,, homérséklett meleg, illetve a Ty, < ty,
hémérsékletii hideg (,,kiils6”) hétartdlyokhoz. A hétar- w
talyok és a bels6 Carnot-gép kozotti héaram erdssége
(azaz a héatadds iiteme) a hémérséklet-kiilonbséggel
ardnyos, az aranyossagi tényezok a meleg és a hideg th
oldalon rendre ky,, illetve ky. A kiilsé hétartalyok hé- T Kh & Qu
mérséklete allandénak tekintheto. "

a) Adott kiils6 hémérsékletek mellett hogyan fiigg a Carnot-gép altal szolgdl-
tatott mechanikai teljesitmény a bels6 gép n hatasfokatol?

b) A belsé gép milyen n* hatdsfoka mellett maximdlis a gép altal leadott
mechanikai teljesitmény?

A masodik elméleti fordulé feladatai (2020. jinius 3.):

F4. Egy vizszintes kisérletezbasztal kozépso savjat egy allandd V' sebességgel
mozgo, s szélességli (végtelenitett) gumiszalag képezi, amely pontosan illeszkedik
az asztallap nyugvé feliiletéhez. A futészalag szélére merélegesen egy tomor gumi-
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labdét inditunk tisztan gorditve vg kezdésebességgel. Azt tapasztaljuk, hogy amikor
a labda a futdszalag elhagyésat kovetden mar ujra tisztan gordiil, eredeti mozgas-
irdnyaval parhuzamosan halad.

Mekkora d tavolsdggal tolédott el a labda palyaja a futdszalaggal parhuzamos
irdnyban? (A sdrlédési egyiitthaté a vizszintes feliiletek és a labda kozott nagy, igy
a cstszva gordiild mozgasok idétartama s/vg-ndl sokkal kisebb.)

F5. Egy vékony, fémbél késziilt, @ t6ltésti félgomb-
héjat egy toltetlen, R sugaru fémgomb kozelébe visziink
az abran lathaté médon. A fémgdmb sugara egy kicsit
kisebb, mint a félgombhé;jé.

a) Adjuk meg a gomb és a félgombhéj feliiletén ki-

+O alakulé toltéseloszlast!

b) Mekkora a félgdmbhéjra haté elektromos eré?

F6. Egy gomb alaki, R sugaru bolygén a légkor térésmutatéjit (a felszinhez
kozel) jé kozelitéssel az

formula adja meg, ahol h a bolygd felszinétél mért magassag, ng allando. Egy
keskeny lézerfénynyalabot inditunk a felszint6l mért hy magassaghdl a vizszinteshez
képest 0 irdanyban a felszin felé.

a) Milyen alaki a fénynyaléb palyaja?
b) Mennyi id6 alatt éri el a fénynyaldb a bolygd felszinét? (A vakuumbeli
fénysebesség c.)

¢) Hatdrozzuk meg a 0 szoget, ha az a pont, ahol a fény eléri a bolygé felszinét
pontosan az inditasi pont alatt helyezkedik el!
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Tehetséggondozas
Meérési szakkor a BME Fizikai Intézetében

A fizika irant érdekl6dd, tehetséges kozépiskolas didkok szamara a BME Fizikai Inté-
zet gyakorlati foglalkozasokat tart. A foglalkozdsokon lehetéséget biztositunk arra, hogy
a tanulék méréparokban fizikai kisérleteket és méréseket végezhessenek. A foglalkozasokra
oktébertdl kezd6dben kéthetente, kedden 15.00-t61 18.00-ig keriil sor, 6sszesen nyolc alka-
lommal. Informécié: http://mono.eik.bme.hu/~vanko/labor/Tehetseggondozas.pdf

Az érdeklédok e-mail-ben jelentkezhetnek 2020. szeptember 30-ig az aldbbi cimen:
vanko@eik.bme.hu

Elsésorban a gimnaziumok utolsé két évfolyamara jardk jelentkezését varjuk. A je-
lentkezék irjanak par sort magukrdl, ismertessék a fizika és a matematikai tanulméanyaik
sorén elért eredményeiket (versenyeredmények, K6Mal. szereplés, stb.), és tovdbbtanulési
elképzeléseiket.

A foglalkozdsok ingyenesek! Minden jelentkezét e-mail-ben értesitiink (aki nem kap
vélaszt, kiildje el még egyszer a jelentkezését).

Vanké Péter

Anharmonikus rezgések periodusideje

Ha egy egyenstlyi helyzetébdl kimozditott testet visszahizd eré a Hooke-
torvényt koveti, azaz a kitéréssel ardnyos, a test harmonikus rezgémozgast végez.
Ennek egyik fontos jellegzetessége, hogy a rezgés ideje nem fiigg a kitérités nagysé-
gatol. A valésdgban azonban az erétérvény mindig csak bizonyos hatarok kozott,
valamilyen kozelitésben tekintheto linearisnak. Bizonyos esetekben ezek a hatarok
lehetnek egészen tégak (pl. a direkt erre a célra készitett rugalmas eszkozok esetén),
maskor el kell fogadnunk, hogy a vizsgalt periodikus mozgds csak nagyon kicsiny
amplitudé esetén tekinthetd harmonikusnak (ilyen pl. az inga mozgasa, és dltala-
ban az Osszetett rendszerek egyensily koriili rezgései). Ugy is mondhatjuk, hogy
ezekben az esetekben a harmonikus kozelités csak az elsé kozelités, ami tovabb
finomithaté. Az anharmonikus rezgések peridodusideje mar nem fiiggetlen az ampli-
tudotol, de az elso korrekcié meglep&en konnyen kiszamithaté. A tovabbiakban ezt
fogjuk bemutatni egy egyszerii, amde kénnyen dltaldnosithaté példan.

El6szor elevenitsiink fel néhany dolgot, amit a harmonikus rezgésekrél tudunk!
Ha egy test mozgaséat az

(1) ma = —Dx

mozgésegyenlet irja le (amelyben m a test tomege, a a gyorsuldsa, x egy adott
ponthoz viszonyitott kitérése és D egy pozitiv dllandé), akkor ez a test harmo-
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nikus rezgémozgast végez. Erre jellemz0, hogy a kitérést, a mozgds sebességét és
a gyorsulast rendre az

(2) x = Asin (wot + ¢o),
(3) v = Awg cos (wot + o),
és az

(4) a = —Aw} sin (wot + o)

fliggvények adjak meg. Ezekben A a rezgés amplitiddja, az wy korfrekvencia
wo =+/D/m, a @g szdget pedig a test t = 0 idépontban elfoglalt helyzete haté-
rozza meg. A rezgés periddusideje Ty = 27 /wp. A kés6bbiekben fontos dsszefiiggés
lesz az energiamegmaradas torvénye, ezért érdemes felidézniink, hogy ha egy testet
F(z) = —Dz eré hiz vissza, akkor ezen erével szemben V (x) = Dx? /2 munkét kell
végezniink, hogy a testet az origébdl az = poziciéba vigyiik. (Ezt igy szoktuk mon-
dani, hogy az F(x)-nek a V() a potencidlja. Azzal, hogy ez mit is jelent pontosan,
a Fiiggelékben még foglalkozunk.) Ennek segitségével az energia mérlegegyenlete:

(5) 1mv2 +V(z) = 1DAQ.
2 2
Kovetkez6 1épésként egy anharmonikus esetet probalunk leirni. Bar nem min-
den egyensulyi helyzet szimmetrikus (vagyis F'(—x) = —F(x) tulajdonsagu er6tor-
vénynek megfelel), mi most csak ilyet vizsgdlunk, ezek koziil is a legegyszeriibbet
vessziik. Ebben a kitéritett testet visszahtuzo er6t egy harmadfoku kifejezés adja
meg, tehat a mozgasegyenlet

(6) ma = F*(z) = —Dx — D*2.

Itt D* elbjele nincs megkdtve, és feltételezziik, hogy az anharmonikus D*z? tag
az egész mozgas soran kicsiny az elotte dllohoz viszonyitva, azaz ‘D,ﬁlAQ < 1. A to-
vabbiakban azt vizsgaljuk meg, milyen mértékben valtoztatja meg ez a tag a rez-

gésidot. El6szor két egyszerii, a harmonikushoz hasonlé kozelitéssel prébéalkozunk.

1) A harmonikus rezgés esetén ap.x = Aw?. Ennek analdgidjara a (6) egyen-
letbdl az

(7) w1 = woV/ 1+ bA2?

érték adddik, ahol b = D*/D.
2) A harmonikus rezgés sordn vy, = Aw. Kiindulhatunk ebbél az osszefiig-

gésbdl is! Ahogy azt a Fiiggelékben bemutatjuk, a (6) egyenletben szereplé F*(x)
er6hoz tartozd potencidl

1 1
V*(z) = §Dx2 + ZD*@A,

tehdt az energiamegmaradds egyenlete most

1 1 1 1 1
8 —muv? + ~Da? + —~D*2* = ~DA? + —D*A*.
(8) 57 + 5Dz + D 5 + 1
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A vpax sebességet ebbdl szamolva az

bA?
(9) W2 = Wy 1+ 7
kifejezés addédik. Tanulsagos megnézniink azokat a harmonikus potencialokat, ame-
lyekben az m tomegii prébatestiink wq, illetve wo korfrekvencidval rezegne. Ezek
rendre

1 1
14@):§D(L+wﬁpﬂ—1DﬁM

1 bA?
Va(z) = §D <1 + 2> z2.

A potencialokhoz tetsz6leges konstansokat hozza lehet adni, ezek az energiamérleg-
bol tgyis kiesnek. Mi most ugy valasztottuk meg a potencidlis energidk nullpontjat,

hogy
(10) Vi(£4) = V7 (£A) = Va(£4)

és

legyen. A harom potencial jellegét D* > 0 esetén az dbra mutatja.

Fontos észrevétel, hogy a szélsé Vz)
(+A) pontokban V; érintéje is megegye-
zik V*-éval, hiszen itt a potencialfiigg-
vény meredeksége az erovel, az pedig
a test maximalis gyorsuldsaval ardnyos, Va
és V1 paraméterét éppen ugy valasztot-
tuk meg, hogy a test legnagyobb gyor-
suldsa ugyanannyi legyen a két esetben.
Ez nem igaz Vs-re, de V5 és V™ érintik —A +A
egymast az origéban, ami a maximalis Vi
sebességek Osszehangolasanak kovetkez-
ménye.

Jol 1atszik, hogy a —A < x < A szakaszon a Vi és V, kozrefogja a V*-ot, pl.
D* > 0 mellett

Vi(z) < V*(x) < Va(x), ha —A<z<A,

és a viszony pont forditott, ha D* < 0. Ugyanakkor (10) miatt

1 1 1
imvf +Vi(z) = imv2 +V*(x) = 5mv§ + Va(x),
tehéat a palya barmely adott pontjaban D* > 0 mellett

v1] = [v] > |val,

aminek egyenes kovetkezménye, hogy a tényleges rezgésidére fenndll, hogy

2w 2w
Th=—<T<Ty=—, ha D*>0,
w1 w2
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és a sorrend pont forditott az ellenkezd esetben:

T >T > Ts, ha D* <0.
Joggal vet6édik fel, hogy most melyik érték all kozelebb a valodihoz. Az a meg-
lep6 valasz, hogy a kettd szamtani kozepe, vagyis

T+ 15
2

(11) T~

mindketténél sokkal jobb kozelités. A tovabbiakban ezt fogjuk bemutatni, és becs-
lést adunk (11) pontossdgdra is.

A rezgésidé kiszamitdsdra kézenfekvOnek tiinik, hogy a (—A,+A) szakaszt
kicsiny Awz; szakaszokra osztjuk, és felosszegezziik azokat a At; idéket, amelyek
a kis szakaszok megtételéhez kellenek:

T:2ZAt¢:2ZAfi.

(Az ehhez sziikséges sebességeket az energiamegmaraddsbdl szamithatjuk ki.) Ez-
zel azonban vigyaznunk kell, mert a széls6 helyzetekhez kozeledve a test nagyon
lelassul, nagyon kicsiny sebességértékek keriilnek a nevezébe, és iigyeskedniink kell,
hogy az Osszeg értékét kell6 pontossaggal tudjuk meghatarozni. Szerencsére ezt
a problémat meg tudjuk keriilni, ha figyelembe vessziik, hogy a rezgés mégiscsak
egy periodikus mozgds, azaz a kitérés megadhaté az

x(t) = Asin(t)

alakban. Itt ¢(t) az id6 monoton névekedé fiiggvénye, és a mozgas periodikussigét
az fejezi ki, hogy
o(t+T) = p(t) + 2,

de olyan szimmetrikus rezgés esetén, mint amit most vizsgalunk, az ennél szigortibb
Pt +T/2) =p(t) +m

feltétel is teljesiil. A p(t) novekedési iitemét egy pillanatnyi szogsebességgel lehet
megadni. Ennek definiciéja a pillanatnyi sebesség analégidjara

At At ’

(At — 0).

(Ezt gy kell érteniink, hogy mikoézben At-nek egyre kisebb értékeket valasztunk,
akozben a szamlald is egyre kisebb lesz, a ketté hanyadosa viszont egy konkrét ér-
tékhez kozeledik. Ahogy az it —1d6 grafikon érint&jének a meredeksége a pillanatnyi
sebesség, Ugy a (t) grafikon érintdjének a meredeksége az w(t) pillanatnyi szégse-
besség.) A rezgés pillanatnyi sebességét annak definicigjabol kiindulva hatérozzuk

meg:
) = Az Asin(p+ Ap) — Asing AsinAgocosgo — (1 — cos Ayp) sin
YWEAE T At - At '
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Mivel kicsi Ap esetén sin Ap ~ Ay, tovabba
1 — cos (Ap) = 2sin? (Ap/2) ~ (Ap)?/2,

a sebességet megado képletben a szamldlé masodik tagja jéval kisebb, mint az elsd,
ezért elhagyhatd, a maradék pedig a

(12) v(t) = Aw(t) cos ¢(t)

kifejezést adja. Ez nagyon hasonlit a harmonikus rezgés sebességére, de vigyazzunk,
az analdgia nem teljes, mert a gyorsulds

a(t) # —Aw?(t) sin p(t).

Ahogy a v sebesség, ugy az w pillanatnyi szogsebesség is kifejezhetd az ener-
giamegmaradds (8) egyenlete segitségével. Az ebbél adédd

sl (14 )

kifejezésbol egyszerii behelyettesitéssel kapjuk, hogy

w(t) = wo \/1 + bAZ(1 + sin® (1)) .

2

Vegyiik észre, hogy a szogsebesség az id6tdl csak a ¢-n keresztiil fiigg, tehat nyu-
godtan irhatjuk, hogy

A2(1 + sin®
w(ga):wo\/Hb(zm@.

Most maér fel tudjuk {rni a rezgésidét olyan 6sszeg forméajaban, amely esetében
nem kell attél tartanunk, hogy a nevezobe eltiiné mennyiség keriil. Ha a 27 tarto-
manyt kicsiny Ag; szakaszokra osztjuk, és p;-nek a megfeleld szakasz egy pontjat
(mondjuk a felezpontjat) vélasztjuk, akkor az adott szakasz ,,megtételéhez” sziik-
séges id6 At; =~ Ay, /w(p;), azaz

Ayp; Ayp; bA2(1 + sin? ©i)\
T = = 14 =T )
zi:w(%') ZZ: wo ( - 2

1/2

Az 6sszegzés (integrdl) kell6 matematikai felkésziiltséggel egzakt médon is elvégez-
hetd, de mi most sokkal kevesebbel is beérjiik: megelégsziink azzal, hogy kiszamit-
suk a T-hez a bA? paraméterben legalacsonyabb rendii korrekciét. Ezt a megfeleld
VO+y) ~1+y/2é (1+y) " ~ 11—y kozelitésekkel dtalakitott

Ay; bA?(1 4+ sin? ;)
TrY o (1 —~ .

i
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. . . 1—cos?2
formula adja meg, ami a sin? ¢ = ~——=%

2
Ap;
T~
Z wWo
3
Léthato, hogy a zaréjelben a harmadik tag az dsszegzésben nullat ad (mert ugyan-

annyi a pozitiv és a negativ jarulék), a tobbi pedig egyszeriien szorzdédik az inter-
vallum 27 hosszaval, igy

(13) T~ 2T <1—»:bA?) —tn)<1-:bA?).

helyettesités utan

3 1
(1 — §bA2 + gbA2 cos 2(,02») .

wo

Osszehasonlitasképpen Ty és Th ugyanilyen pontossidggal (ugyanazon /I + y =
~1+4y/26 (1+y) " &~ 1 —y kozelitéseket alkalmazva):

T 1,
14 TN = ————~Ty(1—=bA
4 RV ER e O( 2 >’
illetve

T 1,
1 Ty = ——~Ty[1—-bA
(15) 2 ireaz2 ( 4 )’

tehdt valéban fenndll, hogy nagyon jo kozelitéssel

T, +T
(16) Tzlg?

Szélnunk kell még az eredményiink pontossagarol. Szamoldsainkban az egyhez
képest kis paraméter a bA? mennyiség. Ahogy azt a Fiiggelékben bemutatjuk,
az alkalmazott formuldk az ott y-nal jelolt kis paraméterben elsé rendig pontosak,
az elhanyagolt tagok koziil a legnagyobb y? nagysdgrendi. Esetiinkben ez azt
jelenti, hogy az eredményiink hibaja kb. (bAQ)Z. Ezt dgy szoktuk jelolni, hogy

T+

(17) T 5

+0(4%),

ahol az O(A*) (olvasd: ordé A a negyediken) olyan — pontosabban, szdmszer{ien
nem részletezett — tagokat jelent, amelyek legfeljebb A% nagységrendfiek. (Az ordo
latin sz0, jelentése: rend.) Ezekben természetesen az A kiilonbozé hatvdnyai mellett
olyan (A-tdl fiiggetlen) szorzétényezdk dllnak, amelyekkel egyiitt minden tag ugyan-
olyan dimenzidju, de ezek az egyiitthatok minden konkrét feladatban adottak, tehat
a nagysagrendet maga az A hatvanykitevéje hatdrozza meg. Osszefiiggésiink ebben
a formédban altalanosnak tekintheté minden szimmetrikus anharmonikus rezgésre.
Gondoljuk csak meg, ha az er6héz hozzdadunk egy z°-nel (azaz a potencidlhoz egy
x%-nal) ardnyos tagot, attél még a szdmolds ugyanigy elvégezhetd, és arra az ered-
ményre vezet, hogy a T, T} és T5 csak A* nagysagrendii tagokkal médosul. Nem nd
a korrekciok nagysagrendje akkor sem, ha az er6hoéz (potencidlhoz) tovébbi, még

370 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/6



GF 2020.9.7 — 19:52 — 371. oldal — 51. lap KoMalL, 2020. szeptember EF

gyorsabban eltling tagokat adunk, tehét ezek a (17) sszefiiggés tartalmat mér nem
valtoztatjak meg.

Megjegyzés. A leirt eljards pontossdganak érzékeltetésére tekintsiink egy konkrét pél-
dat! Legyen mondjuk D = 0,1 N/em és D* =10"* N/cm®, vagyis b= 1072 cm™2. Ha
a rezgés amplitiddja A = 10 cm, akkor bA? = 0,1. Ez annyit jelent, hogy a legnagyobb ki-
térésnél az erd képletében az anharmonikus tag 10-szer kisebb, mint a Hooke-torvénynek
megfelel6 harmonikus tag. A rezgd test m tomege meghatdrozza a nagyon kicsi kitérések-
hez tartozo Ty rezgésidot, ennek szamszerli értékére a relativ eltérések szamitdasandl nincs
sziikségiink.

A (14), (15) és (16) osszefiiggéseknek megfelelden a harmonikus mozgdssal kozelitett
rezgések periédusideje:

1
Ty = ———=To = 0,9535 Ty,
1 501 0 0
1

Ty= —— Ty = 0,9759 To,
2T /110,05 0 0

és ezek szamtani kdzepe
Tit1ag = 0,9647 Tp.

Mésrészt az w(p) = gﬂ—z\/l +0,05(1 + sin? ) fiiggvény reciprokdnak integrdldsdval (pl.
a www.wolframalpha.com segitségével) megkaphatjuk az anharmonikus rezgések ,,pontos”
periédusidejét:

27

27
1 To 1
T:/idgozf/ dy = 0,9645 To.
) w(ep) 27 ) \/1+0,05(1 +sin” )

Ezekbdl a szdmokbdl leolvashatd, hogy Ti és a pontos érték relativ eltérése —1,14%,
ugyanez To-nél +1,18%, mig az atlagolt kozelitd rezgésidbre a relativ eltérés mindossze
2-107%

Fiiggelék
1. Erdk és potencialok egy dimenziéban

Ha egy esetben az erd kizardlag a helytél fiigg (azaz nem fiigg pl. a mozgds-
allapottdl), tehat F' = F'(x), akkor ebben a rendszerben definidlhaté a V(x) hely-
zeti energia, mas néven potencialis energia, vagy egyszerlien potencial. Ez a fizikai
mennyiség megegyezik azzal a munkéval, amit az F(x) ellenében kell végezniink,
ha a testet egy elére kivalasztott xg pontbdl az & pontba vissziik. A kiszamitasihoz
az (x,xo) szakaszt x; osztépontokkal olyan kicsiny szakaszokra vagjuk, hogy azok-
ban az er6 egy-egy szakaszon beliil mar allandénak vehet6 legyen, és a potencialt a

(F.1) Viz)= Z —F(a}) Az

osszeg adja meg. Itt az ) a Ax; = (x;41 — x;) el§jeles (irdnyitott) szakasz egy pont-
ja. Nyilvan, ha az a koordinatdju pontbdl vissziik a testet a b koordinatéju pontba,
akkor W (b,a) = V(b) — V(a) munkat kell végezniink. J6l latszik, hogy a V(z)-hez
hozzdadhatunk egy tetszoleges x-fiiggetlen értéket, mert az az energiavaltozdsbol
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ugyis kiesik. Azt is konnyen beldthatjuk, hogy ha az eredd erét tobb erd ssze-
ge adja meg, az eredd potencidl az egyes er6khoz tartozo potencidlok Gsszege lesz.
A potencial konstrukcidjabdl kovetkezik, hogy

V(x4 Az) — V(x)
Ax ’

(F.2) F(z)=—

ha Az nagyon kicsi. (A differencidlszdmitdsban jartasak felismerik: F(x) a =V (x)
fiiggvény derivéltja.)

Ennek alapjan pl. kénnyen beldthaté, hogy ha az eré§ F = —kz? alaki, akkor
a hozz4 tartozé potencial V = (kx*)/4 szerint fiigg az z-tol:

k(z+Az)' -2t k&

ZW =1 (42° + 62° Az + 4z(Az)? + (Aa:)3).
(Ezt a kifejezést a binomidlis tétel alkalmazasdval kaptuk.) Ha Az-et egyre kisebb-
nek (,végteleniil kicsinek”) vélasztjuk, a zdrdjelben csak az els§ tag marad véges,
tehat az erd valéban —ka3.

Megjegyzés. A fenti megfontolds (miszerint az erdfiiggvény mindig egy potencialfiigg-
vénybél szarmaztathaté derivéldssal) csak egydimenzids erdtereknél érvényes. Két- vagy
haromdimenzids erétereknél (ha azok ,nem konzervativak”, més ndven: drvényesek) el6-
fordulhat, hogy potencialfiiggvény nem létezik.

2. Két kozelité formula és ezek pontossaga

2/1. A geometriai sor dsszegképlete szerint |y| < 1 esetén
1 o0
— =S ()"
Ty nz:%( )"y

Ha |y| < 1, az egymdst kovetd tagok lényegesen kisebbek, mint a megelézd tag.
Akkor, ha valahol ,levdgjuk” az Osszeget, az ezzel elkdvetett hiba nagységrendje
azonos az elsé elhanyagolt tag nagysagrendjével. Igy az

1
F.3 — 1l
(F.3) T+ y
kozelités hibdja y? nagysagrendii. Fontos megjegyezniink, hogy itt a nagysigrend
nem egyszerilen azt jelenti, hogy ,nagyjabdl akkora (jelen esetben: olyan kicsi),
mint”, hanem — fiiggvényrdl 1évén sz6 — azt is, hogy ,koriilbeliil ugy viselkedik,
mint”. Esetiinkben a hiba pontosan y?/(1 + y), de mivel kicsi y esetén az 1/(1 + y)
lassan véltozik, a hiba viselkedésének a jellegét is az y hatvanykitevoje hatarozza
meg.

2/2. Egy mésik kozelitd képlet, amit gyakran haszndlunk, a /1 + y-re vonat-
kozik. Itt a kovetkezd atalakitdssal éliink:

o V(- 6 0 -

(1+y/2)*
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Létni vald, hogy gyok alatt egy ugyanolyan tipusu kifejezés (az egy mellett egy kicsi
tag) szerepel, mint a kiindulé kifejezésben, rdadésul ez kozelebb van az egyhez, mint
az eredeti. Igy az eljards akdrhdnyszor megismételhets, ezzel egyre tobb tényezd
hozhaté ki a gyok aldl dgy, hogy kozben az ott maradé kifejezés egyre jobban
megkozeliti az egyet. Mi most nem ezt az utat valasztjuk, hanem megelégsziink
azzal, hogy megbecsiiljiik a

(F.5) Vity~i+d
els6 kozelités hibajat. Ez
2
y (y/2)
1+8) - Vi+y= :
( 2 YT Uy + ity

Ha most |y| < 1, a jobb oldal nevez&je egy 2-hoz kozeli szdm, vagyis (F.5) hibdja
is y? nagysagrendii.

Woynarovich Ferenc
Budapest

Fizika gyakorlatok megoldasa

%] )

G. 693. K¢t teljesen hasonlo vonat két parhuzamos vagdanyon halad eqymdssal
szemben dllandd (de mem feltétleniil azonos nagysdgi) sebességgel. A mozdonyok
ugyanolyan hosszusaguak, mint a kocsik. Mindkét vonat 19 kocsibdl és a mozdonybdl
all, amely vontatja a szerelvényt. Az eqyik vonaton Piri elolrdl a harmadik kocsiban
utazik. Miutdn a két vonat taldlkozik, Piri kocsija 36 mdsodperc milva keril teljes
terjedelmében Dani szembdl jovd kocsija mellé, és ezt kovetden tujabb 44 mdsodperc
telik el, amig a két vonat teljesen elhalad eqgymds mellett. Elolrél hanyadik kocsiban
utazik Dani?

(4 pont) Kozli: Székely Zoltan, Székelyudvarhely

Megoldas. Rogzitsiik a koordindta-rendszeriinket ahhoz a vonathoz, amelyik-
ben Dani utazik. Innen nézve ez a vonat 4all, Piri vonata pedig mozog. Tudjuk, hogy
az utobbi vonat 36 s + 44 s = 80 s alatt halad el Dani vonata mellett, vagyis ennyi
id6 alatt teszi meg a két vonat 40 kocsihossznyi tavolsdgat. Ezek szerint a két vonat
egymadshoz viszonyitott (relativ) sebessége

B 40 kocsihossz - kocsihossz
B 80 s o s '

Piri kocsija t = 36 s alatt s = vt = 18 kocsihossznyi tavolsagot tesz meg. Piri
kocsijatol a masik szerelvény elso kocsija 4 kocsinyi tdvolsdgra van, mert kozottiik
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2 mozdony és 2 vasuti kocsi taldlhaté. A 18 kocsitavolsdghdl ezt a 4-et levonva
megkapjuk, hogy Dani a masik szerelvény 14. kocsijaban utazik.

Czirdk Tamds (Budapest, Edtvos J. Gimn., 9. évf.)

65 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 26, hidnyos
(1-2 pont) 20 dolgozat.

7 G. 701. Mekkora az abran ldathato két csiga fordulatszdmad-
nak ardnya, ha a sugaruk megegyezik? (A csigik kozotti kotél-
darabok fiiggélegesnek tekinthetdk.)

(3 pont)

Megoldas. Mialatt a felsé (allé-) csiga egyet fordul, addig
az alsd (mozgo-) csigat tartd bal oldali kotélbél is egy keriiletnyi
jon feljebb, azaz a mozgdcsiga két oldalan 1évé kotelekbol fél-fél
keriiletnyi fog ,hidnyozni”. A mozgdcsiga kdzéppontja eszerint
fél keriiletnyivel keriil feljebb, tehat a mozgdcsiga egy felet for-
dul. A fordulatszédmok aranya:

fmozgécsiga o 1

féllécsiga 2

Schmercz Blanka (Budapest, ELTE Apdczai Csere J. Gyak. Gimn., 9. évf.)

40 dolgozat érkezett. Helyes 23 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 5, hidnyos (1 pont)
11, hibéas 1 dolgozat.

G. 704. Ha a Torricelli-kisérletet a tengerszinten végezziik el, akkor az tiveg-
csében 76 cm magasra emelkedik a higany. Egy igen magas hegyen azonban csak
40 cm-es higanyoszlop-magassagot mérink. Milyen magas lehet a hegy?

(3 pont)

Megoldas. A Torricelli-kisérletben a higanyoszlop magassaga a kiils6 légnyo-
massal ardnyos. (A nyomés régebben haszndlt egysége a Hgmm, ami 1 mm magas
higanyoszlop nyomdsdval egyezik meg.) A megadott szdmadatok mellett

Phegyen _ @ ~ 0.53.

Ptengerszinten 76
Ismert, hogy a légnyomds 5,5 km-enként kb. a felére csokken. (Forrds: https:
//tudasbazis.sulinet.hu/hu/termeszettudomanyok/fizika/fizika-7-
evfolyam/a-legnyomas/a-legnyomas-valtozasa) Mivel esetiinkben a nyomdasok
aranya kicsit tobb, mint %, ezért a hegy 5500 m-nél kicsit alacsonyabb, 5000 m
koriili lehet. Ez mindenképpen csak egy becslés, mert a légnyomds az idojardsi
viszonyoktdl és a hémérséklettol is fligg.
Cynolter Dorottya (Budapest, Veres Pélné Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

55 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 34, hibds 5 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

P. 5184. Egy nagy felbontasu optikai rdcs a merdlegesen rdesé lézersugarat
mar elsd rendben 45°-0s szogben képes eltériteni. Mi torténik, ha az eltéritett lézer-
sugar utjdba egy mdsik, ugyanilyen optikai rdacsot helyeziink

a) az eredeti rdccsal pdrhuzamosan;
b) az eredeti rdcsra merdlegesen?

(A két rdacs rései mindkét esetben pdrhuzamosak egymdssal.)

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest
Megoldas. frjuk fel tetszéleges a beesési szogre a kilépd sugarak [ szogét

megadd hullamerdsitési feltételt. Ha d a rdcsallandé és A a lézerfény hullamhossza,
akkor a szomszédos résekbél érkezd fény utkiilonbsége (14sd az 1. dbrdt):

(1) dsin 8 — dsina = k.

(k az elhajlds rendjét megadd egész szam.)

k=-—1
k=-2
elss racs
: k=0
>— >
B
o
418
A & merdleges TACS mmmyymm==
B
A
k=-2
1. dbra 2. abra
Az els6 réacsndl o = 0, és mivel k = £1-nél 8 = £45°, ebbdl
(2) A =dsin45° = d
V2
kovetkezik.
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A maésodik racsnal — akdr pdarhuzamosan, akdr merélegesen all az az elsd
ricshoz képest — a beesési szog o = 45°, az (1) egyenlet tehdt gy alakul:

dsin 8 — dsin45° = kA,

vagyis (2)-t is kihaszndlva

k+1
sinﬁzi

V2

adédik. Nyilvan teljesiil, hogy |sin 8] < 1, vagyis
E<V2—1m041 é k>—(1+v2)~-241.

De mivel k egész szam, az elhajlas rendje csak k=0, k = —1 és k = —2 lehet.
A megfelel elhajldsi szogek: = 45°, § =0 és § = —45°.
Az eltéritett 1ézerfény ,atjat” (vézlatosan) a 2. dbra mutatja.
Fiilop Samuel Sihombing (Pécsi Ledwey Klara Gimn., 12. évf.)

7 dolgozat érkezett. Helyes Fiilop Samuel Sihombing és Selmi Balint megoldésa.
Hidnyos (1-3 pont) 4, hibds 1 dolgozat.

P. 5208. Egy 0,6 kg tomegti kosdarlabda 1,05 m-rél elengedve 0,57 m-re pattan
V18S2Q.
a) Mennyi a mechanikai energiaveszteség a padléval vald iitkézés miatt?

b) Mekkora a visszapattands és a foldet érés sebességének ardnya? (Ezt az
ardnyszdmot 1itkdzési szamnak nevezik.)

¢) Az energiaveszteség kompenzdldsdra a jatékosok a labddt pattogtatni szoktdk,
azaz rovid ideiq lefelé nyomjak. Tegyiik fel, hogy a jdtékos a labddt 1,05 m-rél inditva
0,08 m hosszon nyomja lefelé. Mekkora dtlagos erét fejt ki a jdatékos a labddra, ha
az most ujra 1,05 m-re pattan vissza?

(4 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hodmezévasarhely

Megoldas. a) A mechanikai energiaveszteség az elengedési (H) és a vissza-
pattandsi (h) magassdghoz tartozé helyzeti energidk kiilonbségével egyenld:

AW =mg(H — h) ~ 2,8 J.

b) A sebességek ardnya:

g5
N

29

k = =
2gH

=0,74.

¢) A visszapattané labda akkor emelkedig H magassigra, ha a pattands utdni
sebessége \/2gH, a visszapattands el6tti sebessége tehat:

‘/29H~62m
) S'

v =

o
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Felirhatjuk a munkatételt. Az mg nehézségi er6 H = 1,05 m tton, a jatékos
altal kifejtett F' er6 pedig s = 0,08 m tton végez munkat:

mgH + F's = %va.
Innen
mv? — 2mgH
2s
Tehat a jatékos altal a labdara kifejtett dtlagos erd kb. 65 N.
Bonifert Baldzs (Budapest, Badar-Madas Ref. Gimn., 11. évf.)

65 dolgozat érkezett. Helyes 33 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 24, hidnyos
(1-2 pont) 8 dolgozat.

F = ~ 65 N.

P. 5209. Az dbran ldthato csigasorban a legfelsd dallocsiga zgzz
15 cm, a legalsé mozgdcsiga pedig 25 cm sugarid. A mozgocsigdk
mindegyike 15-6t fordul percenként, és az dllocsigdk fordulatszdma
is megegyezik eqymdssal. (A csigdk kézitti kitéldarabok fiiggdleges-

nek tekinthetdk.) {
a) Mekkora a tébbi csiga sugara?
b) Mekkora az dlldcsigdk fordulatszama?

(4 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhéz

Megoldas. Tegyiik fel, hogy huzas kozben az allocsigak x-szel
magasabbra keriilnek. Ez azt jelenti, hogy a csigak kozotti kotél tel-
jes hossza 6z-szel rovidebb lesz, hiszen mind a 6 kotéldarab hossza
x-szel csokken. Ekozben a legfelsd dllocsigan 6z hosszi kotél ha-
lad at. A legals6 allocsigan z-szel kevesebb, 5x, mert ez a csiga
kozben z-szel magasabbra is keriil. A (fentrél szamitott) masodik
allécsigan ugyanilyen okbdl 4x, a masodik mozgdcesigan 3z, a har-
madik allécsigdn 2z, a harmadik mozgdcesigan pedig x hosszisagi
kotél halad at.

L\

a) A fordulatszam egyenesen ardnyos az dthalad6 kotél hossza- -
val és forditottan aranyos a sugarral, igy a masodik mozgdcsi-
ga sugara 25 cm - g—i = 15 cm, a harmadik, legfelsé mozgdcsigaé
25 cm - % =5 cm, mert a fordulatszamaik megegyeznek. A masodik allocsiga

sugara 15 cm - é—; = 10 cm, a harmadik, legals6 allocsigéé 15 cm - g—; =5 cm, mert

az alléesigak fordulatszama is egymdssal megegyezik.

b) A legfelsd mozgdesiga 15-6t fordul percenként, sugara ugyanakkora, mint a
legals6 allocsigaé, 5 cm, de azon egységnyi id6 alatt kétszer olyan hosszi kotél
halad at, ugyhogy fordulatszdma is sziikségképpen kétszer akkora, 30 fordulat
percenként.

Janosik Maté (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 10. évf.)

12 dolgozat érkezett. Helyes Hamar David, Jdnosik Maté, Ludanyi Levente, Pdhan
Anita Dalma és Somlan Gellért megolddsa. Hidnyos (1-3 pont) 2, hibds 5 dolgozat.
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Eo6tvos-verseny

Az idei E6tvos-versenyt

2020. oktéber 9-én

pénteken délutéan 15"-tél 20"-ig rendezi meg az Eotvos Lordnd Fizikai Tarsulat.

A versenyen azok a didkok vehetnek részt, akik vagy kozépiskolai tanuldk,
vagy a verseny évében fejezték be kozépiskolai tanulményaikat. Nemcsak magyar
allampolgarsagu versenyzok indulhatnak, hanem Magyarorszagon tanulé kiilfoldi
didkok, valamint kiilf6ldon tanul6, de magyarul ért6 didkok is.

A megoldédsokat magyar nyelven kell elkésziteni, a rendelkezésre all6 idé 300
perc. Minden frott vagy nyomtatott segédeszkoz hasznalhaté, de hagyoményos (nem
programozhatd) zsebszdamoldgépen kiviil minden elektronikus eszkoz haszndlata
tilos.

El6zetesen jelentkezni nem kell, elegend6 egy személyazonossag igazolasara
szolgdld okmdannyal (személyi igazolvany, didkigazolvany vagy ttlevél) megjelenni
a verseny valamelyik helyszinén.

A helyszinek és a versennyel kapcsolatos minden tovabbi informéacié megtalal-
haté a verseny honlapjan:

http://eik.bme.hu/"vanko/fizika/eotvos.htm.

Versenybizottsag

Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 397. Gyertyaval bekormozott fémlemez hémérsékletét mérve hatarozzuk
meg, hogy mennyi energia érkezik a Napbdl egységnyi id6 alatt a sugarzasra mero-
leges, egységnyi nagysdgu feliiletre! (A fémlemez anyagdnak fajh8jét vegyiik tabla-

zatbol.)
(6 pont) Kozli: Tichy Géza, Budapest
G. 713. Egy 80 kg tomegt fizikatanar
ﬂ 6 méter hosszu és 40 kg tomegt, erds pallobdl
A olyan kétoldalii emel6t készit, amivel a didkja-
inak bemutatja, hogy akar egy 500 kg tomegi
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terhet is fel tud vele emelni. Hova helyezze az emel6 alatamasztésat, ha a terhet
maximalis magassdgba akarja juttatni ugy, hogy teljes silyaval 6vatosan raneheze-
dik a pallé végére? A teher tomegkozéppontjan athaladé fliggdleges egyenes 20 cm
tavol van a palld végétol.

(4 pont)

G. 714. A Fold jégsapkai és gleccserei jelenleg mintegy 30000000 km?® jeget
tartalmaznak. Becsiiljiitk meg, hogy nagyjabdl mennyivel emelkedne a tengerek és
az 6ceanok vizszintje, ha ez a hatalmas mennyiségii jég mind elolvadnal

(3 pont)

G. 715. Egy aramkor harom ellenallasbdl és
egy telepbdl all az dbran lathaté médon.

a) Mekkora az egyes ellendlldsokon atfolyé dram
és a rajtuk es6 fesziiltség? A

b) Hogyan valtoznak ezek az értékek, ha a két
parhuzamos ellendllas mellé még bekotiink rengeteg
(,,végtelen sok”) 1 kQ-os ellenélldst parhuzamosan?

[

¢) Mekkora lesz az eredeti dramkor hérom ellenédlldsanak drama és fesziiltsége,
ha az 5 kQ-os ellendllds mellé bekotiink még rengeteg (,,végtelen sok”) 1 kQ-os
ellenallast sorosan?

(4 pont)

G. 716. Egy dgyibdl kil6tt granat palydjanak legfelsé pontjan 100 m/s sebes-
séggel haladva két egyforma tomegii darabra robban szét. Az egyik darab 50 m/s
sebességgel fliggblegesen felfelé indul el. Milyen irdnyba és mekkora sebességgel
indul el a mésik darab? (A grandtban 1év6 robbandanyag témege elhanyagolhatd.)

(3 pont)

P. 5240. Hény liter levegd szorul ki egy 6 m x5 m x 3 m-es helyiséghdl,
ha a levegd hémérséklete 27 °C-rél 30 °C-ra emelkedik, a nyoméas pedig 0,5%-kal
csokken?

(3 pont) Példatart feladat nyoman

P. 5241. Az er6s délnyugati szél hatdsara 1962. méjus 14-én 9 éra alatt 45 cm-
rel csokkent Keszthelynél a Balaton vizszintje, amig Als6orsnél 51 cm-t emelkedett.
Adjunk nagysagrendi becslést a szélnek a viz emelésére forditott teljesitményére!
(Becslésiinkhoz felhaszndlhatjuk az interneten elérheté adatokat is.)

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest
P. 5242. Egy felh6ben 2 mm atmérsji, gomb alaku es6eseppek lebegnek. Mek-

kora sebességgel dramlik felfelé az 1 kg/m? stirtiségfi levegs a felhében? (A kizeg-
ellendlldsi erd a sebesség négyzetével ardnyos.)

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz
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P. 5243. Egy sportcsarnokban a kézilabdazok az inditdst gyakoroljak gy,
hogy a terem faldval parhuzamosan futva a falhoz dobott labdat elkapjék. Az egyik
jatékos a faltél 3 méterre, folyamatosan 5 m/s sebességgel szalad. A teremhez
képest legalabb mekkora sebességgel kell eldobnia a labdat ahhoz, hogy utédna épp
az eldobas magassagaban tudja majd elkapni? A labda {itkozését a fallal tekintsiik
tokéletesen rugalmasnak.

(5 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves

P. 5244. Egy bizonyos fajta elemi részecske szilard anyagban mozogva a meg-
tett tttal ardnyosan veszit az energidjabdl, és valahol megdll. A vy = 107 m/s kez-
dosebességli részecskék egy ritkdabb anyagba s; = 3 cm, egy stiriibb anyagba pedig
so = 2 cm mélyen hatolnak be. Mekkora Ut megtétele utan allnak meg az ugyan-
ekkora kezddésebességii részecskék, ha a stirlibb anyag d = 1,5 cm vastag rétegén
athatolva a ritkabb anyagba érnek?

(4 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5245. Teherszallité repiilégép halad az Egyenlité felett 11 km magasan
1000 km/h sebességgel, elszor nyugati, majd keleti irdnyban. A repiilétéren hi-
telesitett rugds mérleg segitségével mindkét alkalommal megmérik a gépben egy,
a fedélzeten 16vé nehéz targy tomegét. A két mért érték kozott 1 kg a kiilonbség.
Mekkora a targy valédi tomege?

(4 pont) Kozli: Stmon Péter, Pécs

P. 5246. Hévizen, a t6 aljanak azon részén, ahol a tolcsér sziklafalabodl, a fel-
szin alatt kiomlik a viz a téba, a felkavart iszaprétegbdl induld, végig gobmb alaktunak
feltételezett 1égbuborék dtméréje 50%-kal megnd, mikozben az dllandé hémérsék-
letii viz felszinére érkezik. Mekkora a viz mélysége az iszapréteg felett?

(4 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Eors, Budapest

P. 5247. Egy téglatest alakil akvarium
d két szemkozti oldalan egy-egy kor alaku nyilds
van, melyeket vékony, kis nyildsszogii gomb-
o siivegek fednek (ldsd az dbrdt). A gombsiive-
T Y di  gek kozos optikai tengelye vizszintes. A befe-
1é domborulé gémbsiiveg gorbiileti sugara r,
a kifelé domborul6é 2r. A gombsiivegek teteje
alacsonyabban van, mint az akvariumban 1é-

v6, n = 4/3-o0s térésmutatéju viz felszine.

a) Mekkora d tdvolsdgra van egymdstdl az akvarium gombsiivegeket tartalma-
z6 két oldala, ha az egyik gombstiivegre vizszintesen érkezd, parhuzamos fénysugarak
a masik gémbsiivegen at vizszintesen, parhuzamosan hagyjak el az akvariumot?

b) Mekkora a két gombsiiveg da, illetve dy dtméréjének ardnya, ha az akvé-
riumba barmelyik gombsiivegen &t belépd, vizszintes fénynyalab teljes egészében
a masik gombsiivegen 1ép ki?
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¢) Az optikai tengelyen, az akvéarium kozepén van egy piciny halacska. Hol
lathaté ez az egyik, illetve a masik oldali gbmbsiivegen at nézve?

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5248. Egy 4/ hosszisagu ellenédllashuzalt a két

negyedel6pontjaban derékszogben meghajlitottunk. Hol 20

kell ehhez hozzakotni a 2¢ hosszusagu, ugyanebbdl a hu-

zalbol levagott vezetdt, ha azt akarjuk, hogy a huzalvé- £ 2¢ 792
gek kozott kialakuld ered6 ellenalldas megegyezzen egyet- by JCa
len 2¢ hosszisagu vezeto ellendllasaval?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 5249. Az AA jeli akkumulator hossza 5 cm, dtmérdje 1,4 cm.
a) Mekkora energidt térol egy 1,2 V-os, 2800 mAh-s akku?

b) Mekkora sebességre gyorsulna fel ez a 17 grammos akku, ha az eltdrolt
energidjat teljesen a sajat mozgasi energidjava alakitana?

¢) Hanyszor kevesebb energidval lehetne ugyanekkora térfogati vizet 20 °C-rél
100 °C-ra melegiteni?

d) Mennyi energia van ugyanekkora térfogat kristalycukorban, amelynek sii-
riisége kb. 0,77 g/cm?, energiatartalma pedig 1680 kJ/100 gramm?

(4 pont) Kozli: Vass Miklés, Budapest

L1

Bekiildési hatarid6: 2020. oktéber 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 70. No. 6. September 2020)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 353): K. 659. How
many different quadrilaterals are there whose vertices are selected from the vertices of
a regular nonagon so that the quadrilateral contains the centre of the nonagon in its
interior? (Congruent quadrilaterals are not considered different.) K. 660. The squares in
the figure were filled in with the numbers 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, and then the sum of the
numbers in the two adjacent squares was entered in each circle. Finally, the numbers in
a few circles were deleted, and the squares were shaded. a) Which numbers are missing
from the blank circles? b) Enter the original number in each square. K. 661. The sides
of a regular octagon ABCDEFGH are 2 units long. Two squares, BCIM and GHNP
are constructed on sides BC' and GH, inside the octagon. Show that the points N and M
coincide. K. 662. The first four terms of a sequence are all 1. From the fifth term onwards,
each term is obtained by adding the two terms that are four positions and three positions
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back from that term. How many even numbers are there among the first 150 terms of the
sequence? K. 663. The sum of the squares of three consecutive integers equals the sum of
the squares of the following two integers. What may be these five consecutive numbers?

New exercises for practice — competition C (see page 354): Exercises up
1

to grade 10: C. 1616. Solve the equation x + —T = 135 where x, y, z, v are

=113
vt 13

4 ' 6v
positive integers. (Proposed by B. Bird, Eger) C. 1617. Is it possible to arrange four 2 x 8
rectangles in the interior of a 7 x 15 rectangle as shown in the figure, without overlapping?

(The figure is not to scale.) Exercises for everyone: C. 1618. Prove that 3 < Unt1 —
an < 1 holds for all the terms of the sequence a,, = %, with n > 1. C. 1619. From
the midpoint of each side of an acute-angled triangle, drop perpendiculars to the other
two sides. Prove that the area of the hexagon formed by the perpendiculars is half the area
of the triangle. (Croatian problem) C. 1620. Jack Russell fashioned a springboard in his
back yard. He carried out measurements to determine that by bending the springboard
x decimetres below horizontal, he could jump to a height of 0.52% 4+ ax + b decimetres.
Unfortunately, he forgot the values of a and b. He only remembers that bending by 10 cm
let him jump 35 cm, and a deformation four times as large resulted in a jump four times
as high. What may have been Jack’s measured values of a and b? Exercises upwards of
grade 11: C. 1621. The lengths of the sides of a trapezoid circumscribed about a circle
are integers that are consecutive terms of an arithmetic progression in some order. Given
that the radius of the incircle and the length of the shorter base are both 6, how long are
the other three sides? (Proposed by L. Németh, Fonyéd) C. 1622. Prove that the area
bounded by the graphs of the functions y = 1 — |z — 1| and y = |22 — al is less than % for
1 < a < 2. (Croatian problem)

New exercises — competition B (see page 355): B. 5110. The tangents drawn
to the inscribed circle of an isosceles triangle, parallel to the sides, cut off three small
triangles. Prove that in the small triangles lying on the base of the large triangle, the
heights drawn to the base are equal to the radius of the inscribed circle of the large triangle.
(3 points) B. 5111. Let a and b be real numbers such that a + b= 1 and a® + b* = 2.
Find the value of a® + b®. (8 points) (Based on the idea of M. Szalai, Szeged) B. 5112.
A deck of card consists of p red cards and k blue cards. In how many different ways
is it possible to select some of the cards so that the number of red cards should be n
more than the number of blue cards? (4 points) B. 5113. Let a, b and ¢ denote some
given, pairwise relatively prime positive integers. Prove that the equation z® + y® = 2¢
has infinitely many solutions (z,y, z) where z, y and z are positive integers. (& points)
B. 5114. A unit cube ABCDEFGH (see the figure) is cut by a plane S that intersects
the edges AB and AD at the points P and @ respectively, such that AP = AQ ==
(0 < z < 1). Let the common point of the edge BF' and S be R. What is the distance BR
if ZQPR = 120°7 (4 points) B. 5115. Ali has n coins in his purse, and Baba has n — 1
purses, initially all empty. Baba is playing the following game: he divides the coins (all in
the same purse at start) into two purses, with a1 coins in one of them and b1 coins in the
other (a1,b1 > 0), and then he writes the product a1b1 on a blackboard. Then he continues
in the same way: in the kth move (k = 2,3,...) he selects a purse containing at least two
coins, divides them between two empty purses, with a; coins in one of them and by in
the other (ag,br > 0), and writes the product axby on the board. The game terminates
when there is 1 coin in each purse. Then Ali gives as many coins to Baba as the sum of all
the products axbr on the board. What is the maximum number of coins that Baba may
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get? (5 points) B. 5116. Let a,b,c > 0 and x,y, z > 0. Prove that if x + aby < a(y + z),
y+bez <b(z+z),and z+cax < c(x+y),thenz =y=2=0o0ra=>b=c=1. (6 points)
(Proposed by G. Stoica, Saint John, Kanada) B. 5117. The points A, B, C, D (in this
order) lie on the same line. On the same side of the line, a regular triangle is drawn
on each of the line segments AB, BC' and C'D, with the third vertices being E, F', and
G, respectively. Let the distances between the adjacent points on the line be AB = a,
BC = b, CD = c. Show that the measure of Z/EFG equals 120° if and only if a +¢c =1

1 1 1 .
or —+ =13 (6 points)

New problems — competition A (see page 356): A. 780. We colored the n? unit
squares of an n X n square lattice such that in each 2 x 2 part at least two of the four
unit squares has the same color. What is the largest number of colors we could have used?
(Based on a problem of the Diirer Competition) A. 781. We want to construct an isosceles
triangle using a compass and a straightedge. We are given two of the following four data:
the length of the base of the triangle (a), the length of the leg of the triangle (b), the
radius of the inscribed circle (r) and the radius of the circumscribed circle (R). In which
of the six possible cases will we definitely be able to construct the triangle? (Proposed by
Gydrgy Rubdcezky, Budapest) A. 782. Prove that the edges of a simple planar graph can
always be oriented such that the outdegree of all vertices is at most three. (UK competition
problem,)

Problems in Physics
(see page 378)

M. 397. By measuring the temperature of a smoked metal plate (which was smoked
with the flames of a candle) determine the amount of energy absorbed by a unit area
surface perpendicular to the radiation emitted by the Sun in a unit of time. (Take the
specific heat capacity of the metal from a table.)

G. 713. An 80-kg physics teacher makes a first class lever from a 6-m long strong
wooden plank of mass 40 kg, with which he demonstrates to his students that he can lift
a load of mass even up to 500 kg. Where should he place the fulcrum of the lever if he
wants to lift the load up to the highest possible position such that he gently puts his total
weight onto the other end of the plank? The vertical line through the centre of mass of
the load is at a distance of 20 cm from the end of the plank. G. 714. The Earth’s ice
caps and glaciers currently contain approximately 30000000 km? of ice. Let us estimate
how much the sea level of the oceans and seas would rise if all this huge amount of ice
melted. G. 715. A circuit consists of three resistors and a battery as shown in the figure.
a) What is the current flowing through each resistor and the voltage across them? b) How
do these values change if we connect a lot of (“infinitely many”) 1 k2 resistors in parallel
to the two resistors, already connected in parallel? ¢) What will the currents through
the original three resistors and voltages across them be, if we connect a lot of (“infinitely
many”) 1 k resistors in series with the 5 kQ resistor? G. 716. A grenade fired from
a cannon explodes into two pieces of equal mass at the top of its trajectory, when its
speed is 100 m/s. One piece starts to move vertically upwards at a speed of 50 m/s. In
what direction and at what speed does the other piece start? (The mass of the explosive
in the grenade is negligible.)

P. 5240. How many litres of air is displaced from a room of sides 6 m x 5 m x 3 m,
if the temperature of the air increases from 27 °C to 30 °C, while the pressure decreases
by 0.5%7? P. 5241. On May 14, 1962, due to the strong South West wind the water level
of lake Balaton near city Keszthely decreased by 45 cm in 9 hours, while near the village
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Alséors the water level increased by 51 cm. Estimate the order of the power required of the
wind to raise the level of water. (It is allowed to use relevant data found in the internet.)
P. 5242. Spherical raindrops of diameter 2 mm are floating in a cloud. At what speed
does the air of density 1 kg/m?® flow upwards in the cloud? (Air drag is proportional to
the square of the speed.) P. 5243. In a sports hall, handball players practice starting by
running parallel to the wall of the room to catch a ball thrown against the wall. One of
the players runs 3 meters from the wall at a constant speed of 5 m/s. At least at what
speed with respect to the hall does he or she have to throw the ball in order to catch it
at the height of the throw? Consider the collision of the ball with the wall to be perfectly
elastic. P. 5244. The energy dissipated by a specific type of elementary particle while it
is moving in some solid is proportional to the distance covered by the particle, and finally
it stops somewhere. Particles with an initial speed of vy = 107 m/s penetrate into some
lighter material to a depth of s; = 3 c¢m, whereas they penetrate into some more dense
material to a depth of so = 2 cm. At what depth can these particles, with the same initial
speed, go into the lighter material after passing through a d = 1.5 cm thick layer of the
more dense material? P. 5245. A cargo plane travels 11 km above the equator at a speed
of 1000 km/h, first west and then east. The mass of a heavy object on board is measured
on both occasions using a spring balance certified at the airport. The difference between
the two measured values is 1 kg. What is the mass of the object in reality? P. 5246. At
the bottom of lake Héviz, where the spring breaks out from the rock, a spherical bubble
is generated from the mud. The bubble is supposed to keep its spherical shape and its
diameter increases by 50% while it moves up to the surface of the water. The temperature
of the water is the same everywhere. What is the depth of the water above the mud layer?
P. 5247. On each of the opposite faces of a rectangular aquarium there is a circular hole
covered by a thin spherical cap-shaped piece of glass, as shown in the figure. The common
principal axis of the caps is horizontal. The radius of curvature of the concave cap — the
one depressed into the aquarium — is r, and that of the convex cap — bulging outward
from the aquarium — is 2r. The topmost points of both caps are below the surface of
the water in the aquarium. The refractive index of water is n = 4/3. (The angle between
the principal axis of the spherical glass cap, and the radius drawn from the centre of the
sphere to a point on the perimeter of the circular base of the cap is small.) a) What is the
distance between the two faces of the aquarium, containing the glass caps, if a parallel
beam of light entering horizontally to one of the spherical caps emerges from the other
glass cap as a parallel and horizontal beam of light? b) What is the ratio of the diameters
of the two spherical caps d2 to di, if a horizontal light beam entering the aquarium through
any of the spherical caps exits entirely through the other spherical glass cap? ¢) There is
a tiny fish at the common principal axis in the middle of the aquarium. Where can this
fish be observed, when viewed through one of the glass caps on one side, then through
the other? P. 5248. A wire of length 4¢ was bent at right angles at its two quadrisecting
points, next to the ends of the wire. Where should another piece of 2¢-long wire of the
same type be connected to the first wire, if the equivalent resistance of the wire system is
to be the same as the resistance of the wire of length 2¢7 P. 5249. The length of an AA
rechargeable battery is 5 cm, and its diameter is 1.4 cm. a) How much energy is stored in
the battery rated at 1.2 V and 2800 mAh? b) To what speed could such a battery speed
up, if all of its stored energy was converted to its kinetic energy? The mass of the battery
is 17 g. ¢) By what factor would the energy needed to heat the same volume of water from
20 °C to 100 °C be less than the above calculated energy? d) How much energy is there in
the same volume of granulated sugar of density of approximately 0.77 g/cm>? The energy
content of sugar is 1680 kJ/100 grams.
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