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Térbe kilépd bizonyitasok, raadas’

Gergonne megoldasa az Apolléniusz-feladatra

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geomet-
riai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akar még magasabb dimenzids
objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk eld.

A pergai Apolléniusztél? szarmaztatjak a kovetkezd klasszikus feladatot.

Apolléniusz-feladat: Adott harom kor, ki, ko és ks. Szerkessziik meg
az 0sszes olyan m kort, amely k1, ko és ks mindegyikét érinti.

A feladatnak sokféle specidlis és elfajulé esete létezik: valamelyik kor helyett
egyenes (végtelen sugari kor) is lehet, illetve a kor egy ponttd fajulhat (nulla sugari
kor), ilyenkor az érintés helyett azt koveteljiik meg, hogy m atmenjen az illetd
ponton. Néhany nagyon specidlis esettel mar dltaldanos iskoldban talalkoztunk, mint
példaul harom adott ponton atmend, vagy a harom adott egyenest érinté korok
megszerkesztése.

Szeretjiik kikotni, hogy ki, ko és k3 dltalanos helyzetid legyen, vagyis a kdzép-
pontjaik ne essenek egy egyenesre, ne menjenek at egy ponton, ne érintsék egymast,
a sugaraik kiilonbozoek legyenek, és a harom kornek ne legyen kozos érintéje. Is-
mert, hogy altaldnos helyzetii korok esetén az m kor nyolc- vagy négyféle lehet, és
az is elfordulhat, hogy nincs ilyen érint6 kor; egy-egy ilyen elrendezést lerajzoltam
az la.—1c. abrdkon.

la. dbra 1b. dabra 1c. dbra

A megolddsokat (az érintd korsket) csoportokba rendezhetjiik tgy, hogy a ko-
roket és egyeneseket irdnyitjuk, és csak olyan érintést engediink meg, amikor az egy-
mést érint6é koroknek és egyeneseknek az iranya is megegyezik. Az 1.a dbran a nyi-
lacskék jelzik az egyik lehetséges irdnyitdst; a nyolc érinté kor koziil ketté felel meg

LA cikksorozat a Rényi Intézet és a Sztaki tAmogatasaval késziilt.
2Pergai Apolléniusz (Amodhdviog 6 Ilepyaiog) gordg matematikus és csillagdsz, Kr.e.
2-3. szazad.
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ennek a szigorubb feltételnek. Vilagos, hogy csak annak van jelentésége, hogy k1,
ko, k3 koziil mely parok azonos vagy ellentétes irdnyitasiak, tehat a megoldasokat
négy (esetleg iires) csoportba osztottuk. Erdemes a feladatot igy is megfogalmazni:

Iranyitott Apolléniusz-feladat: Adott harom irdnyitott kor, ki, ko
és ks. Szerkessziik meg az dsszes olyan m irdanyitott kort, amely ki, ko
és ks mindegyikét érinti gy, hogy az érintési pontokban a kordk irdnya
azonos.

Az Apolléniusz-feladatra sokféle megoldas ismert; taldn a legszebb Gergonne?

szerkesztése. A cikksorozatnak ebben az utolsé utani részében az & szerkesztését
szeretném bemutatni.

Az azonos sugaru kérok esete

Ha ki, ko és ks irdnyitdsa azonos (mond-
juk pozitiv), és a sugaruk ugyanakkora, akkor
konny dolgunk van. Legyen a hdrom kor
kozéppontja K1, Ko, illetve K3, a kozds sugar Q 9
r. Rajzoljuk meg a Kj, Ko, K3 pontokon ‘04
atmené ¢ kort; ennek kozéppontja legyen O,
sugara 7¢. (Eléfordulhat, hogy ro < r.) Kénny
meggondolni, hogy a feladatnak két megolddsa
van, az O kozéppontu, |rg — r| sugard my kor ™o
és az ro + r sugari mg kor (2. dbra).

Az altalanos esetet megprobalhatjuk
visszavezetni az egyenlé sugaru esetre, ehhez 2. dbra
hasznos és kézenfekve eszkoz az inverzid: keres-
hetiink egy olyan inverziét, vagy inverzidk egymas utanjat, amely elébb két, majd
végiil mindharom kort ugyanakkora sugari, és azonos iranyitasi korbe képezi. He-
lyette inkdbb egy maésik irdnyt szeretnék mutatni, amely nem fog minden esetben
miikddni, de jol bemutatja a Gergonne-féle szerkesztést, és hogy milyen matemati-
kai érdekességek vannak mogotte.

Azonos sugaru koérok a félsikmodellben

A cikksorozat 6. részében mar lattunk példakat arra, hogy a Poincaré-féle
félsikmodellben kiilonb6zé méretiinek ldtszo korvonalak mégis lehetnek ,ugyanak-
kordk”: két korvonal akkor ,ugyanakkora”, ha a kiils6 hasonlésagi pontjuk a fél-
stkmodell hatarara esik. Nosza, szerkessziik meg az irdnyitott ki, ko és k3 koreink
parjainak hasonldésigi pontjait; legyen k; és k; hasonlésagi pontja H;;. A Monge-
tételbdl tudjuk, hogy a harom hasonlésagi pont egy h egyenesre esik; ha szerencsénk
van, akkor a h-nak ugyanazon az oldalan van ki, ko és k3; ezt a félsikot fogjuk a fél-
stkmodellnek tekinteni. A k; kor ,koézéppontja” a modellben legyen K, és legyen r
a kozos ,,sugar”. Rajzoljuk meg ismét a K, Ko, K3 pontokon dtmend ¢ kérvonalat;
ismét csak ha szerencsénk van, akkor c teljes egészében a félsik belsejébe esik, vagy-
is egy hiperbolikus ,,kér”. Legyen ¢ modellbeli , kézéppontja” az O pont. A feladat

3Joseph Diez Gergonne francia matematikus, 1771-1859.
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két megoldasat, az m, és mo koroket ugy kapjuk, hogy ugyanezzel a kozépponttal
rajzolunk egy r-rel kisebb, és egy r-rel nagyobb sugard kort (3. dbra).

3. dabra

Azt gondolhatnénk, hogy ezzel vége, megszerkesztettiik a két érint6 kort, de
inkabb tanulmanyozzuk tovabb az adbrat; a lényeg csak ezutdn kovetkezik. Jeloljiik
T;-vel, illetve U;-vel a k; érintési pontjat az my, illetve az my korrel. A T; pont a k;
és az my kiils6 hasonldsdgi pontja, az U; pedig k; és mo kiilsé hasonlésagi pontja;
a Monge-tétel miatt a T;U; egyenes atmegy mq és mo belsé hasonldosagi pontjan;
jeloljiik ezt R-rel.

Rajzoljuk meg az O és K; pontokat Osszekotd e; ,egyeneseket” is, amelyek
a hatdrra meréleges félkornek latszanak. (Ezzel mar kilenc kort zstufoltunk 6ssze
az adbran.) A félkorok meghosszabbitdsai dtmennek az O pont h-ra vonatkozdé
titkkorképén, az O’ ponton. A ¢, my, mo kordk kozos ,kozéppontja” az O pont,
ezért a latszdlagos kozéppontjaik az OO’ egyenesre esnek, gy az R pont is az OO’
egyenesen van.

Az els6 fontos észrevételiink, hogy az R pontnak a ki, ko, k3 és ey, eo, €3
korokre vonatkozd hatvanya ugyanaz: az ROO’ egyenes az e1, ey, ez korok kozos
hatvanyvonala, k; és e; hatvanyvonala pedig az RT;U; egyenes. Tehat: az R pont
a ki, ko, k3 korok hatvdnypontja.

Legyen most X; az e; félkor kozéppontja. Az e; félkor atmegy k; ,,kézéppont-
jan”, ezért mer6leges k;-re; emiatt az X;T; és X;U; szakaszok a k; érint6i. A k;
korben a T;U; egyenes az X; pont poldrisa; mivel X; a h egyenesen van, az RT;U;
egyenes datmegy a h egyenes k;-re vonatkozé pélusan (az dbrén P;-vel jeloltem).
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Gergonne szerkesztése az Apolléniusz-feladatra

Az el6bbi okoskoddsbdl elhagyhatjuk a félsikmodellt, a ¢ és az e; koroket, és
leolvashatjuk Gergonne maédszerét.

Gergonne szerkesztése: Legyen ki, ko €s ks hatvanypontja R, jeldlje
ki és k; hasonldsagi pontjat H;j. A hdrom hasonlésdgi pont egyene-
se legyen h, és a k; korben legyen h pdlusa a P; pont. Az irdnyitott
Apolloniusz-feladatnak akkor létezik megolddsa, mégpedig pontosan ket-
té, ha mindegyik k; kort elmetszi a megfeleld RP; egyenes, és a két
metszéspont éppen a k; két érintési pontja a két megoldds korrel.

Egy igazan j6 szerkesztési eljarastél elvarjuk, hogy az 6sszes megoldast megta-
lélja, és lehetdleg ne produkaljon hamis megolddsokat, amelyeket tovabb kell valo-
gatnunk. A fenti szerkesztésben van egy kis bizonytalansig: a mddszer mindegyik
k; koron megadja a két megoldas érintési pontjait, de azt még el kell dontentink,
hogy mely érintési pontok tartoznak ugyanahhoz a koérhoz.

Gergonne eljarasa megszerkeszti a megoldasokat

Elébb azt fogjuk ellendrizni, hogy ha az irdanyitott Apolléniusz-feladatnak léte-
zik megoldasa, akkor Gergonne modszere megszerkeszti ezt a megoldast, mégpedig
két kiilonbozo kort, és a két megoldas érintési pontjainak megkiilonboztetésére is
mutatunk egy egyszerti mddszert.

Tegytik fel, hogy valamilyen m; irdnyitott kor megoldasa az iranyitott Apoll6-
niusz-feladatnak; mq és k; érintési pontjat jelolje T;.

El6szor megszerkesztjiikk a maésik megolddst. Legyen az R hatvanypontnak
a ki, ko, ks korokre vonatkozd kozos hatvanya A. Az R kozéppontd, A paraméterii
inverzié* a ki, ko, ks koroket onmagukra képezi; A\ > 0 esetén az irdnyitdsukat
megforditja. Jeloljik T; inverzét U;-vel, és my inverzét mo-vel; ha A > 0, akkor mqo
legyen mq-gyel ellentétes iranyitasi. Az inverzié érintéstartésaga miatt az meo kor
érinti mindegyik k; kort az U, pontban, és az iranyitasuk is megegyezik. Tehdt mo
egy masik megoldasa a feladatnak.

Az mq, k; és kj; irdnyitott korok paronként vett hasonldsdgi pontjai 75, 1) és
H;j;; ezek a Monge-tétel szerint egy egyenesen vannak; ugyanigy, az mo, k; és k;
korok paronként vett hasonlésagi pontjai, az U;, U; és H;; is egy egyenesen vannak
(4. dbra).

Az my szerkesztése miatt RT) - RU; = RT5 - RUs = A, ezért Ty, T, Uy, Us egy
¢ korén van. A ¢ és my hatvanyvonala a T1T5 egyenes, a ¢ és mo hatvdnyvonala
az U1Us egyenes. A két hatvanyvonal metszéspontja a Hio pont, tehdt Hio hatva-
nya az my és meo korokre ugyanakkora. Ugyanez igaz a Hi3 és a Hyg pontokra is;
ebbdl latjuk, hogy a h egyenes az my és az mo hatvanyvonala.

Most huzzuk meg ki kozos érintéit az mq és mo egyenesekkel; ezek metszés-
pontja legyen X. A T1 X egyenes a ki és my hatvdnyvonala, az U; X egyenes pedig

“Pozitiv X esetén a v/ sugari kérre vonatkozé inverzié, negativ A esetén a /|\| sugart
korre vonatkozo inverzié tiikorképe.
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4. dbra

a ki és mo hatvanyvonala, tehat X rajta van az my és mo hatvanyvonalan is, ami
— mint lattuk — a h. Méasrészt a T1U; egyenes az X pont polarisa a k; korben;
mivel h dtmegy az X ponton, az X polarisa is dtmegy a h polusan, a P; ponton.
Tehat a P; pont az RT1U; egyenesen van. Ugyanigy lathatjuk, hogy az RToUs és
az RT3Us egyenes is atmegy Po-n, illetve Ps-on.

Ezzel ellenériztiik, hogy Gergonne modszere tényleg megszerkeszti a megolda-
sokat. Az is latszik, hogy a hat érintési pontot hogyan kell két hdrmas csoportba
osztanunk: ha mar eldontottiik, hogy mondjuk a kq kor és az RP; egyenes két met-
széspontja koziil melyik a T} és melyik az U;, akkor a tovabbi négy metszéspont
koziil T az, amelyik a Hy;T} egyenesen, U; pedig az, amelyik a H;;U; egyenesen
van (j = 2,3).

Ha szamitégéppel szeretnénk abrat rajzolni a szerkesztéshez, akkor T és U;
kijelolése utan a T és az U; pontot az RP; egyenes és a Hy;11, illetve RP; és
Hy;U; metszéspontjaként érdemes definidlnunk.

Gergonne eljarasa csak a megoldasokat szerkeszti meg
A megforditds is igaz: amit Gergonne moddszere megszerkeszt, azok valéban
megoldasok.

A ki kor és az RP; egyenes két metszéspontjdt betlizzitk meg Ti-gyel és
Ui-gyel. A két megoldast gy fogjuk megszerkeszteni, hogy a ki kort a 77, illetve
az Uy pontbdl felnagyitjuk. A Ty, Us, T5, Us pontokat méashogy fogjuk definidlni,
de végiil ugyanazok a pontok lesznek.

Legyen a k; kor masodik metszéspontja a HioT) és a HioU; egyenessel A,
illetve B. El6szor megmutatjuk, hogy az AB egyenes dtmegy a P; ponton. Vizsgal-
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juk a ki korbe irt TyUy AB négyszoget a ki-re vonatkozd polaritds szerint. Legyen
az AU, és BT egyenesek metszéspontja Y, az AB és T1U; egyenesek metszéspontja
pedig Z.

A H15Y Z héromszog autopolaris, ezért a Z pont poldarisa a Hi2Y egyenes, és
ezen rajta van a T1U; egyenes pdlusa, az X pont is. Tehat Z polarisa a h egyenes,
és Z = P.

A Ky kort kdzéppontosan a ke korbe nagyithatjuk a Hys pontbdl; az A, B, T1,
U; pontok képét jeloljiik rendre Ty, Us, C-vel, illetve D-vel; a P; pont képe Ps.
Mivel

_ HyoTh - HipA HydTh - HioTo
HiyUy - HiyB  HyppUs - HiUs'

a Ty, Uy, Ty, Us pontok egy koron vannak. A kq, ko és a 11U, ToUs korok hatvany-
pontja R, emiatt a ToUs Py egyenes atmegy R-en is. Tehat T, és Us valéban a ko
kor és az RP, egyenes két metszéspontja (5. dbra).

Hyp» X Ny |

5. dbra

Vegyiik észre, hogy a Ty Py A és C' PoTy haromszogek hasonldk, mert a megfelel$
oldalaik parhuzamosak; a két haromszoget ugyanaz a Hio kézépponti nagyitas viszi
egymésba, mint a ki és a ko kort; emiatt a ky kor Ti-ben és A-ban huzott érint6i
parhuzamosak a ko kor C-ben, illetve Th-ben htizott érintéivel.

T R

Nagyitsuk a T; pontbdl a ki kort TP
irdnyitott kor: az mq kor a T; pontban érinti ki-et, és Th-ben érinti ko-t, és
az iranyuk is megegyezik.

szeresére; a ki képe legyen az mq

Ui R ) ;
U11P1 -szeresére, az igy kapott

kor legyen mo. A T; és U; pontok felcserélésével ugyanigy kapjuk, hogy az ms kor
az U; pontban érinti ki-et, és Us-ben érinti ko-t.

Hasonléan, nagyitsuk az U; pontbdl a ki kort

Ugyanezt elmondhatjuk a ko helyett a k3 korrel is, igy definialjuk a T3 és Us
pontokat. Mivel az my és mo definicidjaban csak a ky kor és az R, P, Ty és Uy
pontok szerepelnek, azt kapjuk, hogy ugyanaz az m, és ms kor ks-at érinti a T3,
illetve az Us pontban.
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Feladatok

1. Szerkessziik meg azokat a koroket, amelyek atmennek két adott ponton, és
érintenek egy adott egyenest.

2. Szerkessziitk meg azokat a koroket, amelyek dtmennek egy adott ponton, és
érintenek két adott egyenest.

3. Az ABC héromszogbe irt kor a BC oldalt a D pontban érinti. A BC
oldalhoz hozzairt kor kozéppontjat D-vel 6sszekoto egyenes a beirt kort masodszor
a T pontban metszi. Mutassuk meg, hogy a BT'C kor érinti a beirt kort.

4. A korokre illesztett kupokkal igazoljuk, hogy az irdnyitott Apolléniusz-
feladatnak nulla vagy két megolddsa van.

Fuss el véle

Ideje ezt a hosszura nyult sorozatot befejezni, a tanévnek is a végére értiink.
Mindenkinek koszonom a figyelmet és a tiirelmet; kiilondsen azoknak, akik végig-
olvasték, és a feladatokon is gondolkodtak.

Koés Géza

Konvex poliéderek egyensiilyi pontjai

1. Bevezetés

Jelen folydirat egy kordbbi szdmdban megjelent cikkben [5] vizszintes sikra
helyezett, sajat tomeggel rendelkez6 konvex poliéderek stabil egyensulyi helyzete-
ire vonatkozé eredményeket ismerhettiink meg. Ezen cikkben, az egyensulyi pont
fogalmanak ismertetése utan, tobbek kozott két allitds bizonyitasat olvashatjuk:

e Minden homogén témegeloszldsi (roviden: homogén) tetraédernek legaldbb két
stabil egyensilyi pontja van (azaz van két olyan lapja, melyen a test elbillenés
nélkiil megdll), illetve

e létezik olyan homogén 19 lapu konvex poliéder, melynek pontosan egy stabil
egyensulyi pontja van.

Erdemes megjegyezni, hogy az elsé éllitds megtaldlhatd, mint a Gnadig Péter,
Honyek Gyula és Vigh Maté szerkesztette, 333 furfangos feladat fizikdbdl cimi
feladatgytijtemény F. 120-as feladata [4]. Az emlitett [5] cikk végén a szerz6 négy
kérdést fogalmaz meg konvex poliéderek egyenstlyi pontjaira vonatkozdan. Ezek
koziil az elsé harom kérdés stabil egyenstlyi pontokra vonatkozik, és a cikkben
megtaldlhatjuk a felvetett problémékkal kapcsolatos ismereteink 6sszefoglalasét is.
Jelen frasunkban tébbek kozott azzal a (negyedikként kozolt) kérdéssel kivanunk
részletesen foglalkozni, amely csicsdan — tehat nem stabil médon — egyensulyozott
tetraéderre vonatkozik:
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1. kérdés. Igaz-e, hogy minden homogén tetraédernek van legaldbb két olyan
csucsa, amely egyensulyi pont?

Ez a megfogalmazdas a hivatkozott cikk els6 kérdésének ,,dudlisaként” is felfog-
haté. A kérdés logikajat kovetve természetes médon adédnak a cikk végén feltiin-
tetett kérdések csicsokra vonatkozd valtozatai is, mint példdul a kovetkezo:

2. kérdés. Létezik-e olyan homogén poliéder, melynek dsszes csucsa kozil pon-
tosan egy olyan van, amely egyensulyi pont? Ha igen, mennyi az ilyen tulajdonsdgi
homogén konvex poliéderek minimdlis csucsszama?

A kérdést tovabbgondolva egy altalanosabb kérdéshez is eljuthatunk:

3. kérdés. Adott szamu és jellegli eqyensilyi ponttal rendelkezé homogén poli-
éderek kozt mennyi a minimdlis lap-, illetve csucsszamai poliéder lapjainak, illetve
csucsainak szama?

Cikkiink f6 témaja a 3. kérdés precizebb megfogalmazasa, illetve a vele kapcso-
latos ismereteink Osszefoglaldsa. Ehhez viszont definidlnunk kell a konvex poliéde-
rek egyensilyi pontjainak kiilonb6z6 tipusait, illetve a konvex poliéderek ezekkel
kapcsolatos osztalyozasi rendszerét. Els¢ 1épésben talan nem art felidézniink egy
konvex test egyenstlyi pontjanak fogalmét [5].

1. definicié. Legyen K eqy konvex test, és X a test eqy belsé pontja. Azt
mondjuk, hogy a test eqy Y hatdarpontja K egy egyensilyi pontja X-re nézve, ha
az Y-on dtmend, XY szakaszra merdleges sik nem metszi a K test belsejét. Ha
X a K test tomegkizéppontja (homogén siriséget feltételezve), azt mondjuk, hogy
az Y pont K egy egyensulyi pontja.

Erdemes meggondolni, hogy K minden belsé pontja lehet K tomegkdzéppont-
ja alkalmas inhomogén striséget feltételezve, valamint azt, hogy ha Y a K test
egy egyensulyi pontja X-re nézve, akkor K-t aldtamasztva Y-ban egy vizszintes
sikkal gy, hogy ne billenjen el, X pontosan Y felett fog elhelyezkedni. A tovéb-
biakban nem csupéan stabil egyensulyi pontokkal foglalkozunk, igy érdemes azzal
folytatnunk, hogy az egyenstlyi pontok széba joheté tipusait — akar homogén, akar
inhomogén siirtiségeloszlast feltételezve — definidljuk.

Képzeljiik el, hogy az Y egyensilyi pontban alatamasztott testet kicsit ki-
billentjiik az egyensilyi helyzetéb6l. El6fordulhat, hogy ezt barmilyen iranyban
megcsinalva a test visszabillen az egyensilyi helyzet felé, vagy éppen ellenkezo-
leg, tovabb billen, és tavolodik az egyensilyi helyzettél. Elofordulhat az is, hogy
a billentés iranyatdl fiiggben a test idénként vissza-, idonként pedig tovabb bil-
len az egyensiilyi helyzethez képest. Ezekben az esetekben az egyenstilyi helyzetet
rendre stabil, instabil, vagy nyereg tipusu egyensiilyi helyzetnek hivjuk. Ezekre pél-
da egy kocka lapkozéppontja, csicsai, illetve élkézéppontjai. A preciz matematikai
megfogalmazashoz az alabbi definiciét adjuk.

2. definicié. Legyen P egy konvex poliéder, X a P tomegkdzéppontja és'Y a P
egyensulyi pontja X -re nézve.
e Ha Y a P egy lapjanak belsé pontja, akkor azt mondjuk, hogy Y egy stabil
egyensulyi pont.
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e HaY a P egy élének belsd pontja, és az XY szakaszra merdleges, Y-on dtmend
stk P-t csak ebben az élben metszi, azt mondjuk, hogy Y egy nyereg tipusi
egyensulyi pont.

e HaY a P egy csucsa, és az XY szakaszra merdleges, Y-on dtmend sik P-t csak
ebben a csiucsban metszi, azt mondjuk, hogy Y eqy instabil eqyensilyi pont.

e Ha Y-ra a fenti hdarom feltétel egyike sem teljesil, azt mondjuk, hogy Y egy
degenerdlt egyensuly.

Meggondolhatd, hogy P hataranak a silyponthoz legktzelebbi pontja mindig
stabil, a legtavolabbi pontja pedig mindig instabil egyensulyi pont, tehat P-nek
mindig van legaldbb egy stabil, és legaldabb egy instabil pontja.

A matematikai analizis egyik hires tételébdl, a Poincaré-Hopf-tételbdl [1] ko-
vetkezik, hogy ha egy konvex poliédernek csak nemdegeneralt egyensilyi pontjai
vannak, akkor a stabil pontok .S, instabil pontok U és a nyeregpontok H szama
kielégiti az

S—-H+U=2
Osszefiiggést. Erdemes ezt sszehasonlitani a jol ismert Euler-tétellel, mely szerint
ha egy konvex poliédernek f lapja, e éle és v cstcsa van, akkor f —e+v = 2. Ezen
mennyiségek jol szemléltethetok az 1. dbrdn lathaté harom poliéder segitségével.

=
B

/ 7
v 10 10
e 12 15 15
n=f+v+e 26 32 32
S e 6 7
U °o 8 10
H o 12 15 12
N=S+U+H 26 32 26
C=n—-N 0 0 6

1. dbra. Harom homogén sfirliségii poliéder és jellemz& szdmadataik: a lapok (f), csicsok

(v) és élek (e) szdma, a stabil (5), instabil (U) és nyereg-tipusi (H) egyensulyi pontok

szdma, ezek Osszege (n = f +v+e, N =S5+ U + H), valamint a poliéderek mechanikai
komplexitdsa (C'=n — N, lasd a 3. definiciét).

A cikk tovébbi részében csak olyan konvex poliéderekkel foglalkozunk, melyek-
nek nincsenek degeneralt egyenstilyi pontjai.
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2. Poliéderek komplexitasa

Ahogy a bevezetOben emlitettiik, ,nemdegeneralt” esetben, azaz ha a poliéder
minden egyensulyi pontja stabil, instabil, vagy nyeregpont, akkor ezek S, U és H
szama kielégiti az S — H + U = 2 Osszefiiggést. fgy a fenti adatok koziil pl. S és
U értéke meghatdrozza H értékét is. A tovébbiakban (S, U)"-vel fogjuk jelélni
az S stabil és U instabil egyenstlyi ponttal rendelkez6 konvex poliéderek csaladjat.
Hasonléan, az Euler-tétel szerint minden konvex poliéder f lapszama, e élszama
és v csucsszama kielégiti az f — e 4+ v = 2 Osszefliggést. Ennek alapjan az f lapua
és v csiesu konvex poliéderek csalddjat (f, v)K—val fogjuk jelolni. Ezen osztdlyokat
rendre a poliéder egyensulyi, illetve kombinatorikus osztalydnak nevezziik.

Emlitettiik, hogy tetszoleges konvex poliédernek van legalabb egy stabil és leg-
aldbb egy instabil pontja, azaz tetszdleges (S, U)E osztalyban S, U > 1. Hasonl6an,
minden konvex poliédernek van legaldbb 4 lapja és csicsa, azaz minden (f, v)K
osztalyban f,v > 4. Errol az osztalyozasi rendszerrél tobbet is tudunk. Steinitz egy
tétele [6] szerint pontosan akkor van f lapi és v csicsi konvex poliéder, ha

(1) >4, é = <v<2f—4

A tovdbbiakban azokat a pozitiv egészekbdl all6 (f,v) szdmpérokat, melyek az (1)
egyenlotlenségeket kielégitik, poliedrikus szamparoknak nevezziik.

A cikkiinkben térgyalt f6 fogalom az alabbi.

3. definicié. Legyen P egy konvex poliéder, melynek nincs degenerdlt egyen-
sulyi pontja. Jelolje N(P) a poliéder dsszes egyensilyi pontjdnak szamdt, és n(P)
a lapjai, élei és csucsai szdmdnak dsszegét. Ekkor a C(P) = n(P) — N(P) mennyi-
séget a P poliéder (mechanikai) komplexitdsanak nevezziik.

Vegyiik észre, hogy a poliéder minden lapja, csicsa és éle legfeljebb egy egyen-
sulyi pontot tartalmaz. Tehat ha P € (f, v)K és P e (S, U)E7 akkor S < fésU < v,
amibdl a H < e is kovetkezik a nyeregpontok H és az élek e szamara. fgy P komple-
xitasa nem lehet negativ. Masképp megfogalmazva, P komplexitdsa azon lapjainak,
éleinek és csicsainak szdma, melyek nem tartalmaznak egyensilyi pontot, azaz pl.
egy szabalyos poliéder komplexitasa nulla. A komplexitas értéke jol szemléltethetd
az illet6 poliéder (f,v) és (S, U) sikokon elfoglalt helyével, pontosabban ezen helyek
egymashoz viszonyitott atlds tavolsagaval, amint azt a 2. dbrdn is lathatjuk.

4. definicié. Legyen S,U > 1. Az (S, U)E egyensilyi osztdly (mechanikai)
komplexitasan az osztdlyhoz tartozo poliéderek komplezitdsdnak minimumdt értjik.
Mdsképpen:

C(S,U) =min {C(P): P € (S,U)"}.

Ha P € (f,v)" és P € (S,U)", akkor a Poincaré-Hopf-tétel és az Euler-tétel
alapjan C(P) =2(f +v— S —U). Minthogy f > S ésv > U, az

R(S,U)=min{f+v—S—U:f>50v=>Ués (fv)egy poliedrikus par}

mennyiség kétszerese alsé becslése a C(S,U) komplexitdsnak:
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2. dbra. Az 1. dbra jobb szélén lathaté poliéder elhelyezkedése az (S,U) és (f,v) sikokon.
A komplexitds értéke a megfeleld celldkon atmend feltiintetett atlok tdvolsagdval ardnyos.

1. megjegyzés. Minden S,U > 1 esetén C(S,U) = 2R(S,U).

Az S és U mennyiségek értékeitdl fiiggden explicit médon is megadhatjuk
R(S,U) értékét, ahol az [z] mennyiség az x valds szdm értéke felfelé kerekitve
egészekre.

W_U+2, ha S >4és S >2U — 4,
U .
5 —S+2 halU>4éU >25—4,

-S-U, ha S, U < 4,

egyébként.

Ezen képletek geometriai jelentése a 3. dbran lathaté. Mivel minden poliéder-
nek legaldbb 4 lapja és 4 csticsa van, ha S, U < 4, akkor C(S,U) legaldbb akkora,
mint az (S, U) osztaly ,tavolsaga” a (4,4) osztalytdl, azaz ,optimalis esetben” az osz-
taly egy tetraédert tartalmaz, ez a magyarazata a 3. esetben szereplo képletnek.
Ha (S,U) egy poliedrikus pér, akkor ,,optimdlis esetben” (S, U )E tartalmaz egy S
lapt és U csucsd poliédert. Ez felel meg az R(S,U) = 0 esetnek. Ha (S,U) nem
poliedrikus péar, mert pl. S nagy U-hoz képest, azaz S > 4 és S > 2U — 4, akkor
a legtobb, amit remélhetiink, hogy talalunk az osztdlyban egy poliédert, melynek
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3. dbra. Az R(S,U) fiiggvény értelmezése S, U < 10 esetén (az (S, U) tébldzatot néhany
poliéder képe illusztrilja, a poliedrikus parokhoz tartozé celldk vildgos héttertiek). Adott
(S,U) pérhoz tartozé R(S,U) érték kiolvashaté a tédblazatbdl az (S, U) mezbnek
a legkozelebbi fehér mez6tol mért diszkrét tavolsagaként, lasd a sotétsziirke hatteri
((2,2)%,(2,9)", (10,3)" egyensiilyi osztalyoknak megfelels) harom példat.

S lapja van, és a legkevesebb cstcsa, ami egy S lapu poliédernek lehet, azaz [g} + 2.
EDbbél vezetheto le az 1. esetben, illetve analég moédon a 2. esetben szerepl6 képlet.

Felmeriilhet a kérdés, hogy milyen (S, U )E osztalyokra teljesiilhet a C(S,U) =
2R(S,U) egyenldség. Ahogy az [5] cikkben lattuk, az (1, U)E, 1 < U < 4 osztélyok
nem tartalmaznak tetraédert, tehat ezekben az osztélyokban biztosan nem igaz
az egyenldség. Az aldbbi 4llitds, melyet Domokos és szerzétarsai [2] igazoltak 2018-
ban azt mutatja, hogy az emlitett egyenldség az (.5, 1)E, 1 < 5 <4 osztalyokban
sem teljestil.

1. tétel. Nincs homogén striiségi mono-instabil tetraéder, azaz minden tet-
raédernek legaldabb két csiucsa instabil eqyensulyi pont.

3. Az egyensiilyi osztalyok komplexitasi korlatai

A fentiek alapjdn taldn meglepd, hogy az aldbbi tétel [2] igaz.

2. tétel. Ha S,U > 2, akkor C(S,U) =2R(S,U).

Ezen tétel egyik specidlis eseteként azt kapjuk, hogy ha van S lapu és U csticsi
poliéder, akkor van S lapt és U csticsu olyan poliéder is, melynek minden lapjan
és csucsaban van egyenstilyi pont.

A tétel bizonyitdsa azzal egyenértékii, hogy minden (S, U )E osztalyban konst-
rudlunk egy konvex poliédert, melynek komplexitdsa éppen 2R(S,U). Ezt tobb 1é-
pésben tehetjiik meg. A 2 < S,U < 5 egyenlétlenségek teljesiilése esetén az (.S, U)E
osztalyban szamitogép segitségével keresheté alkalmas poliéder: tetraéder, ha
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S, U < 4, és négyszog alapi gila, ha S =15 vagy U =5. Az (S, S)E, S > 6 osz-
talyokban kozvetleniil, geometriai megfontolasok alapjan talalhaté ezen osztaly-
beli, S lapt és S cstcsu poliéder: S > 4 esetén egy szabdlyos (S — 1)-szog alaplapi
egyenes gila éppen a megkivant tulajdonsagi. Végiil a tobbi osztalyban megfelel$
tulajdonsagu poliéder a fenti poliéderek apré deformacidival kaphatd meg.

nemkonstans csucsponti egyensuly

koordinatdk a lapokon | a csticsokon az éleken

osztaly || C, | Cy | Dg Dy | D, A|B|C|D

AB

=== |o|~|~|o|l AC
CD

32 [1,9/-22| 03 |18
19 |53] 1,9 | -0,952
-0,9(53| 1,9 | 0,9 |52
1,0 (27 —09|—4,1]34
1,0 |57] 05 |-05[1,3
05 (28] 05 |—0,7]1,2
32 |38 -22|-29|25
19 |53] 1,9 | 50 [18

B W W W NN N
W N[ | W N[ W (N

—l=|—|lo|lo|o|o||ABC
o|l—|o|lo|~|o|lo

[l Eevll Nevll Nanll Bl Nawll i

—|l~|lo|lo|~|lo|lo|o||ABD
Rk~ |~|~|~||ACD
||~~~ |~|~|~]||BCD

—|lo|~=|~|~|lo|~|o|l AD

—|lo|~|~|lo|lo|lo|lo|l BC

=== |lo|~|~|o|o|| BD

~ =~~~
Nl Nudl Nl Rl Rl Rl el N
—lo|l—|r|lol~|—]|o
e Y e e
N e e e e
e e e Y L

—_

0 0

1. tdbldzat. Egy-egy példa az (S,U)¥, S,U € {2,3,4}, (S,U) # 4, 4 egyenstilyi
osztalyokba tartozo tetraéderekre. A tetraéderek alabbi hat koordinatdja adott konstans:
Ap=Ay=A,=B,=C.=0,B, =1.

4. dbra. Az (S,U)", S,U € {2,3,4,5} egyensiilyi osztalyokhoz tartozé
(az 1-2. tablazatokban szerepld) 8 tetraéder, illetve 6 pentaéder, valamint a szabdlyos
tetraéder és a szimmetrikus négyzet alapi gila 3D nyomtatassal késziilt példanyai.

Mi a helyzet az (S, 1) és az (1, S)* osztalyokkal? A C(S,U) = 2R(S,U) egyen-
16tlenség egy alsé becslést ad C(S,U) értékére. Adhaté felsd becslés is? A vilasz
a legtobb osztalyra megtaldlhaté a méar emlitett [2] cikkben.
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osztaly nemkonstans csucsponti koordindtak
c.lce, |p.| b, | B. | B, | E
25 [[10]1,7]05]-03] 21 | 12 | 12
(3,5) 1,0 | 1,7 | 38 | =22 | 1,6 0,9 0,9
(4,5) [ 2514 ]38 -22] 20 | 12 | 12
5.2 [[10]l17]l09] 05 | —06] -11]-11
(5,3) 1,0 | 1,71 09| 05 1,5 2,6 2,6
(5,4) 1,0 1,7 13| 08 1,5 2,6 2,6

2. tédbldzat. Egy-egy példa az (i,5) és (5,1) i € {2, 3,4} egyensulyi osztalyokba tartozé
pentaéderekre. A pentaéderek aldbbi hét koordindtaja adott konstans:
Ay =A,=A,=B,=C.,=D,=0,B, =1.

3. tétel. Ha S >4 akkor C(S,1) <59+ (—=1)° +2R(S,1); ha U >4 akkor
C(1,U) < 90+ 2R(1,U).

Talan érdemes megjegyezni, hogy az ezen tételben szereplé masodik, azaz
a monostabil poliéderekre vonatkozé egyenlétlenség igazolasahoz sziikséges (1, U )E—
osztélyd konvex poliéderek a Conway és Guy altal konstruélt, a [5] cikkben is-
mertetett monostabil (az (1,4)” osztélyba tartozé) poliéder apré deforméacidival
allithaték el6. A mar hivatkozott [2] cikkben szerepld mddszerek alkalmazdsaval
konstrualhat6 poliéder a (2,1)”, (3,1)7, (1,2)" és az (1,3)” osztalyokban is, me-
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5. dbra. Az egyensulyi osztdlyok mechanikai komplexitasa: az eredmények Gsszefoglalisa
S,U < 10 esetén (a poliedrikus paroknak megfelel§ celldk itt is vildgos hattertiek).
A zardjel nélkiil szerepl6 egész szdmok pontos komplexitdsi értéket, az S = 1 sorban és
U = 1 oszlopban szogletes zardjelbe tett szdmok komplexitasi korldtokat jelentenek (két
érték alsé és fels6 korlatot, egyetlen érték pedig csupdn alsé korlatot ad meg — itt a fels6
korldt ismeretlen).
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lyek mindegyike egy-egy felso korlatot ad az osztaly komplexitasanak mértékére, sét
az (.S, 1)E, S > 3 egyenstlyi osztalyok komplexitasanak fels§ korlatjat ugyancsak e
(2,1)" és (3,1)" osztalyba tartozé két test apré deformécidival konstrudlt testek
segitségével kaphatjuk meg. A (2, 1)E és (3, 1)E egyenstlyi osztalyokhoz konstrudlt
poliéder olyan test, amelynek 18 cstuicsa van, igy tehat a 2. kérdés masodik felére je-
lenleg a kovetkezo véalasz adhatd: mivel mono-instabil homogén stirtiségu tetraéder
nem létezik, a homogén siirliségli mono-instabil testek minimalis csiicsszama leg-
feljebb 18, de legaldbb 5. Az 5. dbra tablazata osszefoglalja az egyensulyi osztalyok
komplexitasaval kapcsolatos legjobb ismert becsléseket.

Az 5. &bra alapjan az egyet-
len osztaly, melyrol nem tudjuk, hogy
tartalmaz-e konvex poliédert, az (1, 1)E

osztaly. Erdemes megjegyezni, hogy al-
taldban a konvex testek kozt ismert egy
olyan homogén test, melynek egy stabil
és egy instabil egyensilyi pontja van. Ez
a test, mely a fentiek szerint rendelkezik
azzal a tulajdonsdggal, hogy (eltekintve
az instabil egyensilyi pontjatdl), bar-
milyen helyzetben alatdmasztva addig
6. dbra. A Gombée gordiil, amig megtalalja egyetlen stabil
egyensulyi helyzetét, Gomboc néven is-

mert, és a 6. abran lathaté.
Felvetédhet az otlet, hogy egy Gombocot poliéderrel nagyon finoman koze-
litve kaphatunk egy (1,1)” osztalyt konvex poliédert. Sajnos, intuiciénkkal taldn
ellentétes modon megmutathatod, hogy ,.egyenletes” kozelitést hasznalva tetszdleges
finomsag esetén a keletkezd poliédernek egynél tobb stabil, illetve instabil egyensu-

lyi pontja lesz. Ezt a jelenséget targyalja a [3] cikk.

Oszténozve a kutatdst a kis lap- és csticsszami, Gomboc-tulajdonségi homo-
gén konvex poliéderek keresésére, a cikket egy nemrég kitiizott dijra valé felhivassal
fejezziik be. Ezen, C(1,1) értékének meghatérozasdért kitlizott dij értéke amerikai
dollarban:

106

(1) oy

A dij elnyerésének részletesebb feltételeit az érdeklddd olvasé megtaldlhatja a [2]
cikkben. Aki a dijjal kapcsolatban ennél bévebb informaciét szeretne vagy érdek-
16dne a jelen cikkben ismertetett téma felol, a cikk szerz6ivel tudja felvenni a kap-
csolatot.
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Megoldasvazlatok a 2020/4. szdm emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a \/2x +6 = 9 — x egyenletet a valds szamok halmazdn.

(5 pont)
b) Oldjuk meg a log, 3= > log 5 % egyenldtlenséget a valos szamok halmazan.

(3 pont)
¢) Oldjuk meg a sin? 4x + sin 4x + cos? 4z = 2 egyenletet a [0; 7] halmazon.

(4 pont)

Megoldas. a) A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomédnya miatt x > —3,
értékkészlete miatt x < 9, tehat —3 < x < 9. Négyzetre emelve az egyenlet mindkét
oldaldt: 2z + 6 = 81 — 18z + x2. Az egyenletet rendezve: 22 — 20z + 75 = 0, melynek
gyokei: 1 = 15 és x9 = 5.

A [-3;9] intervallumon ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink, igy csak xo =5
megoldasa az egyenletnek.

b) Az egyenlStlenség értelmezési tartoménya: x > 0. A 0,3-es alapt logarit-

musfiiggvény szigori monoton csokkenése miatt: x < 4

5 melyet az értelmezési tar-

tomannyal Osszevetve a megoldashalmaz: ]O; %]

¢) Mivel minden x € R esetén sin? 4z + cos? 4z = 1, ezért a megoldandé egyen-

let: sin4x = 1, ahonnan =z = % + k- %7 k € Z. Ebbdl az egyenlet megoldésai a kere-

sett halmazon: x = %; ‘% Ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért ebbol kovet-

kezik, hogy a kapott gyckok jok.
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2. Adott a derékszdgli koordindta-rendszerben az y+ 2x = x* egyenletd

parabola.
a) Irjuk fel a parabola E(2;0) pontjdban hizott érintd egyenletét. (3 pont)
b) Szdamitsuk ki a parabola tengelypontjdnak koordindtdit és hatdrozzuk meg
a parabola paraméterét. (4 pont)
A koordindta-rendszerben a (—4;0), (4;0), (4;8) és (—4;8) cstucspontokkal meg-
adott téglalapot a fenti parabola hdarom részre vagja.

¢) Mekkora a kézépsd rész teriilete? (6 pont)

Megoldas. a) Az E-ben hizott érinté meredekségét a parabola derivaltfiigg-
vényének az x = 2 helyen felvett helyettesitési értéke adja meg. f/(z) = 2z — 2, gy
az érinté meredeksége f'(2) = 2.

Az érint6 egyenlete: y = 2z — 4.

b) Teljes négyzetté alakitassal: y = (x — 1)2 — 1, ahonnan a parabola tengely-
pontja T(1; —1). A parabola paraméterére: QLP =1,igyp= %

¢) A megadott parabola a téglalapot a (0;0), (2;0), (4;8) és (—2;8) pontok-
ban metszi. A [—2;0] intervallumon az z tengely és a parabolaiv kozotti teriilet

nagysaga:
/ 3 0 8 20
2 — 2 d = :I:— — 2 = — | —— — 4 = —.
/(x z)dz 3 7 9 3 3

-2

A parabola tengelyes szimmetridja miatt a [—2;0] és a [2; 4] intervallumokon a para-
bola alatti teriilet megegyezik, igy a kozépso tablarész teriiletét megkapjuk, ha egy
48 egység teriiletli téglalapbdl kivonjuk a [—2;0] és a [2;4] intervallumhoz tartozd
parabola alatti teriiletet. Tehat a keresett teriilet:

3. a) Egy mértani sorozat 1011-edik tagja megegyezik a sorozat nulldtdl kilon-
b6z8 hdnyadosdval. Szamitsuk ki a sorozat elsé 2019 tagjanak a szorzatdt. (6 pont)

b) Jelilje x és y ebben a sorrendben egqy mértani sorozat két egymdst kivetd
tagjat. Tudjuk, hogy x # 0 és az (x;y) szdmpdr megolddsa a

100 — 210" - 10* +10% < 0
eqyenlétlenségnek. Szamitsuk ki a sorozat hanyadosdt. (6 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Jelolje a mértani sorozat hényadosat ¢ (¢ # 0).
Ekkor a feladat szovege alapjan: aipie = ¢2, a1013 = ¢°, .. ., as019 = ¢'°% adédik.

. . .. ;s 1 1
Hasonléan az indexek csokkentésével: aig10 = 1, a1009 = 70 Q1008 = 75 s
1

ap = .
1 q1009
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Az elézéeket felhaszndlva a keresett szorzat:

ap - az-...-aip09 - 41010 - 41011 * - - - - 42018 * 42019 =

:LL .1_1,(1, ,q1008_q1009_1
1009 1008 " =L
q q q

II. megoldds. Jelolje a mértani sorozat elsd tagjit a;, hanyadosét ¢ (¢ # 0).
Ekkor a sorozat tagjait felirva: as = a1 -q, az = a1-¢>, ..., aso19 = a1 - ¢2°18. Az elsé
2019 tagot Gsszeszorozva a szorzat értéke:

2019 1+243+4+...42018 _ 2019 2037171
a/l ° — a/l N .

q q

A feladat feltétele szerint: aq - ¢'%19

= ¢, ahonnan (¢ # 0 miatt) a1 = ql%' A ke-
resett szorzat:

1 2019 12019
2037171 _ 2037171 _ g
1009 4 T 20T q =4

b) Mivel 100* = (109”)2 és 10% = (1029)2, igy 100 —2-10% - 10%Y + 10 =
= (10" — 10%)* < 0. (10" — 10%)” < 0 pontosan akkor teljesiil, ha 107 — 102¥ = 0,
vagyis 10° = 10%Y, azaz (a 10-es alapii exponencilis fiiggvény szigorti monotonitdsa
miatt) z = 2y. (Mivel z # 0, ezért) % = %

4. A VONALAZO nevii jatékot két ember jdtszhatja.

A jaték menete

Egy papirlapra a jdatékosok néhdany pontot rajzolnak. A kezdé jdtékos hiz egy
vonalat valamelyik pontbdl egy mdsik pontig, és a vonalra egy tdjabb pontot rajzol.
Igy ebbdl az i pontbdl két vonal indul ki. A két jatékos felvdltva hizza a vonala-

kat a pontok kozott és a jdtékos a megrajzolt vonalra mindig eqy uj pontot rajzol
a kovetkezd szabdlyok betartdsdval:

1. Mindegyik vonal alakja tetszdleges lehet, de mem metszheti onmagdt és nem
metszhet egyetlen korabban megrajzolt vonalat sem.

2. Az dsszekotd vonal két pontot kit dssze és mem mehet dt mds kordabban meg-
rajzolt ponton.

3. Két pontot csak egyetlen vonal kéthet dssze.

4. Egyetlen pontbol sem indulhat ki haromndl t6bb vonal.

Az veszit, aki mdr nem tud hizni egy vonalat sem.

a) A 4.1. dbrén 3 pont ldthatd. Rajzoljuk bele az dbrdba — a fenti feltételek
figyelembevételével — annak a jdtéknak az egyes lépéseit, amelyben pontosan 4 ij
pont szerepel. A kezdd jatékos vonala legyen folytonos, az ellenfélé pedig szaggatott.
Az 1ij pontokat tires karikdval jelolje. (3 pont)

A 4.2. abrén egy jdtszma lépéseit lehet nyomon kévetni. A kezdd jatékos vona-
lait a folytonos, az ellenfél lépéseit pedig a szaggatott vonalak jelzik.
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4.1. dbra 4.2. dbra

b) Szdmozzuk be az iires karikdval jelzett 1j pontokat a keletkezésiik sorrendgjé-
ben és dontsiik el, melyik jdatékos nyerte a jdtszmdt. (4 pont)

Levente Csabdaval mdr nagyon sokszor jatszotta a VONALAZO nevi jatékot.
Annak a wvaldsziniisége, hogy Levente 10 jatékbol legaldbb 8-at megnyer kétszer
akkora, mint annak, hogy pontosan 8-at nyer meg. (Tételezzik fel, hogy Levente
mindegyik jdtszmdaban ugyanakkora valdszinidséggel nyer.)

¢) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy Levente megnyer eqy jatszmat? (7 pont)

Megoldas. a) Egy lehetséges megoldds van a 4.3. dbrdn.

4.3. dbra 4.4. dbra

b) A 4.4. dbrdn 1athaté sorrend miatt a kezdd jétékos nyerte a jétszmat.

¢) Jelolje p annak a valészintiségét, hogy Levente megnyer egy jatszmat. Ekkor
annak a valészintisége, hogy Csaba nyer 1 — p.
Annak a valdsziniisége, hogy Levente 10-bdl pontosan 8-szor nyer:

- (1-p)".
(180) 2

Annak a valdsziniisége, hogy Levente 10-bol pontosan 9-szer nyer:

<190) - (1-p)"

Annak a valészintlisége, hogy Levente 10-bSl pontosan 10-szer nyer:

Gg) ' (1—p)".
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A feladat szerint:

(180> PP (1—p)P+ (190> - (1=p) + Gg) P (1-p) =
=2. (18()) e (1—p)2

Az egyenlet mindkét oldaldt elosztva pS-nal, és kiszamolva a binomislis egyiittha-
tokat:

45-(1=p)* +10p- (1 —p) +p*> =90- (1 — p)*.
Ebbdl: 54p? — 100p + 45 = 0, melynek gyokei p; ~ 1,081 és ps ~ 0,771.

Mivel a valészintiség legfeljebb 1, igy Levente kb. 0,771 valdszintiséggel nyer
meg egy jatszmat.

II. rész
5. Eqy zoldségdrus a friss drujat a pulton félkérivben helyezi el. Az egyes tarto-
manyokat falécek hatdroljak. A félkor az 5.1. dbran ldthaté mddon négy egybevdgo
korcikkre van osztva. Az dbrdn ldthato dsszes egyenes szakasz €s a félkoriv is fa-
lécbil késziilt. A szomszédos sugarakat 0sszekotd elvalaszté lécek pdrhuzamosak és
hdrom egyenld részre osztjik a sugarakat. A félkor sugara 1,5 méter.

5.1. abra 5.2. dbra

a) Hdny méter falécre van szikség a pult kialakitdsdhoz? Vilaszunkat egészre
kerekitve adjuk meg. (8 pont)

Eqgy masik zoldségesnek megtetszett az otlet és bodéjahoz egy félbevagott cson-
kakup alakd bévitményt tervezett az abra szerint, ahol h a bévitmény magassdagat,
a pedig a félbevdgott csonkakip bodéval érintkezd alkotdjanak a bodé also, vizszin-
tes €lével bezart szogét jeloli. A bévitmény méretei: h = 100 cm, o = 70°, a felsd
kor sugara pedig 1,5 m (5.2. dbra).

¢) Mennyi anyag sziikséges a szirkével jelolt paldstrész beboritasdhoz, ha az il-
lesztések miatt plusz 4% anyaggal kell szdmolni? Vilaszunkat tized négyzetméterre
kerekitve adjuk meg. (8 pont)

Megoldas. a) Az 5.3. dbrdn lathaté félkoriv hossza 1,5 - 7 &~ 4,712 (m).
Mivel a korcikkek egybevagok, ezért az AOB<( = 45°.
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5.8. dbra

Az AB szakasz hosszat koszinusztétellel szdmolva:
AB? =1524+152—2-1,5-1,5- cos45°,
ahonnan AB &~ 1,148 (m). Az OAB és OFE, valamint az ODC és OF E hérom-
szogek hasonldsiaga miatt a hasonlésiag ardnyanak felhasznaldsaval

_ 2.AB _ AB

CD ~ 0,765 (m) és EF = & 0,383 (m).

Mindegyik keresztlécbél 4 db van, a sugarbol pedig 6t, igy a keresett hosszusag:
4712 +5-1,5+4- (1,148 + 0,765 + 0,383) = 21,396 (m).

Tehat 22 méter falécre van sziikség.
b) Az 5.4. dbra jelbléseit haszndlva az AT D derékszogli hdromszoégben: tg 70° =
= %, ahonnan x & 36,40 (cm), és sin 70° = %, melybél a ~ 106,42 (cm).

D_* T S C
709 \

a h =100 cm

d
5.4. dbra
Az elébbiek miatt d = 300 — 2z ~ 227,20 (cm), igy r = 2 ~ 113,60 (cm).
A félbevagott csonkakip alaku paldst felszine:

(r+R)-a-m

A= 5

~ 44064,5 (cm?),
igy a sziikséges anyagmennyiség: 4,6 m?.
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6. Egy 8 X 8-as sakktabla mezdire 1-t6l 64-ig beirtuk a természetes szamokat
a 6.1. dbra szerint. Ezutdn készitettink egy olyan alakzatot, amely 5 darab, a sakk-
tabla mezdivel egybevigd négyzetbdl dll (6.2. abra). Az igy elkészitett alakzatot vélet-
lenszertien rdhelyezzik a sakktabldra igy, hogy annak mind az it négyzete lefedjen
egy-eqy mezot a tabldn.

I+ Bl - B °
9 111315
182022 23 pZ —
25m27m2931

343638 39 g
m505254 55 61§

-+ B [ - [

6.1. dbra 6.2. dabra

a) Mennyi annak a valdszinidsége, hogy a lefedett szdmok dsszege oszthato
3-mal? (6 pont)

Egy mdsik alkalommal a sakktdbla mezdire 64 pozitiv egész szamot irtunk.
Kozulik az egyik egyjegyt, a tobbi kétjegyd szam. Tudjuk, hogy a felirt szamok
medidnja €s egyetlen modusza a 68, ami kétszer szerepel a tablan. Tudjuk tovdbbd,
hogy a szamok dtlaga 67,5, a terjedelmiik pedig 93.

b) Mely szdmok szerepelnek a tdblan? (10 pont)

Megoldas. a) 1. megoldds. A  kereszt” dsszesen 6 - 6 = 36-féleképpen helyez-
hetd ra a sakktdblara (Ssszes eset szdma). Ha a bal fels§ sarokba rakjuk a keresztet,
akkor a 2; 9; 10; 11 és 18 szamokat fedi le, melyek Gsszege 50, aminek a harmas
maradéka 2

Béarhova is rakjuk le a keresztet (a szabalynak megfelelden), ha eggyel jobbra
csusztatjuk az 6sszeg mindig 5-tel, a harmas maradék pedig 2-vel né. Ha a keresztet
eggyel lefelé csusztatjuk, akkor az 6sszeg mindig 40-nel, a harmas maradék pedig
1-gyel n6. Az el6bbiek miatt a maradékok alapjan Gsszesen 12 olyan elhelyezés van,
amikor a lefedett szdmok Gsszege oszthaté 3-mal (kedvezd esetek szama).

fgy a keresett valdszintiség: % = %

II. megoldds. A ,kereszt” alakzatot csak a belso négyzetekre tudjuk rdhelyezni.
Ezt 6 - 6 = 36-féleképpen tudjuk megtenni (Osszes eset szdma).

Ha a lefedett szamok koziil a kozépsét x-szel jeloljiik, akkor a tole balra 1évot
x — 1, jobbra lévot x + 1, felette 1évot x — 8, alatta 1évot = + 8 jeloli. Ezek Gsszege 5.
Az 6sszeg pontosan akkor oszthaté 3-mal, ha = oszthaté 3-mal. A 6 x 6-os belsd
négyzetben 12 db 3-mal oszthaté szam van (kedvez6 esetek szama).

1

fgy a keresett valdszintiség: % =3.
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b) Mivel 69; 70; 71; ...; 99 sszesen 31 darab szdm, és a médusz valamint a me-
dian is 68, a 64 szamot sorbarendezve a két k6zéps6 x32 = x33 = 68. A terjedelem
miatt 1 = 6. A 64 szam atlaga 67,5, ezért a tablara irt szamok Osszege 4320.

A maésodik 32 szam Osszege 682;99 .32 = 2672. Igy
s=6+ w2+ o3+ ...+ 31 + 68 = 4320 — 2672 = 1648,

vagyis x9 + x3 + ...+ x3; = 1574.

A legnagyobb Osszeg, ami az xa; x3; ...; x31 helyén allé6 szamokkal elérhetd
lenne: 38 + 39 + ... 4 67 = 1575. Ez csak 1-gyel tobb a valésagos Gsszegnél, tehat
valamelyik szamot 1-gyel csokkenteni kell. Ez a szdm csak a 38 lehet, kiilonben két
modusza lenne az tablara irt szdmoknak.

A keresett szamok tehdat: 6; 37; 39; 40; ...; 67; 68; 68; 69; 70; ...; 98; 99.

7. Adott a derékszogi koordindta-rendszerben az A(11;—2) és a B(2;1) ponto-
kat dsszekotd szakasz, tovdbbd az (x + 4)2 +(y — 3)2 = 20 egyenleti; kor. Az AB sza-
kaszt a koordindta-rendszer origoja koril +90°-kal elforgatjuk.

a) Szamdtdssal igazoljuk, hogy a forgatdssal kapott szakasz egy pontban metszi
a megadott kort. (4 pont)

Eqgy r és R sugari kor kivilrél érinti eqymast. A korok kézéppontjain dthaladd
egyenes ezeket a kordket az érintési ponton kivil az A és B pontokban metszi.
Az eqyik kizos kiilsé érintd érintési pontjai E és F.

b) Igazoljuk, hogy az ABEF négyszig hirnégyszig. (6 pont)

¢) Szamitsuk ki a kézos kiilsé érintdszakasz hosszat. (6 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Az A pont elforgatottjdnak koordindtai A’(2;11),
a B ponté pedig B’(—1;2). Mivel 36 4+ 64 = 100 > 20, ezért A’ a kor kiils6 pontja.
Mivel 94+ 1 =10 < 20, ezért B’ a kor belsé pontja.

Tehét az A’ B’ szakasz egy pontban metszi a megadott kort.

II. megoldds. Az A pont elforgatottjanak koordindtéai A’(2;11), a B ponté
pedig B’'(—1;2), ezért az elforgatott pontokon dtmend egyenes egyenlete y = 3z + 5.
Az el6bbi egyenes metszéspontjai a megadott korrel P(0;5) és Q(—2; —1).

A metszéspont akkor van az elforgatott szakaszon, ha a pontok koordinataira
teljesiil, hogy —1 <o <2 és 2 <y < 11, ami csak a P pontra igaz, igy az A’'B’
szakasz valoban egy pontban metszi a megadott kort.

b) Az ABEF négyszog akkor hirnégyszog, ha a szemkozti szogeinek dsszege
180°. Az dbra jeloléseit hasznélva legyen az AOF < = «, ekkor OAF < = OF A< =
— 21
=90° - 3.

Hasonl6 meggondolassal megmutathato, hogy KBE<< = BEK< = %, igy az
ABEF négyszog A, B, E és F csicsanal 16vé bels6 szogek rendre 90° — %, %,
90° + 5 65 180° — 5. A szemkozti szogek Gsszege tehdt 180°, igy a négyszog valéban
hirnégyszog.
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¢) A K pontbdl padrhuzamost hizva az EF kozos érintével a megrajzolt szakasz
és OF metszéspontja legyen M. Ekkor az OM K derékszogii haromszégben

MK? =EF?=(R+7r)’— (R—r)%,
ahonnan FF = 2V Rr.

8. Egy szabaduloszobanak hdrom bejdrata van. Egy 6 fos tdrsasdg tagjai bar-
melyik ajton, de csak kettesével léphetnek be. A belépés sorrendje nem szamit.

a) Hdnyféle mddon juthatnak be a szobdba a tdrsasdg tagjai? (4 pont)

A szabaduldszoba eqyik feladata igy szdlt: adott tiz ldtszdlag egyforma lakat il-
letve tiz kulcs. Mindegyik lakatra igaz, hogy pontosan egy kulcs nyitja. A jatékszabdly
szerint a jatékosnak mind a 10 lakatot ki kell nyitnia. Nevezzik probdlkozdasnak egy
kulcs és eqy lakat Osszeillesztését, akdr nyitja a kulcs a lakatot, akdr nem.

b) Mddszeresen dolgozva legfeljebb hdny prébalkozds kell a feladat megolddsd-
hoz? (3 pont)

Egy ,tulélé” miisorban az egyik feladat az wvolt, hogy a lehetd leggyorsabban
jussanak el a versenyzdk a tengerparton lévé A pontbdl a tengeren lévd B pont-
ba, mert akkor védettséget szereznek a kovetkezd megmérettetésre. Tudjuk, hogy
a parton csak futhatnak, o tengerben csak iszhatnak, segédeszkozoket (faronk,
evezd stb.) mem haszndlhatnak. Az dbra
szerint a palya méretei: AQ = 4 km, BQ =

=1 km, valamint AQB<t=90°. (A part- TENGER

vonalat az egyszeriség kedvéért tekintsik

egyenesnek.) Az eqyik versenyzé 8 km/éra -
sebességgel képes futni a homokban és A Q
2 km/bra sebességgel iszni a tengerben. PART

¢) Hdny km futds utdn ugorjon a versenyzd a tengerbe, ha a lehetd legrividebb
idon belil szeretne eljutni A-bol B-be? (9 pont)

Megoldas. a) A 6 {6s tarsasag tagjai koziil a hdrom par (g) . (g) . (3) (=90)-
féleképpen valaszthaté ki ugy, hogy azok sorrendje is figyelembe van véve. Mivel egy
adott 3 péar ebben éppen 3!(= 6)-szor szerepel, {gy 6sszesen 90 : 6 = 15-féleképpen
valaszthaté ki a 3 par. Ezek barmelyike a 3 ajtén 3% = 27-féleképpen mehet be,
tehéat a keresett sorrendek szdma 15 - 27 = 405.
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b) Az els6 lakat kulcsa legfeljebb 9 prébalkozdssal, a médsodiké legfeljebb 8,
a harmadiké legfeljebb 7, és igy tovabb, a kilencedik lakaté 1 probalkozas utan
megtaldlhato. A tizediknél mar nem kell prébélkozni, mert a megmaradt kulcs
ahhoz tartozik. Tehat legfeljebb

9+8+74+6+...+24+1=45

prébalkozassal megoldhato a feladat.

¢) I megoldds. Jelolje U azt a pontot, ahol a versenyzének a vizbe kell vetnie
magat (8.1. dbra). Ekkor az UQ = x jeloléssel a BUQ derékszogii hdromszoghen
a Pitagorasz-tétel alapjan: BU = v/z2 + 1. Az 1it megtételéhez sziikséges idd:

4 — 241
t(x) = 836—1— x2+, ahol 0< 2 < 4.

A t(z) fiiggvénynek ott lehet szélsdértéke, ahol ¢/ (x) = 0.

1 1
t(x)=—=+=-

1 T 1
8 2 2

1
2 -5 W
(2" +1) 2.2z, ebbll ———=—,
( ) 2vz24+1 8
ahonnan 6022 — 4 = 0, melynek gyokei x1 ~ 0,258 és 2o ~ —0,258 (m). (22 ~ —0,258
nem lehetséges, x1 ~ 0,258 megfelel.) Az 21 helyen a t’ fiiggvény negativbdl pozi-
tivba megy at, ezért itt t-nek minimuma van.

Tehat a versenyzének kb. 3,742 km-t kell futnia, miel6tt a tengerbe veti magat.

B
TENGER TENGER
U, . U, g
A 4—x r @ A T 45, Q
PART PART
8.1. dbra 8.2. dbra

1. megoldds. Jelolje U azt a pontot, ahol a versenyzének a vizbe kell vetnie
magdt (8.2. dbra). Ekkor az UQ = 4 — x jel6léssel a BUQ derékszogli hdromszoghen
a Pitagorasz-tétel alapjan:

BU =2 —8x +17.

Az Ut megtételéhez sziikséges id6:

r Va2 —8x+17

t(ac):§—i—f7 ahol 0 <z <4.
A t(z) fiiggvénynek ott lehet szélsbértéke, ahol ¢'(x) = 0.
, 1 11, -1 .,
t(;v):g+§§(x —8x+17) 2 -(2x—18), ebbdl

VaZ —8x+ 17+ 4x — 16 —0
822 — 8xr + 17 ’
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ahonnan 1522 — 120z + 239 = 0, melynek gyokei z; ~ 4,258 és x5 ~ 3,742 (m).
(z1 =~ 4,258 nem lehetséges, xo ~ 3,742 megfelel.) Az xo ~ 3,742 helyen a t’ fiigg-
vény negativbdl pozitivba megy at, ezért itt t-nek minimuma van.

Tehat a versenyzének kb. 3,742 km-t kell futnia, miel6tt a tengerbe veti magat.

9. Egy dttagi csaldd (apa, anya és a hdrom gyerek) életkordnak dsszege ebben
az évben 100 év. Az anya 6 évvel fiatalabb a férjénél. 6 év milva a kozépsd gye-
rek kétszerannyi idds lesz, mint most. Amikor a legkisebb gyerek sziiletett, abban
az évben (a kicsi megsziiletése elétt) a négytagi csaldad dtlagéletkora 22,5 év wvolt.
Az anya az elsé gyermekét 22 éves kordban sziilte.

a) Hdny éves most az anyuka? (7 pont)

Vasdrnap délutdn a csalddtagok egy ij tdrsasjatékot probdlnak ki. A tdrsasjdték
jatéktablajan 100 mezd kapcsolodik egymds utdan, melyeket a tervezdk 1-tél 100-ig
megszdmoztak. A tabldn a mdsodik mezdtél kezdve minden 2. mezd zild szind (a tob-
bi fehér), a harmadik mezdtél kezdve minden 3. mezén egy dllat képe, a negyedik
mez6tél kezdve minden 4. mezén eqy fa képe, és az otodik mezdtdl kezdve minden
5. mezén egy vaddszhdz képe lathatd. A jatékszabdly szerint, ha eqy mezdn két figura
szerepel, akkor az erre a mezore lépd jatékos egyszer kimarad a jdtékbol.

b) Hdny olyan fehér szind mezd van a tablan, amelyre lépve a jdtékos egyszer
kimarad a jatékbol? (3 pont)

A tarsasjdték jatékszabalya szerint a jdtékosok eqy fehér és eqy sdrga szint sza-
balyos dobdokockdval dobnak egyszerre, €s a lépésiik szdama a dobott szamok dsszege.
Ha a dobds dsszege 6, akkor a jdatékosok wjra dobhatnak, és a lépések szama a jd-
tékos dltal dobott négy szam dsszege lesz. (Példaul: Ha a jdtékos elsé dobdsa 2 és
5 wvolt, akkor a T-es mezore lép. Ha viszont a jdtékos elsé dobdsa 2 és 4, az 1uj do-
bdasa 3 és 5 wolt, akkor a jatékos a 14-es mezdre léphet.) Ha egy mezd sorszdma
10-zel oszthato, akkor erre rdlépuve, a jatékos a babujdval visszalép a legkozelebbi,
fat dbrdzolo mezdre.

¢) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy az elsd jatékos bdbuja kezdéskor a 10-es
mezdre lép? (Kezdéskor a jatékosok babui az 1-es mezd eldtt dlinak.) (6 pont)

Megoldas. a) Jeldlje az apa életkorat most x, a kozépsd gyerekét y. Ekkor
a szoveg alapjan az anya x — 6, a kozépso gyerek pedig az y + 6 = 2y egyenletbdl
6 éves.

A legkisebb gyerek sziiletésének évében a két nagyobb gyerek és a két sziil
életkoranak Osszege 22,5-4 =90 év. A legkisebb gyerek sziiletése 6ta az dttagi
csalad életkoranak sszege 10 évvel nétt, tehat a legkisebb gyerek most 2 éves.

Ha az anya most © — 6 éves, akkor a legidésebb gyerek © — 6 — 22 =z — 28
éves. Mivel az életkorok 6sszege 100 év, ezért 246 + (z — 28) + = + (x — 6) = 100,
ahonnan x = 42, igy az anyuka 36 éves.

b) 1-t6l 100-ig a 3 és az 5 paratlan kozds tobbszoroseit keressiik. Mivel [3;5] =
= 15, igy a 15., 45. és 75. mez0 ilyen, azaz a keresett mezok szdma 3.

¢) A jatékos csak gy léphet a 10-es mezére, ha az els6é két dobds 6sszege 10,
vagy az els6 két dobds Gsszege 6 és az utana kovetkezd két dobas Gsszege 4.
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Az els§ két dobds osszege gy lehet 10, ha a jatékos a (4;6), (6;4), vagy (5;5)
parositasok valamelyikét dobja. Ennek a valdszintisége 3_36

Az els6 két dobds tsszege tgy lehet 6, ha a jatékos az (1;5), (5;1), (2;4), (4;2)
vagy (3;3) pérositdsok valamelyikét dobja. Ennek a valdszintisége %.

Az elsé két dobast kovetd dobds dsszege gy lehet 4, ha a jatékos az (1;3),
(3;1) vagy (2;2) parositdsok valamelyikét dobja. Ennek a valdszintisége %

(A két egymads utani dobds egymdstdl fiiggetlen esemény), igy ennek a valészi-
niisége ;’—6 . %. A keresett valésziniiség:

3 5 3 41

%+%~%_432z0,095.

Varga Péter
Budapest

C gyakorlat megoldasa

C. 1552. Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < a <1 és0 < b < 1, akkor

2ab 2ab

1 _— —>1.
Ogaa+b Ogba+b

Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

Megoldas. Vegyiik a és b harmonikus kozepét:
2 2 2ab

I .17 ath  4+0b
a+b b +

a

Léathato, hogy a feladatban a logaritmusok argumentumaként szerepld értékeket
kapjuk.

Legyen ¢ egy valds szdm, melyre teljesiil, hogy 0 < ¢ < 1. Ekkor az f(z) =
= log.(z) fiiggvény szigorian monoton cstkkend, de helyettesitési értéke a |0, 1]
tartomanyon végig pozitiv marad, hiszen x = 1-re f(x) = f(1) = log.(1) = 0. Mivel
a fiiggvény szigorian monoton csokken, ezért ha x1 < xo, akkor f(x1) > f(x2), és
egyenléség csak akkor allhat fenn, ha xy = xs.

A nevezetes kozepekre val6 Ossszefliggés szerint két pozitiv szam mértani ko-
zepe nem kisebb azok harmonikus kozepénél. Ez a-ra és b-re a kovetkezot jelenti:

Vab > 3;:_% Mivel a és b 1-nél kisebb pozitiv szdmok, ez (a fentiek alapjan) azt
jelenti, hogy

2ab 2ab
log, (Vab) < log, (aib) és log, (Vab) < log, (aib) .
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Mivel (a fentiek alapjan) tudjuk, hogy mind a négy logaritmikus kifejezés értéke
pozitiv, felirhatjuk, hogy

log, (Vab) log, (Vab) < log, (fﬂ) log, <a2a+bb) |

fgy tehat elég beldtnunk, hogy log,, (\/@) log, (\/@) > 1, hiszen ekkor a feladatban
szereplo egyenldtlenség is teljestil.

Tegyiik fel, hogy log, (\/@) log, (\/c%) > 1. Ekvivalens atalakitdsokat hasz-
nalva:

3 ~ log, (ab) - logb(ab)

log,, (ab) log (ab

)

9

) =
(log, a + log, b)(log, a + log, b) >
(1+ log, b)(log, a + 1) >

9

WV

log;, a + 1 + log, blog;, a + log, b

9

4
4
4
4
3.

log, b+ log; a + log, blog, a >

Az ismert Osszefiiggés szerint log, a = llgi“ b= 1og . Ezt felhasznalva az egyen-
16tlenség tovabb alakithato:
log, b+ ! +1>3
o
Ba log, b -

1
log, b+ ——>2
08, +1gab ;

(log, b)* — 2log, b+1 > 0,
(log, b—1)* > 0.

Egy valos szam négyzete mindig nemnegativ, igy ez az egyenlGtlenség mindig tel-
jesiil. Egyenl6ség log, b = 1 esetén &ll fenn. Ekkor a = b.

Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, igy a feladatban szereplé egyenl6t-
lenség is minden esetben teljesiil, és egyenléség a = b esetén &ll fenn.

Mészdros Mdarton (Pépa, Tiirr Istvan Gimn. és Koll., 12. évf.)
19 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 7 versenyzé: Ajtai Boglarka, Hordds Adél

Zita, Kis Karoly, Mészaros Marton, Molnar Istvan, Nyitrai Boglarka, Szigeti Donét.
4 pontos 3, 3 pontos 1, 2 pontos 1, 1 pontos 5, 0 pontos 2 dolgozat.
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Matematika feladatok megoldasa

B. 4992. Az 1,2,...,n szdmok mindegyikét pirosra vagy kékre szinezziik. Eqgy
lépés azt jelenti, hogy kivdlasztunk hdrom kilonbozé szdmot, amelyek szdimtani
sorozatot alkotnak, és mindhdrom szam szinét a mdsik szinre vdltoztatjuk. Mely
n-ekre lehet az 1,2,...,n szamok tetszdleges szinezésébdl kiindulva elérni, hogy
mindeqyik szam piros legyen?

(4 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

Megoldas. Azt fogjuk beldtni, hogy az n > 8 esetekben barmelyik kiindul6
szinezés esetén elérhetd, hogy a szamok pirosak legyenek, viszont n < 7 esetén
mindig megadhaté olyan alaphelyzet is, amikor ez nem érhet6 el.

Eloszor azt mutatjuk meg, hogy nyolc szomszédos szam esetén mindig megad-
haté olyan néhany 1épésbdl allé szinezési sorozat, amely végiil a nyolc szam koziil
egynek a szinét megviéltoztatja, a tobbit pedig valtozatlanul hagyja.

Az alabbi tédbldzatban a felsé sorban elhelyezett szdmok jelentsék a nyolc szam
koziil annak a sorszamat, amelynek a szinét kizarélagosan meg akarjuk valtoztatni,
mig az alatta elhelyezkedd sorozatok azt, hogy ez a valtoztatds (csak ennek a nyole
szdmnak a felhaszndldsdval) milyen lépésekkel érhetd el.

1 2 3 4 5 6 7 8
4,5,6 56,7456/ 1,2323,4]1,23]1,2,3]23,4
5,6,7]6,7,8 | 1,4,7]23,4|3,45/|1,4,7|23,4/3,4,5
1,4,712,5,8(6,7,8|4,56(56,7|3,4,5|1,47]25,8
2,5,8|5,67|6,7,8]25,8
1,2,3|1,4,7]2528|6,7,8

Tehat ha n > 8, akkor barmelyik kék szamra tekinthetiink egy szomszédos
nyolcast és azzal ezt a szamot a fenti sorozatok valamelyikével pirosra szinezhetjiik.

Meg kell még mutatni, hogy n < 7-re mindig van olyan kiindulé helyzet, amely-
bél nem szinezhet6é a megengedett 1épésekkel midegyik szdm pirosra.

Ha n =1 vagy n = 2, és nem csak piros szinli szdmaink vannak, akkor nem
tudjuk a szinezésiiket megvaltoztatni.

Legyen ezek utdn 3 < n < 7 és induljunk ki abbdl a helyzetbdl, amikor a 2
kék, a tobbi szam pedig piros szinli. Nevezziik a szinezés szempontjabol fontos
szamoknak a 2, 3, 5, 6 koziil azokat, amelyek nem nagyobbak, mint az aktudlis n.
A kovetkez6 tablazatban a fontos szamokat félkovéren szedtiik.

EIEIEIRNEI IR
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n = 7-ig a lehetséges haromtagu szamtani sorozatok:
{1,2,3},{2,3,4},{3,4,5},{4,5,6},{5,6,7},{1,3,5},{2,4,6},{3,5,7},{1,4,7}.

Természetesen, ha n < 7, akkor ezek koziil azokat el kell hagyni, amelyekben az
n-nél nagyobb szam is el6fordul.

A bizonyitas szampontjabdl azonban ez nem jelent problémat, mert sorra
ellenorizhetoen mindegyik ilyen sorozatban a ,fontos szamok” koziil pontosan nulla
vagy ketto szerepel, azaz ezen 1épések egyike sem fogja a szinezésben szereplo kék
szamok paritasat megvaltoztatni. Indulaskor csak egy szam, nevezetesen a 2 volt
kék, igy nem érhet6 el, hogy mindegyik szam piros legyen.

Terjék Andrds Jozsef (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)
dolgozata alapjan

Osszesen 51 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 31, 3 pontot 8 tanulé. 2 pontos 5,
1 pontos 1 tanulé dolgozata. 0 pontos 5, nem értékeljiitk 1 tanulé dolgozatat.

B. 5006. Az ABCD trapéz alapjai AB és CD, az dtlock metszéspontja M.
Az AC' atlo felezi a BAD sziget, AM = BC és BM = CD. Hatdrozzuk meg a tra-
péz szogeit.
(4 pont) OKTYV feladat alapjan

Megoldéas. A trapéz alapjain fekvé CAB< és ACD< szogek valtdszogek,
tehat egyenlék. Emiatt az ACD haromszog egyenlé szard. A trapéz ismert tu-
lajdonsaga, hogy az AM D és BCM haromszogek teriilete egyenld. Azt is tudjuk
a feladat feltételei, illetve az el6bbi szogegyenléség alapjan, hogy AM = BC, to-
vabba BM = CD = DA. Vagyis az AMD és BCM haromszogeknek nem csak
a teriiletiik egyezik meg, hanem két-két oldaluk is (1. dbra).

Belatjuk, hogy ez a két haromszog egybevagd is.

1. dbra 2. dbra

Ehhez el6szor azt vizsgaljuk meg, hogy hany olyan nem egybevdgd haromszog
van, amelynek két-két oldala és teriilete megegyezik. Ha adott a teriilet, akkor is-
merjiik az adott oldalakhoz tartozé magassagokat is. Ha felvessziik az egyik adott
oldalt (PQ) és az ismert hozzédtartozé magassiggal parhuzamost hiizunk ezzel az ol-
dallal, akkor biztos, hogy a haromszog harmadik csticsa csak ezen a parhuzamos
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egyenesen helyezkedhet el. A harmadik cstics (R) ezen kiviil rajta van az adott sza-
kasz egyik végpontja mint kézéppont koriil rajzolt, a masik adott oldal hosszisé-
gaval megegyez6 sugaru korvonalon. A parhuzamos egyenes és a korvonal egymast
legfeljebb két pontban metszi (Ry, Rs) a 2. dbra szerint. (A mésik parhuzamos
egyenes berajzolasa, a végpontok és a koriiljaras felcserélése nem vezet ezektél el-
téré megolddsra.)

A kor kozéppontjaban a PQ egyenesre allitott meréleges egyenesre szimmet-
rikusan helyezkednek el az R1Q és Ro(Q szakaszok, ezért PQR1<t = VQRo<, tehat
a PQR, és PQRs szogek, ha nem egyenlok, akkor 180°-ra egészitik ki egymast.

Most térjiink vissza az AMD és BCM haromszogek vizsgalatdhoz. Elofor-
dulhat-e itt, hogy az els6 dbran a-val és ~y-val jelolt szogek kiegészitd szogek?
A szogek elhelyezkedése alapjan o = ACD< < BCD< és v = DBC< < ABC«,
igy ekkor

180° = a+v < BCD<+ ABC«

lenne, ez pedig ellentmondés, mert az ABCD trapéz B-hez és C-hez tartozo szogei
180°-ra egészitik ki egymast. Az « és v szogek tehat ugyanakkordk.

Innen a megoldds mar néhdny lépésben befejezhets. Belattuk tehat, hogy
DAMNA = MBCA. Az AM D és BM C szogek cstcsszogek, ezek is egyenlok, vagyis
ADM< = BMC< = AM D<= BCM<«. Ez a két hdromszog tehdt egyenld szar is.
A DMC haromszog is egyenld szard, ennek a haromszognek kiilsé szoge a DM A<,
amely ezek szerint 2« nagysagu. Az AM D egyenld szart hdromszog szogeire

MAD<+ AMD<+ MDA« = o+ 2a + 2a0 = 180°.

Innen o = 36°, végiil az ABCD trapéz szogei 72°, 72°, 108°, 108°.

Fleiner Zsigmond (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)
dolgozata alapjan

Osszesen 67 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 46, 3 pontot 11 tanulé. 2 pontos 3,
1 pontos 7 tanulé dolgozata.

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1609-1615.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1609. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a valds szamparok halmazan:

x+y+§:19,
Y
M:(so,
Y
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C. 1610. Egy egységsugari kor AB atmérdje és AC hurja 30°-os szoget zdrnak
be egymaéssal. Jeldlje B tiikorképét a C' pontra B’. Hatérozzuk meg a B’ ponthdl
a korhoz hizott érinték AB egyenessel valé metszéspontjanak B-tél valo tavolsagat.

Feladatok mindenkinek

C. 1611. Az elsé 21 pozitiv egész szam koziil néhanyat kivalasztunk gy, hogy
barmely ketto kiillonbségének az abszolut értékét véve ezen értékek kozott ne legyen
két egyforma. Legfeljebb hany kiilonbozo érték johet 1étre? Adjunk konkrét példat
is erre az esetre.

C. 1612. Az A1 Ay A3A4A5As A7 konvex hétszog egy olyan korbe irhaté bele,
amelynek kozéppontja a hétszog belsejében van. Bizonyitsuk be, hogy az A1, A3 és
As csucsokndl 1évé belsé szogek Osszege kisebb 450°-nal.

C. 1613. Egy kosarlabda-bajnoksagon n csapat vett részt. Barmelyik két
csapat pontosan egyszer jatszott egymassal, dontetlen nem volt. A bajnoksag végén
az i-edik csapatnak z; gy6zelme és y; veresége volt (i = 1,2,...,n). Bizonyitsuk be,

hogy
i = R 4

(Horvdt feladat)
Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1614. Egy 30 cm sugaru kor alaku télca szélén elhelyeziink 12 darab 9 cm
atmérdéji, feliilrél kor alaku muffint dgy, hogy a télca szélét érintik, és a szomszé-
dosak egyenlo tavolsagra helyezkednek el egymastol. Mekkora ez a tavolsag?

C. 1615. Juliska nagymamadja minden hétfén siitit siit. Mindig véletlensze-
riien valaszt az 4ltala ismert végtelen sok recept koziil, amiknek a 60%-a csokis.
Juliska elég vdlogatés: nagymama csokis siitijeinek csak a 90%-4t szereti, a tobbi
siitijének viszont csak 30%-4t. Egy kiilonleges hétfén kétféle siitit is siit a nagyma-
ma. Hatdrozzuk meg annak a valdszintiségét, hogy Juliska a két siiti koziil pontosan
egyet szeret.

Bekiildési hatarid6: 2020. jinius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: Ké6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

A B pontversenyben kitiizott feladatok
(5102-5109.)

B. 5102. Adott a sikban n kiilonboz6 pont, nem esik mind egy egyenesre.
Mutassuk meg, hogy van olyan 6nmagat nem metsz0, zart téréttvonal, amelynek
az adott pontok a csicsai. (Egy tordttvonal csicsédndl lehet 180°-os szdg is.)

(3 pont)
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B. 5103. Tegyiik fel, hogy a, b, ¢, x, y és z olyan pozitiv szamok, amelyek-
re az a’®+b% = c? és az 22 +y? = 22 egyenldségek teljesiilnek. Igazoljuk, hogy
(a+ 1’)2 +(b+ y)2 < (c+ z)z, és hatarozzuk meg, hogy mikor 4ll fenn az egyen-
16ség.

(3 pont) Javasolta: Kiss Sandor (Nyiregyhéza)

B. 5104. Legyenek az ABC haromszog beirt korének érintési pontjai az ol-
dalakon A, By és C4, a haromszog koréirt, illetve beirt korének sugara R és r.
Mutassuk meg, hogy az A1 B1Cy és ABC haromszogek teriiletének ardnya r : 2R.

(4 pont)

B. 5105. Legyen n pozitiv egész. Hatdrozzuk meg azt a legkisebb k szamot,
ahdny szinnel barmilyen n cstcst irdnyitott egyszerii graf élei szinezheték gy, hogy
ne legyen benne egyszinti kor.

(4 pont) Javasolta: Szabd Kornél (Budapesti Fazekas M. Gyak.
Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

B. 5106. Felirjuk a tdblaraaz n+1,n+2,...,2n szdmokat (n > 2), majd a ko-
vetkezd 1épést ismételgetjiik: kivdlasztunk két szdmot (x és y) a tablan, letoroljiik
8ket, és helyettiik felirjuk az z +y + /22 + 32 és x +y — /22 + 92 szdmokat. Iga-
zoljuk, hogy soha nem irhatunk a tédblara 1,442-nél kisebb szamot.

(5 pont)

B. 5107. Az ABCD hurnégyszogben az atlék metszéspontja F', az AB és
CD oldalegyenesek metszéspontja E, az E'F szakasz felez6pontja G, a BF szakasz
felez6pontja H, a BC oldal felez6pontja pedig I. Mutassuk meg, hogy
GFD<=GIH«.

(6 pont)

B. 5108. Az A, By, By, B3, Cq, (3, (5 pontok ebben a sorrendben egy
egyenesen vannak. Az egyenes egyik oldaldn, az egyenesre mer6legesen rajzoljuk
meg a B; pontbdl induld b; félegyeneseket és az AC; atmérdjii ¢; félkorsket (i =
1,2,3). Igazoljuk, hogy ha a by, ¢1, ba, co gorbék éltal hatérolt tartomanyba és a b,
ca, bz, cg altal hatarolt tartomanyba egy-egy kort lehet irni, akkor a by, c1, b3, c3
altal hatarolt tartomanyba is kort lehet irni.

by ba b3

< c

A B1 B2 B3 01 CQ C3

(5 pont)

290 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/5



B. 5109. Legyen
1 =2, x2="1T, Tpy1 =4z, —zh_1 (n=2,3,...).
Van-e négyzetszam ebben a sorozatban?
(6 pont)

Javasolta: George Stoica (Saint John, Canada)

L1

Bekiildési hatarid6: 2020. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(777-779.)

A. 777. Egy n pontd, sikbarajzolt véges G(V, E) grafra jelolje z(e) azon élek
szamat, melyek keresztezik az e élt. Bizonyitandd, hogy

1
———— < 3n — 6.
;Ex(e)—i-l

Javasolta: Pdlvdlgyi Démétor (Budapest)

A. 778. Keressiik meg az Osszes olyan d négyzetmentes pozitiv egész szamot,
melyre megoldhaté az x2 + dy? = 2" egyenlet a pozitiv egész szdmok korében.

Javasolta: Williams Kada (Cambridge)

A. 779. Adott két rogzitett kor,  és a belsejében w. Az w kozéppontja I.
Az Q koron mozog egy P pont. A P-bOl w-hoz huzott érinték méasodik metszés-
pontja Q-val @, illetve R. Az IQR kor masodik metszéspontjai a PI, PQ és PR
egyenesekkel rendre J, S, illetve T. A J tiikorképe az ST egyenesre K. Mutassuk
meg, hogy a kiilonb6z6 PK egyenesek egy ponton mennek at.

L1

Bekiildési hatarid6: 2020. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1
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48 Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 511. Andi és Bandi a szorzas gyakorlasara kitalaltak egy jatékot. A jaték-
ban elOszor valasztottak egy pozitiv egész szamot 1 és 1000 kozott. Ezutén felvaltva
mondtak pozitiv egész szamokat, de csak olyat, amit korabban még nem mondott
egyikiik sem és nem nagyobb a vélasztott szamnal. A jaték addig tartott, amig vala-
ki olyan szamot nem mondott, amivel megszorozva barmelyik korabban elhangzott
szdmot a szorzat a jaték elején vélasztott szam lett. Az veszitett, aki az utolso
szamot mondta.

Sokat jatszottak, majd elkezdtek gondolkodni azon, hogy vajon mi lehet a kez-
d6 vagy a méasodiknak szadmot mondé jatékos szamara a nyerd stratégia. Rajottek
a modszerre, és arra is, hogy a valasztott szamtdl fiigg, hogy kinek kedvez a jaték,
de ezt nem nézték meg mind az 1000 esetre.

Talaljuk ki, hogy mi lehet a nyerd stratégia, majd készitsiink programot, amely
megadja, hogy adott vélasztott szam esetén a kezddé vagy a masodik jatékos tud-
e nyerni, ha a stratégiat a jaték soran végig alkalmazza. A program bemenete
a valasztott szdm. A kimenetre irjunk 1-est, ha az elsd, és 2-est, ha a masodik
jatékosnak van nyerd stratégidja.

Bemenet Kimenet
10 2

Bekiildend6 egy tomoritett 1511 .zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithato.

I. 512. A jarvanyok az élovilag kialakuldsaval egyiddsek. Az ilyen tipusu popu-
laciébioldgia rendszerek legtobb atalakulasa tobb egymas utan kovetkezo 1épésben
megy végbe. Ezek a 1épések tipikusan sorozatot alkotnak.

A jarvanyterjedés modellezéséhez tobb-kevesebb paramétert vesznek figyelem-
be. Az egyik legegyszeriibb modellt, az SEIR-t vizsgaljuk meg tabldzatkezel6vel.
Ebben a modellben a jarvanyterjedés szempontjabol négy csoportra osztjuk a po-
puléciot:

— S susceptible, azaz fogékonyak, még nem estek at a betegségen;

E exposed, azaz lappangd, de még nem fertéz6 egyedek;
— I infectious, azaz fertézottek, betegek;

— R recovered, azaz gydgyultak.

Az osztalyok kozotti dtalakulas: S — E — I — R.
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Az emberek megfert6zédnek és maguk is fertéz6vé valnak, majd meggydgyul-
nak, vagy sajnos meghalnak. Az utébbi tragédidval ez az egyszerti modell nem
foglalkozik.

A Dbettik jeloljék, hogy hany egyed tartozik az egyes osztdlyokba. Vizsgédljuk
meg, hogy az osztalyok 1étszdma hogyan valtozik az idoben néhany kezdeti para-
méter mellett. Legyen a teljes populacié szama N, igy ekkor minden idépontban
teljesiil, hogy N =S+ E+ I+ R.

Egy 1j kérokozo esetén feltételezhetjiik, hogy kezdetben a teljes populédcié
fogékony ra, azaz S =~ N. Legyen

— [ a kérokozo6 atadési valoszintisége egy fertézé és egy fogékony egyed kozott;
— o a lappangdk fert6zové valasanak sebessége;
— v a betegek meggyogyulasanak sebessége.

2|~

Ekkor a fogékony egyedek szamanak valtozdsa AS = —f - % -5, ahol az
hényados a fert6zottek aranya a teljes populdcidhoz képest. Minél nagyobb ez
az érték, anndl gyorsabb a jarvany terjedése.

A lappangé esetek szdma éppen ennyivel novekszik, mikozben egy résziik
beteggé valik:
1
AE=3-—-S—0-FE.

BN o

A fert6ézottek szama o-E-vel novekszik, és a meggydgyulokkal csokken:
Al=0c-FE—~-1.

A gyo6gyultak szaméanak valtozasa

AR =~-1.

Szimuldljuk a jarvény kialakuldsdt idéegységenként (naponta). Minden lépésben
szamitsuk ki a jelenlegi adatok alapjan a valtozasokat, majd a kovetkezd napon
a megvaltozott értékekkel dolgozzunk:
S(n+1) < S(n)+ AS(n), E(n+1)+ E(n)+ AFE(n),
I(n+1) + I(n)+ Al(n) és R(n+1) < R(n)+ AR(n).

A szimulaciot legalabb 150 napra végezziik el az alabbiak szerint:

e Az indulé paramétereket a tablazat els§ néhany soraban lehessen megad-
ni, helyiiket feliratokkal jelezziik. Példaként N = 10000000; 8 = 0,9; o = 0,1;
v =0,2.

e Hatdrozzuk meg a tablazat két cellajaban, hogy hanyadik nap lesz a fertéz6
betegek szama maximalis és mekkora ez az érték.

° Abrézoljuk az S, F, I, R osztalyok 1étszamét az id6 fliggvényében. A diagram
értelmezését feliratokkal segitsiik.

Bekiildend6 egy tomoritett 1512.zip allomanyban a munkafiizet, valamint
egy rovid dokumentacio, amelybol kideriil az alkalmazott tablazatkezel6 neve és
verzidszama.
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I. 513 (E). A sejtautomata elnevezés Neumann Janostdl szérmazik az 1940-es
évek elejérdl, aki az onmagat reprodukald gép logikdjat, létrehozasanak lehetoségeit
vizsgalta. A leghiresebb sejtautomata a John Horton Conway altal kitalalt életjaték.
Conway egy hénappal ezel6tt, 2020 dprilisaban halt meg, igy ezzel a feladattal ra
is emlékeziink.

A Conway-féle életjatékban sejtek élnek egy kétdimenziés vilagban. A sejtek
egy képzeletbeli tablazat egy-egy celldjaban talalhaték. Viselkedésiiket az hatdarozza
meg, hogy az Oket tartalmazo cella 8 szomszédja koziil hanyban talalhaté sejt. Ha
egy sejt szomszédos cellai koziil ketténél kevesebb vagy haromnal tobb tartalmaz
sejtet, akkor a sejt elpusztul, egyébként életben marad. Ha egy cella iires, de
a szomszédos cellak koziil pontosan haromban van sejt, akkor az iires celldban 1j sejt
sziiletik. A leirt véltozdsok nem folyamatosan, hanem lépésekben (generdciékban)
torténnek. Kezdetben az élettér bizonyos celldiban vannak sejtek, mig a tobbi
celldban nincsenek.

Péld4ul egy 6 x 6-0s élettér hat egymdst kovetd dllapota (a sziirke celldkban
vannak sejtek, a sotétebbek 1j sejtek helyét mutatjik):

L[ L] E
Készitsiink programot sejtautomata néven egy 50 x 50-es négyzethdlds élet-
jatékhoz és oldjuk meg a kovetkezd feladatokat. A megolddsok sordn a mintahoz

hasonldan valdsitsuk meg a felhasznaléval torténé kommunikéciét (az ékezetmentes
kifrds is elfogadott).

1. Olvassuk be az élettér kezdeti allapotat a conway.txt szoveges dllomanybdl
és taroljuk el az adatokat 1gy, hogy a szimulaciéhoz hasznéalni tudjuk ¢ket.
A szoveges alloméany 50 sorbdl all, melyek mindegyikében 50 karakter talalhato.
Az allomény i-edik sordnak k-adik karaktere az élettér i-edik soranak k-adik

oszlopdban 1év6 cella kezdeti tartalmat mutatja: szokoz esetén a cella {ires,
s betil esetén a celldban sejt van.

2. Adjuk meg, hogy tsszesen hany sejt taldlhaté az élettérben. Készitsiink fiigg-
vényt szomszed néven, amelynek bemeneti paramétere i és k, amelyek az élet-
tér i-edik sorat és k-adik oszlopat jelentik. A fiiggvény szamitsa ki és adja
vissza a megfelel6 cella szomszédjaiban talalhaté sejtek szamét.

3. Kérjiik be a felhasznalotdl egy oszlop és egy sor értékét, és adjuk meg, hogy
az adott cellaban van-e sejt, illetve azt, hogy a cella szomszédjaiban hany sejt
talalhato.

4. Készitsiink eljarast egylepes néven, amely elvégez egy szimuldcios 1épést.
Vegyiink fel az eredeti élettér mellé még egy dtmeneti taroldt, amely az élettér
allapotat mutatja majd a kovetkez6 generacioban. Vizsgaljuk meg az élettér
cellait a fenti leirasnak megfeleléen, majd ez alapjan adjunk értéket a most
létrehozott atmeneti tarolonak. Az eljards végén a kiszamitott 1j élettér értékei
keriiljenek a tarolobdl az eredeti élettérbe.
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5. Szamitsuk ki, hogy hany olyan sejt van az élettérben, amely életben marad
egy szimulaciés 1épés megtétele utan, majd az eredményt jelenitsiik meg.

6. Végezziik el a szimulacié n 1épését az egylepes alprogram meghivasdval, ahol
n értékét a felhaszndlotol kérjiik be.

7. Adjuk meg, hogy az eddig elvégzett n lépés utan most hany sejt fog sziiletni
a kovetkezd szimulacids 1épésben.

8. Adjunk statisztikat a szimulaci6 kovetkez6 100 1épésében az élettér allapotardl.
frjuk a statisztika.txt szoveges allomany egy-egy soraba az élettérben 1évé
sejtek, a kovetkezd szimulacios 1épésben elpusztuld és sziileté sejtek szamat
egy-egy szdkozzel elvéilasztva. Ha az élettér iires, tehat a sejtek kihalnak, akkor
az alloméanyba 0 0 0 tartalmu sorokat ne irjunk, hanem helyette a kovetkezo
sor jelenjen meg: , A szimuldcié 34. 1épése utdn az élettér mar nem tartalmaz
sejteket.” A szimuldcids lépések kozé a 6. feladatban végrehajtott n 1épés is
beleszamit.

Példa a be/kimenetre:

2. feladat:
Az élettérben taldlhatd sejtek szdma: 142

3. feladat:

A vizsgalt cella oszlopa: 4

A vizsgalt cella sora: 5

A celldban nincs sejt, a szomszédos celldkban a sejtek szama 1.

5. feladat:

Az élettérben 25 olyan sejt van, amely a kovetkez6 idépontban is életben marad.
6. feladat:

Hany |épést végezziink el a szimuldciébdl: 10

7. feladat:

Az élettérben 12 sejt fog sziiletni a kdvetkezé szimulacids 1épésben.

I/S. 45. Jend az Alfold tengersik vidékérdl felkoltozott a Budai-hegyekbe.
Hogy minél inkabb otthon érezze magdt, szeretné a kertjét atrendezni, hogy kevéshé
legyen hegyes-volgyes. A kert N parcelldbdl all, az i-edik parcella tengerszint feletti
magassaga A; méter. Jenének egy éraba telik egy parcella tetejérél egy réteg 1 méter
magassagu foldet athordani egy mésik parcella tetejére (ekkor az egyik parcella
magassaga 1 méterrel csokken, a mdsiké 1 méterrel né). Jend akkor fogja magat
otthonosan érezni, ha a kertben barmely két parcella magassagdnak eltérése nem
nagyobb, mint K méter. frjunk programot, amely megmondja, hogy minimum hany
orat kell dolgoznia Jenének, hogy elégedett legyen a kertjével és otthonosan érezze
magat 4j lakohelyén.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza a parcelldk N szamat és K értékét. A mé-
sodik sor N darab szamot: az i-edik szam az i-edik parcella A; tengerszint feletti
magassaga méterben.
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Kimenet: egyetlen szdm, amely megadja, hogy minimum hény érat kell dolgoz-
nia Jenonek, hogy barmely két parcella magassaganak eltérése legfeljebb K legyen.

Példa:

Bemenet Kimenet

4 3 4
551 555 551 560

Korldtok: 1 < N, K, A; < 10°, egész szamok. Iddkorlat: 0,3 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté, ha N, K, A; < 1000.

Bekiildendd egy is45.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 144. Az asztalon N kockat talalunk, az n-edik kocka élének hossza a,, egész
szém, térfogata V;, (a kockdkat 0-t6l indexeljiik). A kockdkkal @) miiveletet hajtunk
végre egymas utdn. Az i-edik miiveletben megvaltoztatjuk az 6sszes kocka élének
hosszét az [l;, r;] tartomdnyban b;-vel. Minden miivelet utén adjuk meg a kockdk
térfogatainak 6sszegét modulo 107+7.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza az N és @) szamot. A kovetkezd sor N po-
zitfv szamot tartalmaz: a kockdk éleinek hosszat sorrendben, ezek legfeljebb 10°
nagysaguak. A kovetkezd @ sor mindegyike tartalmaz egy I;, r; és b; egész szamot
(0<1; <7 < N, |b| <10%). A véltoztatdsok soran a kockdk éle mindig pozitiv
marad.

N—1
Kimenet: adjuk meg minden valtoztatds utan a ( > Vn) modulo 107 +7
értéket. n=0

Példa:
Bemenet (a / jel sortorést helyettesiti) Kimenet
52 26
11112 19
011/44-1

Korldtok: 1 < N,Q < 10°. Idékorlat: 0,4 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphatd, ha N, Q < 100.

Bekiildendo egy s144.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

L1

A feladatok megoldésai regisztracié utan a kdvetkez6 cimen tdlthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2020. junius 10.
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Vezet6 henger mozgasa homogén magneses
térben

Fizika feladatok megolddsa sordan nagy szerephez jutnak bizonyos , tritkkok”,
,mesterfogésok”. Ezen iras célja, hogy egy érdekes és tanulsagos példan keresztiil
két hasznos eljarast is bemutasson, amelyek segitségével — bizonyos esetekben —
fémek elektromos térben valé ,viselkedése” leirhaté.

A probléma

Feladatunk, hogy leirjuk, milyen toltéselrendezddés alakul ki egy hosszi, vé-
kony fald fémhenger feliiletén, ha a fémhengert homogén mégneses térbe helyezziik,
majd az indukciévonalakra merdleges irdnyban kis sebességgel (a fénysebességnél
sokkal lassabban) mozgatjuk. Legyen a henger sugara R, sebességének nagysédga vy,
a magneses indukcié nagysaga pedig B.

A vezet6 hengerben szabad toltéshordozok vannak, melyek elmozdulhatnak,
igy a semleges testben megvaltozhat a toltéseloszlas. Ha a feladatot az ,,4116” K vo-
natkoztatasi rendszerben prébaljuk megoldani, akkor az reményteleniil bonyolultta
vélik. Probalkozzunk meg olyan K’ rendszerben dolgozni, ami a hengerrel egyiitt
vy sebességgel mozog a magneses térre és a henger tengelyére merdleges iranyban
(1. dbra). (Vegyiik észre, hogy a K’ rendszer is inerciarendszer, hiszen a sebessége
K-hoz képest id6ben allandé.) A K’ rendszerben a henger &ll, tehdt a benne 1é-
v6 szabad toltéshordozdkra (az elektronokra) biztosan nem hat a mégneses térbél
szarmazo Lorentz-er6. A mozgd rendszerbe vald attéréssel latszolag kikiiszoboltitk
a henger mozgasabdl fakadé nehézséget, azonban — mint latni fogjuk — ennek az at-
térésnek ,ara” van.

1. dbra. Homogén mégneses térben mozgd fémhenger

Az egyszerliség kedvéért a henger helyett vizsgdljunk csak egyetlen ponttoltést,
amely homogén mégneses és elektromos mezében mozog! Legyen a pontszeri test
sebességvektora v, a toltése @), a magneses indukcié vektora B, az elektromos
térerésségvektor pedig E. A ponttoltésre hatd erd az allé rendszerben:

F=Qx B)+QE.
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Uljiink most egy vo sebességgel mozgd vonatkoztatési rendszerbe, és frjuk fel a ré-
szecskére haté erét ebben a (vesszdsen jelolt) rendszerben is:

F ' =Q(v—vy) x B +QFE".

Hasonlitsuk 6ssze a két rendszerben felirt erét! Mivel mindkét vonatkoztatasi
rendszer inerciarendszer, nyilvan teljesiil, hogy F = F’ (hiszen a toltott részecske
gyorsuldsa ugyanakkora mindkét inerciarendszerben), vagyis fennall:

vx (B-—B')+E+ (vox B')—E' =0.
A részecske (tetsz6leges irdnyu) v sebességével ardnyos tag eltiinésébol

B' =B

a sebességétdl fiiggetlen tagokbdl pedig
E' = E + (vo x B)

adédik.*
A szamunkra fontos esetben, amikor az all6 rendszerben nincs elektromos
tér, vagyis E = 0, a mozgd rendszerben tapasztalhaté homogén elektromos mez6

térerGsségvektora:
El = Vg X B.

Visszatérve az eredeti problémahoz a feladatunk nem mas, mint meghatarozni,
milyen toltéselrendezédés alakul ki egy homogén fémhenger feliiletén, ha a tenge-
lyére merdleges, homogén elektromos térbe helyezziik, melynek nagysaga

(1) EQ = UQB.

A kovetkezékben két kiillonbozo mddszerrel is megoldjuk ezt a feladatot. Az egyik
matematikailag konnyebb, dm egy szokatlan gondolatot (,mesterfogést”) igényel.
A miésik eljaras a tiikortoltés médszerét alkalmazza; ez taldn hamarabb esziinkbe
juthat, azonban a szdmolas hosszadalmasabb.

A szuperpozicié médszere

Az elsé megoldéds sordan egy olyan triikkel éliink, amely ugyan elég specia-
lis, azonban hasznos lehet hasonlo jellegii elektrosztatikai feladatok megoldasanal.
A fémek belsejében egyensiilyi dllapotban nem lehet elektromos tér, igy olyan tol-
téselrendezést keresiink, amelyet az eredeti, kiilsd térre szuperpondlva a henger
belsejében zérus elektromos teret eredményez.

Vizsgéljuk meg, hogy milyen az elektromos tere egy egyenletes térfogati toltés-
stirtiséggel rendelkezd, hosszi hengernek a henger belsejében. Ehhez a Gauss-féle

“Ezek a transzformécios képletek csak v < ¢ esetén érvényes, kozelitéleg helyes ossze-
fiiggések. A fénysebességgel dsszemérhetd sebességli mozgdsokndl (ami egy makroszkopi-
kus testnél megvaldsithatatlan) a B térerésség is megvaltozik.
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fluxustorvényt fogjuk felirni a henger egy h hosszisigi darabjara. Az elrende-
zés forgasszimmetrikus, a térerésség erovonalai sugariranyiak, a térerdsségvektor
nagysagat meghatarozé osszefiiggés pedig

ohr?m

= 2rrhE(r).

€o
A fenti 6sszefiiggésben g a henger térfogati toltéssilirliségét, r pedig a henger ten-
gelyétol mért tavolsagot jeloli. Mivel most csak az r < R esetet vizsgaljuk, ennek
megfelelGen irtuk fel a Gauss-torvényt. Rendezve az egyenletet az elektromos tér-
er0sség nagysagara ezt kapjuk:

ro

E(r) = 5oy

Vizsgaljunk most két hengert,

az egyik (a P kozéppontd) henger po-
zitfv, a masik (a @ kozépponti) pedig
negativ térfogati toltésstrtiséggel ren-
delkezik (2. dbra). Tekintsiink egy tet-
szOleges A pontot a mindkét henger &al-

tal lefedett részen! A ]@, ?4 és 67)4
vektorok segitségével, illetve az elekt-
romos térerésségvektor nagysagara ka-
pott Osszefiiggés felhasznédlasaval az A
pontban az elektromos térerésség a ko-
vetkez6 alakban frhaté fel:

0 5%
2 Ey=—PA-
( ) 4 2&‘0 260 260

Latjuk, hogy a két henger atfedo részén az elektromos térerésség vektora nem fligg
az A pont helyzetétol, tehat valdban homogén elektromos mezé alakul ki. Mi a hely-
zet azon részekkel, ahol nincs a hengerek kozott dtfedés? A PQ, valamint PG sza-
kaszok altal bezart szoget jeloljitk p-vel. Ha a PQ téavolsag x, akkor a GF' szakasz
hossza

(3) d =z cosp.

(Kihasznaltuk, hogy a GH szakasz hossza éppen z, és a két henger tengelye kellden
kozel van egymadshoz, emiatt az F'H koriv egy révid, egyenes szakasszal kozelithetd.)

Tekintsiink egy keskeny, AA teriiletii savot a henger feliiletén! A t6ltés ebben
a részben a kovetkez6 alakban irhaté fel:

(4) nAA = doAA,

ahol p az egységnyi térfogatban 1évo toltés nagysaga, n pedig az egységnyi feliilet
toltése (felileti toltéssiirliség). Mivel a kiils6é tér nagysiga (1) szerint voB, igy
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E4 = wvoB, hiszen ekkor lesz zérus elektromos tér a fémen beliil. A (2)—(3)—(4)
egyenletek alapjan a feliileti toltésstirtiség mar konnyen kiszamithato:

(5) n= 2601)03 COs ©.

A két, ellentétesen toltott henger segitségével 1étrehozott elektromos tér a kiilsé
elektromos térrel egyiitt éppen olyan eredd teret ad, amely a fémhengeren beliil
eltiinik. A kapott eredmény szerint a feliileti toltéssiiriiség fiigg a henger feliiletén
megvalasztott pont helyétél. A mésodik megoldéds soran azt is latni fogjuk, hogy

a szogfiiggés milyen fizikai tartalommal bir.

Tiikortoltések 2 dimenziéban

A masodik megoldas soran a tiikortoltés modszerét fogjuk alkalmazni. Ez
a modszer kivaléan alkalmazhato ,,magasfoki” szimmetridaval rendelkezd toltésel-
rendez6dések estén, bizonyos esetekben azonban a szamitasok hosszadalmassa vél-
hatnak. Az aldbbiakban ismertetésre keriil§ moédszer alkalmas lehet még elektro-
mosan feltoltott szalak és fémhengerek kozotti erchatés, illetve parhuzamos fém-
hengerek kapacitasanak meghatarozasara is.

A tiikortoltés modszer alkalmazédsa specidlis geometriai viszonyokat kivan.
Jol ismert, hogy egy fémsik (fémsikok) vagy egy fémgomb kozelében elhelyezkedd
pontszeril toltés és a fém egyiittes elektromos tere olyan lesz, mintha a valodi
toltésen kiviil egy alkalmas helyen elhelyezkedé és alkalmas nagysagu masik toltés
(titkortoltés) is jelen lenne. (Ez az erétér csak a fémfeliilet egyik oldaldn, a valédi
toltést tartalmazd térrészben érvényes, a masik oldalon az elektromos térerdsség
nulla.)

Esetiinkben nem ilyen egyszerti a helyzet. A hosszi henger eltolasi szimmetria-
jabdl kiindulva megsejthetjiik, hogy hosszi, egyenletesen feltoltott szigeteld szalak
elektromos terét érdemes vizsgalnunk. Tekintsiink két hosszi, parhuzamos, elekt-
romosan t6ltott szalat, melyeken a vonalmenti toltéssiirliség (vagyis ez egységnyi
hosszon taldlhatd toltés) +\. Legyen a két szal egymdstdl 2d tavolsdgban (d > R),
a fémhenger szimmetriatengelye pedig a szalakkal parhuzamosan, azok kozott ,,fél-
uton”, a szalaktdl d tavolsagban helyezkedjék el.

Az elektromos tér nagysigat egy-egy szdl esetén a Gauss-torvény alkalmazasa-
val kaphatjuk meg, majd a szuperpozicié elvét alkalmazva kiszamithatjuk az ered6
teret. Egyetlen szal esetén az elektromos térerdsségvektor nagysdga a szaltol r té-
volsadgban

Al

Eszél('r) - 27’(’80 ;a

irdnya pedig a szalra merdleges (tehdt sugdrirdnyi) lesz. Mivel a A és —\ toltéssi-
riségi szélak a hengertdl messze talalhatok, igy a henger helyén” jé kozelitéssel
homogén elektromos tér alakul ki, amelynek nagysaga:

(6) By= -,

A tiikortoltések (pontosabban fogalmazva: a titkorszalak) helyét tgy kell meg-
vélasztani, hogy a fémhenger feliilete ekvipotencidlis legyen. (Ilyenkor az elektromos
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térerGsségvektor a feliilet barmely pontjaban merdleges a feliilet érintésikjara, tn.
normdlis irdnyd.) Helyezziink el — gondolatban — a henger szimmetriatengelyétol
tavolsagban, a két tavoli toltott szal altal meghatérozott sikban egy u, az ,atelle-
nes” helyen pedig —u vonalmenti toltéssiiriiséggel ellatott szalat (3. dbra).

3. abra. Toltéselrendezés a tiikortoltéses modszer alkalmazasanal

Megjegyzés. A tiikortoltések nagysdgat azért valasztottuk A-t6l (elvben) fiiggetlen-
nek, mert egy fémgoémb esetében a tiikortoltés modszere akkor miikoédik, ha kiilonb6z6
helyekre kiilonb6z6 nagysagu toltéseket helyeziink el. Kés6ébb latni fogjuk, hogy a fém-
henger csak a pu = \ valasztas lesz eredményes.

A szalak koziil valasszuk ki példaul a A és —p vonalmenti toltéssiiriiségli
part, majd vizsgaljuk meg ezek ered6 potencidlfiiggvényét. Ennek a fiiggvénynek
az allanddésdgat szeretnénk elérni a fémhenger feliilete mentén. (A mésik két szélat
azért hagyjuk figyelmen kiviil, mert az elrendezés szimmetrikus. Ha az emlitett két
szl tere ekvipotencidlis a hengerfeliileten, akkor a mésik két szél tere is az lesz,
tehdt a négy szél eredd potencidlja is dlland6 nagysagn a feliileten.)

A potenciélfiiggvény felirdsahoz elészor tekintsiink egyetlen egy szalat, amely-
nek vonalmenti toltéssiirtisége \*, és vizsgaljuk meg, hogy mekkora munkavégzéssel
tudunk egy ¢ nagysagui prébatoltést az onkényesen kivalasztott rg tdvolsagu pont-
bél sugdriranyban mozgatva a szaltdl r tavolsidgra 1évé pontba juttatni. A mozga-
tashoz sziikséges erd a szaltdl v’ tavolsdgban

g\t 1

F(r')y=—qE() = .
() = —aB() = 3 =
Ez az er6 véltozd nagysdgu, ezért a teljes munkavégzést, ami qU(r)-rel egyenlé,

a kicsiny elmozduldsokon végzett munkak osszegzésével (integralasaval) szamithat-
juk ki:

A e Ar g * [ dr
S Aaw =S Ferar = -2y ~ - — =
W (r)Ar 2meq “ r’ 27eg r’
r’'=rg ro

qU(r)

*

_ 9
- 27T€0

(Inr —Inrg).

Megéllapithatjuk tehat, hogy egyetlen toltott szdl elektromos potencidlfiiggvénye:

*

A
U(r)=— e Inr 4 &llandé.
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(Az 4llandé értéke a potencidl nullpontjinak, vagyis ro-nak megvdlasztasatol fiigg.
Ezt a nullpontot — a ponttdltés haromdimenzids esetétol eltéréen — nem tehetjiik
a ,,végtelen” tavoli pontba, de nyilvan nem valaszthatjuk a szal helyét sem kiindulasi
pontnak.)

Visszatérve az eredeti elrendezéshez azt kapjuk, hogy a \* = +)\ vonalmenti

toltésstirtiséggel ellatott szaltél r1, a A* = —pu vonalmenti toltésstirtiséggel ellatott
szaltdl pedig ro tavolsdgra 1évé pontban a potencial értéke:

Y
U= In(ry) - 5 B n(ry) + dllands.

2meq TEQ

Mivel a henger feliilete ekvipotencidlis, teljesiilnie kell az

(r)
(r2)"

feltételnek. Mar az dékor éta ismert az a geometriai tétel, miszerint a sik azon
pontjai, amelyek két adott ponttél mért tavolsagainak aranya allandé, egy koron
(az un. Apolloniosz-kirdon) helyezkednek el. Eszerint a (7) egyenlet csak akkor
hatdroz meg a sikban egy kort (a térben pedig hengerfeliiletet), ha A = p, mert
ilyen esetben 71 /1o = allandé.

= 4llando

(7)

Hatravan még az x tavolsig meghatarozasa. Tekintsiik ismét a korabban ki-
valasztott két szal potencialjat! Az A és a B pontokban a potencidl egyenl6ségét
felhasznalva irhatjuk, hogy

A d—R A d+ R
Uy = In{ ——|=Up= 1 .
A 2meq n(R—x) B 2meg n<R—|—x>
A logaritmusfiiggvény monotonitasit kihaszndlva, tovdbbd az argumentumokat
osszevetve adddik, hogy

d—R d+R
R—z R+2a’
vagyis teljesiil, hogy
R2

Mivel d (R-hez viszonyitva) nagyon nagy, (6) szerint A-nak is nagyon nagynak,
(8) miatt pedig z-nek nagyon kicsinek kell lennie. Az egymdshoz nagyon kozel
(22 tévolsdgra) 1év6, nagy, de ellentétes toltésli szdlat az egymdshoz kozeli, ellenté-
tes eléjelli ponttoltések mintdjara (kétdimenzids) dipdlusnak nevezhetjiik. A szélak
vonalmenti toltéssiirtiségének és a tavolsaguknak szorzata

p = 2z = 21egR%2Ey = 2meg R%vy B.

Ez a mennyiség, amit (kétdimenziés) dipélmomentumnak (dipélnyomatéknak,
dip6lerésségnek) neveznek, még a d — oo hatéresetben is véges nagysigi marad.
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Azt az érdekes eredményt kaptuk, hogy a homogén elektromos mezdbe helye-
zett, az elektromos térerdsségvektorra meroleges tengelyt fémhengernek az elektro-
mos megosztas hatdsara kialakulé tere a hengeren kiviil olyan, mintha a fémhenger
tengelye mentén egy megfelel6 erésségli dipdlus is jelen lenne. Az ered6 elektro-
mos tér a dipdlus erdterének és a kiilsé (homogén) erbtérnek vektori dsszege. Ha
ezt az eredd teret meghatdrozzuk, abbdl mar kénnyen leolvashatjuk a fémhenger
feliiletére keriil6 toltések mennyiségét és eloszlasat.

amit egy negativ és egy pozitiv tolté-
sl szal alkot. A dipdlerdsséget olyan p
vektorral adhatjuk meg, amely a ne-
gativ toltési szaltél a pozitiv felé mu-
tat, nagysaga pedig p. Hatarozzuk meg
az elektromos térerdsségvektor nagy-
sagat és iranyat a dipdlustdl r tévol-
sagban, a p vektorra merdéleges, illetve
azzal parhuzamos irdnyban (4. dbra)!
Ezeket az iranyokat Gauss-féle féhely-
zeteknek nevezik.

Tekintsiink egy p erdsségii dipdlt, E? x

E <94

Szamitsuk ki a két szdl eredd tér-

erbsségét az A és B pontokban! (Ki- 4. dbra. Dipdlusszdl tere a Gauss-féle
hasznaljuk, hogy 2z < r.) Mivel egyet- féhelyzetekben
len szal térerGssége
A
E(r) =+ ;
2rmweg

az eredd tér nagysiaga a Gauss-féle fohelyzetekben:

A A . p 1

Ep = - ~ -
B 2rmeq  2(r+2x)mey  2meq 12

illetve
2\ z p 1

Ea~ - -
2rmeg T 2meqg 12

Latjuk, hogy a térerdsségek nagysaga a féhelyzetekben ugyanakkora, de az iranyuk
ellentétes (ldsd a 4. dbrat).

Ha nem a Gauss-féle f6helyzetekre vagyunk kivancsiak, hanem tetszéleges
pontban keressiik az elektromos térerdsséget, akkor az 5. dbrdnak megfeleléen
érdemes felbontani a dipélusmomentum-vektort a dipdlus tengelyével ¢ szoget
bezard irannyal parhuzamos

P =Dpcose

nagysagu, és erre az iranyra meréleges

pP1L = pcosy

nagysagu vektorkomponensek Gsszegére.
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Ha a ,komponensdipdlusokra” felirjuk a Gauss-féle fhelyzeteknek megfelelo
egyenleteket, akkor mar konnyen kiszamithatjuk az elektromos térerdsség nagy-
sagat a kérdéses pontban, az iranyat pedig a vektordsszeadas alapjan kaphatjuk
meg. A dip6lustdl a vizsgalt pontba mutaté vektorral parhuzamos (Gn. normalis
irany1) térerésséghez csak pj, az erre meréleges (1in. tangencialis) komponenshez

pedig csak p; ad jarulékot.
/E(T)

Py D,
p
5. dbra. Dipolusszal elektromos tere tetszoleges pontban

Az eredeti problémahoz visszatérve tehat a henger egy adott pontjaban meg
kell hatarozni a dipdlus altal keltett elektromos térerGsség nagysagat és iranyat,
majd ehhez hozzavenni a kiilsé elektromos teret. A henger esetén az R helyvektord
pontban, mely a dipélus tengelyével ¢ szdget zar be, a dipdlus tere dltal létrehozott
tangencialis és normalis iranyu térerdsség-komponensek:

EY — 40 Bsin g, Ed1PSl — 40 B cos .
Ehhez vegyiik hozza a kiilsé elektromos tér tangencialis és normalis komponensét,

melyek
Ei‘mso = —vpBsinp, Erlfulso = v B cos p.

A kiilsé tér tangencialis komponense ellentétes iranyu a dipdlus terének tangencialis
komponensével. Eszerint az eredo térerésségnek valéban csak normaélis komponense
van, melynek nagysaga:

Ered8 — 990 B cos .

A fém belsejében az elektromos térerésség nulla, tehat az eredd tér normal kompo-
nensének ,ugrasa” is 2vgB cos .

A feliileti toltéssiiriiség a térerésség normal komponensének ugrasa és €g szor-
zata. (Ezt ugy lathatjuk be, hogy — gondolatban — kériilvessziik a feliilet egy ki-
csiny részét egy lapos, zart ,dobozzal”, majd alkalmazzuk erre a dobozra a Gauss-
torvényt.)

Ezek szerint a feliileti toltéssiirtiség a B indukcidji magneses térben v sebes-
séggel mozgd fémesénél (vagy tomor fémhengernél)

n(p) = 2eqvo B cos ¢,

osszhangban az els6 médszerrel kapott (5) eredménnyel.
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Megjegyzés. A mozgé fém feliiletén kialakuld elektromos toltéssilirliség nagysdga nem
fiigg attdl, hogy egy vékony fali csovet, vagy pedig egy tomor fémrudat mozgatunk
a magneses térben. Hibds tehdt az a naiv sejtés, miszerint a tomor riudban sokkal tobb
szabadon mozgd toltés lévén, azokbdl a megosztds sordn sokkal tobbet lehet a feliiletre
,huzni”, mint a vékony fali cs6é esetében. A feliiletre kiiilé toltések mennyiségét nem
a rendelkezésre all6 elektronok szama, hanem a kiegyenstulyozandd kiilsé tér nagysiga
hatarozza meg.

A bemutatott probléma szép példaja annak, amikor egy fizika feladatnak tobb,
lényegileg kiilonboz6 megoldasa van, és mindegyikbdl sokat tanulhatunk. A bemu-
tatott Otletek nem twjdonsiagok, hanem kevésbé ismert ,tritkkok”, ezen irds egyik
célja, hogy Osszefoglalja azokat.

Fontos megjegyezni, hogy habdr a henger mozog, a hozzd rogzitett rendszer
inerciarendszer, igy az elektrosztatika torvényeit a megszokott alakban irhatjuk fel.
Nem ez a helyzet, ha a henger gyorsul. Erdekes, a cikkben targyaltakhoz hason-
16 gondolatokat igénylé példakat talalunk a KoMaL korabban kitlizott feladatai
kozott (1asd pl. a 3191., 3322., 3600., 4032., 4604., 4926. feladatot), illetve a 333+
Furfangos Feladat Fizikdbdl cimi feladatgytijteményben. A cikkben leirtakhoz kap-
csolddé, ajanlott irodalom még: Feynman — Leighton —Sands: Mai fizika, V-VI.

Berke Martin (Budapest)
a BME II. éves fizika BSc szakos hallgatéja

Fizika gyakorlatok megoldasa

%}_H

G. 688. Régen a moziban a diavelités mesefilmekhez hasonlo filmszalagot
haszndltak, csak az otthon vetitetteknél sokkal hosszabbakat. Egy percnyi film 27 mé-
ter hosszu szalagra fért ra. A filmszalagot tekercsekben taroltdk, a tdaroldorsd sugara
5,5 cm, erre 12,5 cm vastagon lehetett a filmet feltekercselni. Vetités kozben a film
elhaladt a vetitélencse eldtt, majd egy mdsik, hasonlo segédorsdra tekeredett fel.

a) Mekkora fordulatszammal forgott a tekercs a film lejdtszdsakor a vetités
elején és a végén?
b) A wvetités utdn a segédorsordl visszatekercselték a filmet az eredeti orsdra.

Mekkora fordulatszammal forgott a segédorso a tekercselés elején és a végén, ha
az eredeti orsét végig 3 fordulat/mdsodperc fordulatszammal forgattdk?

(4 pont)

Megoldas. a) A fordulatszam a szalag sebességének és a filmtekercs pillanat-
nyi keriiletének hanyadosa.

A filmszalag sebessége: 1271)6130 = 0,45 %

A filmtekercs keriilete a vetités kezdetekor: 27 - (5,5 cm + 12,5 cm) = 1,13 m.
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A tekercs fordulatszama a vetités elején: OjflT(mn(S) = 0,40 %

A filmtekercs keriilete a vetités végén: 27 - 5,5 cm = 0,346 m.

A tekercs fordulatszama a vetités végén: %(Gm/s) =1,30 i
R m s

b) Visszatekercseléskor a szalag pillanatnyi sebessége a tekercs megadott for-
dulatszdménak és a tekercsen 1évé film (fokozatosan véltozd) keriiletének szorzata.
A segédorsé fordulatszéama a szalag pillanatnyi sebességének és a segédorsén 16vé
filmtekercs éppen aktualis keriiletének hanyadosa.

A szalag sebessége a visszatekerés kezdetekor: 27 - (5,5 cm) -3 571 = 1,04 %

A segédorsén 16v6 film keriilete kezdetben: 27 - (18 em) = 1,13 m.

1,04 m/s
113 m

A szalag sebessége a visszatekerés végén: 27 - (18 cm) - 3 s71 = 3,39 %

A segédorso fordulatszama a visszatekerés kezdetekor: =0,92 é

A segédorsén 1évé film keriilete a visszatekercselés végén: 27 - (5,5 cm) = 0,346 m.

3,39 m/s

A segédorsé fordulatszama a visszatekerés befejeztekor: 0346 m = -8 é

Szanyi Attila (Bonyhddi Petéfi S. Ev. Gimn. és Koll., 9. évf.)

51 dolgozat érkezett. Helyes 32 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos
(1-2 pont) 12, hibds 1 dolgozat.

G. 697. Belenéziink egy kaleidoszkopba; a ldt-
vdny eqy részét az dbra mutatja. Hol helyezkedhet-
nek el a kaleidoszkop tikrei?

(3 pont)

Megoldas. Jeloljiik szaggatott vonalakkal a 1a-
tott kép szimmetriatengelyeit (1. dbra). A kaleidosz-
kép tiikrei az abra sikjara merélegesen, a szaggatott
vonalakra illeszkedve helyezkedhetnek el, hiszen egy-
egy tiitkorben az abra geometriai értelemben vett tii-
korképét latjuk. Tobb tiikor esetén azok tobbszor
is visszaverhetik a fénysugarakat, igy a tiikorképek ujabb tiikorképei is megjelen-
hetnek.

A tovabbi dbrdkon a tiikrok tiikrozo oldalat vékony vonallal és fehéren, a nem
tiikkroz6 oldalukat pedig vastag vonallal jeloljiik. A latott kép ténylegesen létezd
részeit sotétebb, a titkorképeket pedig vildgosabb arnyalattal jeloljiik. A megfigyel6
mindig a s6tétebb teriiletek {6l16tti helyrdl szemléli az alakzatot.

Ha csak egyetlen tiikkor van a latvany abrazolt részleténél, akkor az a 2. dbrdn
lathaté helyzetben (vagy attdl 60° egész szadmu tobbszorosével elforgatva) helyez-
kedhet el. A tovabbiakban az elforgatott helyzeteket kiilon nem emlitjiik.

Két tiikor egymadssal bezart szoge +60° (3. dbra) vagy £120° (4. dbra) lehet.
(Ezen tiikorallasok koziil 2-2 helyzet latszélag megegyezik, de a tikroz6 feliiletek
felcserélédése miatt ténylegesen eltérnek egymdstol.)
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1. dbra 2. dbra

# %

4. dbra

Eddigi megfontoldsaink csak akkor érvénye-
sek, ha a tiikor athalad a megadott alakzaton. Mi-
vel az dbra a latvanynak csak egy részét mutatja,
a tiikrok az alakzaton kiviil gy is elhelyezkedhet-
nek, hogy nem metszik azt. Ilyen esetben a tiikor
(tiikrok) helyzete tetsz6leges lehet (5. dbra).

Egyhdzi Hanna (Budapest, ELTE Apéczai
Csere J. Gyak. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

37 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldas. Kicsit

hidnyos (2 pont) 19, hidnyos (1 pont) 9, hibds 1 dol- 5. dbra
gozat.
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Fizika feladatok megoldasa

P. 5186. Egy szdnkd és a rajta ilé gyerek egyiittes tomege 25 kg. A csiszdsi
surloddsi tényezo a hoban 0,05.

a) Szeretnénk vizszintes terepen dllando sebességgel hizni a szankdét. Mekkora
vizszintes erd szikséges ehhez?

b) A szankdt vizszintes, havas talajon 2 mdsodpercen dt 50 N erdvel felgyorsit-
Juk allo helyzetbdl, majd magdra hagyjuk. Mekkora utat tesz meg a szdnko az indulds
€s a megdllds kozott?
(3 pont) Tarjan Imre emlékverseny (Szolnok) feladata alapjan
Megoldas. A kovetkezé adatokat ismerjiik:
a szanko és a gyerek Ossztomege: m = 25 kg,
a surlédasi egyiitthato: p = 0,05,
a nehézségi gyorsulds: g = 9,815%,
a gyorsitas ideje: t; = 2 s,
a huzdero6 a gyorsitds soran: F; = 50 N.
a) Egyenletes mozgasnél a szanké hizdsahoz sziikséges eré — Newton I. torvé-
nye szerint — megegyezik a surlédési erovel:

F=5=pumg~123 N.
b) Amig gyorsitjuk a szdnkdt, a dinamika alapegyenlete szerint:
ma; = Fy — S = Fy — umyg,

vagyis a szankd gyorsulasa:

F1 m
= —pug=151 =.
ay m 12 82

Ilyen gyorsulassal ¢; id6 alatt megtett 1t:

a
S1 = étf = 3,0 m,

és a szanko sebessége a gyorsitasi szakasz végén

v = (lltl = 370 —.
S

Miutan magéra hagyjuk a szankdt, vizszintes iranyban csak a sturlédasi erd fog
r4 hatni. A mozgdsegyenlet ekkor

mag = —S = —pumg,
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vagyis a lassulasa:
las| = ng = 0,49 %
s

A magara hagyott szénkd

ideig fog még mozogni, és a megalldsdig (az atlagsebességgel szdmolva) tovabbi
v1to
So=—"=92m
27
tavolsagra jut.
A szanké tehat az induldsdtdl a megalldsaig dsszesen
S1+852=122m

utat tesz meg.

Szabé Laszlé (Hodmez6vasarhely, Bethlen G. Ref. Gimn. és Szathméary Koll.,
12. évf.) dolgozata alapjan
74 dolgozat érkezett. Helyes 41 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 22, hidnyos (1 pont)
11 dolgozat.

P. 5190. Egy vékony falu, figgdlegesen dllo tvegesé alul szabdlyos félgomb
alakiu. A csd atmérdje 10 cm. Vizet toltink a csébe, 20 cm magasan. A csd tengelye
mentén, a vizfelilet felett 30 cm magasan egy kicsiny fényforrds vildgit.

a) Hova tegyiink egy ernydt, hogy azon a fényforrds éles képe jelenjen meg?
b) Mekkora a kép nagyitisa?
(A wviz torésmutatdja n = 4/3.)

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest
Megoldas. Ha egy n; torésmutatédju kozeget R sugart gombfeliilet valaszt

el egy masik, ny torésmutatdji kozegtol, akkor az optikai tengelyhez kozel haladé
fénysugarakra a leképezési torvény igy teljesiil:
ny no o no — N1

1 =

(1) t k R

A képletben R akkor pozitiv, ha a gombfeliilet kdzéppontja a kép oldalan helyez-
kedik el. A leképezés nagyitdsa (az optikai tengelyre merdleges irdnyban):

K Lk n
(2) N=—==2.21
T t no

Megjegyzés. Ezeket az Osszefiiggéseket az 1. dbra és a 2. dbra alapjan — a Snellius—
Descartes-torvény alkalmazasaval — lathatjuk be, ha a kicsiny szogek szinuszat és tangensét
magukkal a szogekkel kozelitjiik. Az dbrakrdl leolvashatjuk, hogy

S COL W L
"\t "R) P\ R k)

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/5 309



ami (1)-gyel egyenértékil, tovabba

—MNni1 = N2,

t k

ami a nagyitds (2) osszefiiggésének felel meg.

id
t

t k
1. dbra
r s
t k
\\\\p(
2. abra

Kovessiik végig a fényforrasbdl kiinduld fénysugarak utjat feliiletrol feliiletre.
A levegébdl a vizbe jutd fényre a térgytavolsag t; =30 cm, és np = 1. A sik
felilletnél 1/R helyébe 0 frhat6. A vizben ny =n = §7 gy (1) és (2) szerint

—40 cm §_

= —4 43 N = ——
kq 0 cm és 1 0 cm 1

—1.
A negativ képtavolsdg azt jelenti, hogy a kép ldtszélagos (virtudlis), tehét a térgy
oldalan (a vizfelszin felett), a vizfelszintél 40 cm tavolsdgban jon létre. (Ezt a képet
a viz alél nézve latndnk.) A nagyitds negativ eléjele azt mutatja, hogy a kép egyenes
allasu.

A maésodik leképezést az ny = % torésmutatoju vizbol az ny = 1 torésmutatdju
levegébe atlépo fénysugarak hozzak létre. Mivel most a targytavolsig

to =40 cm — k1 = 60 cm,

tovabba R = —5 cm (hiszen a félgomb kozéppontja a targy oldalan talalhato), az (1)
és (2) Osszefiiggések szerint

4/3 1 1-4/3
— = h ko = 22 .
60 om + s T om ahonnan 2 ,0 cm
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A miésodik leképezés nagyitasa (2) alkalmazdsaval:

N2:22,50m.é_1

60cm 3 27

a) Ezek szerint a félgomb aljatdl 22,5 ecm tavolsdgban elhelyezett ernyén kapjuk
a fényforrds éles képét, ha megfelel6 fényrekesszel biztositjuk, hogy csak az tivegesé
tengelyéhez kozeli fénysugarak vegyenek részt a leképezésben.

b) A kép nagyitdsa: N = |Ny - No| = %

Bokor Endre (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata felhaszndlasaval

6 dolgozat érkezett. Helyes Bokor Endre, Ludényi Levente és Nguyén Ptic Anh Quan
megolddsa. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos (1-3 pont) 2 dolgozat.

P. 5194. Tekintsiink két azonos méreti, de a koztik lévé 0,2 m tdvolsdghoz
képest kicsiny fémgombit! A két gombnek kilonbozd toltése van, és 1,2 N erdvel
vonzzdak eqymdst. A gombdkel dsszeérintjik, majd visszahelyezziik dket az eredeti
helytikre. Azt taldljuk, hogy most taszitjik egymdst, de az erd nagysdga az elézével
azonos. Mennyi volt a fémgombdk eredeti toltése?

(4 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hodmezbévasarhely
2
Megoldas. Ismert adatok: 7 = 0,2 m, F = 1,2 N és k = 9 - 10° NCL;
Legyen a fémgombok kezdeti elGjeles toltése @ és q. A gobmbok Osszeérintése
utan a toltésiik kiegyenlitodik, nagysaguk % lesz. A Coulomb-féle er6torvény
szerint fennéll:

(1) k=5 =-F,
illetve
(G
2

Az (1) egyenletbél kifejezve g-t, és azt (2)-be helyettesitve @Q-ra a kivetkezd egyen-
letet kapjuk:
Fr2  F2Zpd
Q=00 T T =0

Ebbél (a Q2-re masodfoki) egyenletbél Q-ra négy megoldds adédik:

Q1 =5,575-107° C,

Qs = —5,575-107° C,

Qs =9,566 - 1077 C,

Qs = —9,566-10"" C,

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/5 311



és a masik toltésre:
@ = —9,566-10"" C,
g2 = 49,566 - 1077 C,
g3 = —5,575-107°% C,
q = +5,575-107% C.

Lathat6, hogy (a gombok felcserélését és a toltések eldjelének felcserélését lesza-
mitva) a négy megoldds lényegében megegyezik: az egyik fémgomb kezdeti toltése
5,58 uC nagysagu, a mésiké pedig (ellenkezd eldjellel) 0,96 1C nagysigu volt.

Dékany Csaba (Gyér, Révai M. Gimn., 10. évf.)

46 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 15, hidnyos
(1-2 pont) 12 dolgozat.

(0] o} P. 5199. Az abran lathato £ hosszi,

koriv alaki, vékony (de kelléen merev) fém-

huzal mindkét végpontjat £ hosszusagu, igen

konnyt fondllal a kériv O koézéppontjihoz erd-

sitjik. Az igy elkészitett inga az &bra fiig-

] goleges sikjaban Ty periodusideji, kis kitéré-

st lengéseket végezhet az O pont koril. Ha

a fémhuzalt kiegyenesitjik, az igy atalakitott test az dbra sikjaban Ty periodusideji,
kis kitérést lengéseket végezhet. Mekkora a T /Ty ardny?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

o~

~
~
~

Megoldas. Mindkét esetben a fizikai inga lengésidejének ismert

(C)

mgs

T=2m-

képletét alkalmazhatjuk (amelyben m a huzal témege, s a tomegkozéppont tévol-
saga a felfiiggesztési ponttol, © pedig az O pontra vonatkoztatott tehetetlenségi
nyomaték).
Az els esetben a korivhez tartozd kozépponti szog
ivhossz ¢

a= — = - =1 radian.
sugar

Egy ilyen huzaldarab tomegkozéppontjanak tavolsiga a tengelyétdl (a fiiggvény-
tablazatban megtaldlhaté képlet alapjén)

(1) s1 =
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A korfv alakd huzaldarab tehetetlenségi nyomatéka ©1 = mf? (hiszen minden pont-
ja £ tavolsdgra van a forgdstengelytol).

A masodik esetben s, egy £ oldalhosszi szabalyos hdromszog magassdga, tehat

2= 5 b

a kiegyenesitett huzal tehetetlenségi nyomatéka pedig (a Steiner-tételt alkalmazva):

ngQ.

I
@g—ﬁmé +m-<

ﬁ€>2:5

2

Ezek szerint a két periédusidé hanyadosa:

Tg B 2 -
o

Jdnosik Aron (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 12. évf.)

Megjegyzés. Az (1) Osszefiiggés elemi uton, fizikai megfontoldsokat felhaszndlva is
levezethets. Képzeljiink el egy ¢ sugaru kor alakd, ¢ vonalmenti tomegstiriiségli, hajlé-
kony kotelet, amely (a silytalansig dllapotdban) w szdgsebességgel forog a kézéppontjin
atmend, a sikjara merdéleges tengely koriil.

frjuk fel a kotél a nyildsszogl, tehat fo hosszisagu és m = pla tomegii darabja-
nak mozgédsegyenletét! A kotél igen kicsi darabkédjanak mozgédsegyenletébél adédik, hogy
a kotelet feszitd érintSirdnyd erd Fy = ow?. Mésrészt a korivdarab témegkdzéppontjsnak
sugarirdanyd gyorsuldsa a = s1w?, igy a mozgésegyenlet:

F = 2F, sin(a/2) = ma, vagyis 20w° sin(a/2) = plasiw?,
ahonnan a téomegkozéppont és a koriv kézéppontjanak tavolsaga:

sin(a/2)

(a/2) ©

S1 =

(Holics Ldszld)

34 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 10, hidnyos
(1-3 pont) 7, hibds 3 dolgozat.

Fizikabdl kittizott feladatok

M. 396. Mérjiik meg a celluxszalag vastagsagat!
(6 pont) Kozli: Gndadig Péter, Vacduka
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G. 709. Tarzan az {javal célba veszi Maki majmot a fan. Az ellovés pillanaté-
ban a nyilvessz6 éppen a Maki kezében 1év6 bananra mutat. Ugyanebben a pillanat-
ban a majom ijedtében elejti a banant. Mit taldl el a nyilvesszd, ha a légellenallastol
eltekinthetiink?

(3 pont)

G. 710. Anna és Zalan osztalytarsak, egy egyenes utcaban két kiilonb6z6 haz-
ban laknak. Minden reggel ugyanakkor lépnek ki a kapun, és egyenletesen haladva
mennek az iskoldba. Zaldn tavolabb lakik az iskolatdl, de & a gyorsabb, bizonyos
id6 alatt utoléri Annat. Egyik alkalommal Anna hamarabb szeretne taldlkozni Za-
ldnnal, és emiatt egymds felé indulnak el. Ekkor a szokasosnal 6tszér hamarabb
talalkoznak. Hanyszor gyorsabb Zalan Annandl?

(3 pont)
G. 711. Egy zart, fold alatti iireg egy kiirtével csatlakozik a kiilvilaghoz.

Az {ireg bizonyos részeiben viz van. Hatarozzuk meg a nyomast az dbrdn feltiintetett
A, B, C és D pontokban!

talajszint levegd (po = 10° Pa) talajszint
g
=
gl «
g R
S
=
[e=}
S _
Y h)
N NG
(4 pont)

G. 712. Allités: Nem tilsdgosan alacsony hémérsékleten a fémek molaris
hékapacitdsa kozelit6leg azonos értékii, mégpedig 3R = 24,9 J/(molK), ahol R
a Regnault-konstans, ismertebb nevén a gazallandé. Vizsgaljuk meg, hany szazalé-
kos pontossaggal teljesiil ez az allitds aluminium, arany, eziist, réz és vas esetében!

(3 pont)
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P. 5230. A rétegelt acél (hibdsan damaszkuszi acél) két eltérd széntartalmi
réteg Osszekovacsoldsaval késziil, amit — a leveles tésztdhoz hasonléan — duplajara
nyujtanak, majd félbe hajtanak. Hanyszor kellene megismételni ezt a miiveletet,
hogy egyetlen réteg vastagsaga atomi méretii legyen, ha kezdetben az acél vastag-
sdga 3 mm volt?

(3 pont) Kozli: Vass Miklos, Budapest

P. 5231. Egy almat a szara tovénél harom egyforma hosszi, egyforma teher-
birdsi fonalon tartunk. A fonalak fels6 végeit vizszintes sikban lassan tavolitjuk
egyméastol gy, hogy a fonalak paronként mindig ugyanakkora szoget zarnak be
egyméassal. A fonalak akkor szakadnak el, amikor paronként éppen merdlegesek
egymaésra. Ha két ugyanilyen fonédlhoz erésitenénk ugyanezt az almat, majd a fona-
lak felsé végeit ugyanigy vizszintes sikban tavolitanank egymaéstél, milyen szoget
zarnanak be egymadssal a fonalak, amikor elszakadndnak?

(4 pont) Kozli: Nagy Piroska Mdria, Budapest

P. 5232. Vékony fali, celloidbdl késziilt keljfeljancsi alsé
gombjének sugara 3 cm. A jaték belsejébe, alul egy 2 cm dtmé-
r6jii acélgolydt rogzitettek. A keljfeljancsit lassan kitéritjiik ugy,
hogy szimmetriatengelye a fiiggélegessel 30°-os szoget zarjon be.
Mekkora lesz a jaték szogsebessége abban a pillanatban, amikor
a tengelye dtlendiil a fiiggbleges helyzeten? (A tapadd surlédés
elég nagy, a jaték nem csuszik meg a talajon. A gordiil§ surlé-
déastdl és a kozegellenéllastdl eltekinthetiink.)
(4 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves

P. 5233. Egy levelibéka egy tole vizszintesen s tavolsagra, de h magassdgban
1év6 levélre akar a talajrél felugrani. Milyen iranyba és mekkora sebességgel kell
elrugaszkodnia, hogy a legkevesebb energiara legyen ehhez sziiksége?

(5 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc, Budapest

P. 5234. Az dbra szerinti, fiiggéleges szimmetriatengelyii, hen-

geres tartalyt feliill egy sulytalannak tekintheté dugattyd zar el. l'F
A 7 dm? térfogatii edényben nincs levegd, csak T hémérsékletii, te- I
litett vizgdzt tartalmaz. Mekkora munkdat végziink, ha a dugattyut
lassan addig nyomjuk le, mig az folyadékba nem iitkozik? A folya-
mat sordn az egész rendszer hémérséklete allandé. Szamitsuk ki és
abrazoljuk a végzett munkat a T hémérséklet fiiggvényében, ahol
100°C < T <370 °C. (A telitett vizgdz nyomdsdra, slirliségére és
a viz slriségére vonatkozo adatokat vegyiik a Négyjegyl fiiggvény-
tablazatokbol!)

(4 pont) Kozli: Légradi Imre, Sopron
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P. 5235. n = 2 mol anyagmennyiségi, egyato-
mos idedlis gz az dbrdn lathaté A — P — B folya-
matot végzi. A gaz homérséklete a kiinduld dllapot-
ban T7 = 280 K, a végéllapotban Ty = 4T7. Az AP
szakasz parhuzamos a V tengellyel, a BC' szakasz
meghosszabbitasa dtmegy az origon, a P pont pedig
a BC szakasz felez6pontja.

4 a) Hatérozzuk meg a gdz hémérsékletét a P 4l-
lapotban!
b) Mennyi hét vesz fel a giz az A — P — B folyamatban?
(5 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs

P. 5236. Egy {ivegprizma egyik lapjara merolegesen esik egy
fénysugar, amely a prizma masik oldalan, feliill még nem tud ki-
lépni, mert az a rész tiikkroz6 anyaggal van bevonva. A prizma elsé
oldalat a belépési pont alatt ugyancsak tiikkrozé anyaggal vontak
be, ezért a fény ezen a részen sem tud kilépni az {ivegbol, hanem
visszaverddik. Végiil a tulsé oldalon kilépd fénysugéar a prizmé-
hoz érkezé fénysugér irdnydhoz képest 40°-kal tériil el. Mekkora
a prizma torészoge, ha az anyaganak torésmutatdja 1,57

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

2Q 2Q P. 5237. Az dbrdn 1athato ellenélldsrend-
szer A pontjaban 40 mA erdsségii aram fo-
I I lyik be, és a B pontnal folyik ki.
a) Mekkora aram folyik 4t az egyes ellen-
allasokon?
10 2Q b) Mekkora az egyes ellenéllasokra esd
elektromos teljesitmény?
¢) Mekkora egyetlen ellenéllassal lehetne helyettesiteni az ellendlldsrendszert?

(4 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 5238. Egy mg tomegi elektromos jatékautd m tomegil teherrel a platdjan
alland6 sebességgel halad felfelé egy o hajlasszogl lejtén. Az r sugaru kerekeket
meghajté villanymotort allanddsult allapotban modellezhetjitk egy R ellenallas-
sal sorosan kapcsolt olyan dramkori elemmel, amelynek U fesziiltsége a tengely
w szogsebességével ardnyos (U = yw), az I drama pedig a tengelyek &dltal kifejtett
M forgatényomatékkal ardnyos (I = M/v). A kisauté egy olyan teleppel miikodik,
amelynek iiresjarati fesziiltsége Uy, belso ellenalldsa pedig R),.

villanymotor
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Adatok: m =300 g, a=30°, r=2cm, y=1,2 Vs, Uy =45V, R=0,8 (,
Ry = 1,2 Q. (A kerekek és a lejt6é kozotti tapadasi sirlédds elég nagy, {gy az auté
nem csuszik meg.)

a) Mekkora dllanddsult sebességgel halad a kisautd, ha m = 600 g teher van
a platdjan?

b) Mekkora m teher esetén lesz a legjobb a széllitds hatdsfoka? (A hatdsfokon
a teher emelésére forditott energia és a telep &ltal leadott energia hanyadosat
értjiik.)
(5 pont) Kozli: Olosz Baldzs, Pécs

P. 5239. Egy vékony, elhanyagolhatd tomegi, 21 cm hosszi, merev rid végein
egy-egy azonos tomegi, pontszertinek tekinthetd, kicsiny test van. Ezt a rudat a ko-
zepénél fogva felfiiggesztjiik egy olyan vékony, rugalmas szalra, hogy az igy kapott
torzids inga kis kitérések esetén mérheto6 lengésideje viszonylag nagy, 600 masodperc
legyen. Ezutdn az ingat beldgatjuk két, egyenként 600 kg tomegii, nagy élomgolyd
kozé, kozépre. Az Slomgolydk kozéppontjai egymastél 70 cm-re vannak. Mennyi
lesz az inga lengésideje kis kitérések esetén, ha az ingarud kezdetben

a) a két goly6 kozéppontjat osszekotd vizszintes szakaszon van;

b) az el6bbi esetre merdleges helyzet(i?

Megjegyzés. Hasonlé médon hatarozta meg Eotvos Lorand a graviticids dllandét,
két, mintegy 600 kg tomegii 6lomhasab és egy hasonléan nagy lengésidejii torzids inga
segitségével. A feladatban a gravitdciés dllandé ismert értékének felhasznaldasaval kell
a kétféle lengésidét kiszamitani. (Lasd még a P. 5166. feladat megolddsat a KoMaL 2020.
évi mérciusi szdmdban.)

(6 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

L1

Bekiildési hatarid6: 2020. jinius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition C (see page 288): Exercises up

to grade 10: C. 1609. Solve the following simultaneous equations over the set of real
numbers: z +y + % =19, @ = 60. C. 1610. In a unit circle, the diameter AB and

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/5 317



the chord AC enclose a 30° angle. Let B’ denote the reflection of B about the point C.
Determine the distances between B and the points where the tangents drawn from B’
to the circle intersect the line AB. Exercises for everyone: C. 1611. Some numbers
are selected from the set of the first 21 positive integers such that the absolute values of
the differences of all pairs of selected numbers should be different. What is the largest
possible number of different absolute values obtained? Give an example of a case when
this occurs. C. 1612. The convex heptagon A; A3 A3 Ay A5 Ag A7 has a circumscribed circle
centred at an interior point of the heptagon. Prove that the sum of the interior angles at
the vertices A1, As and As is less than 450°. C. 1613. There were n teams participating
in a basketball championship. Every team played every other team exactly once, and there
was no draw. At the end of the championship, the ith team had x; games won and y;
games lost (i = 1,2,...,n). Prove that 23 + o3 +--- + 22 =y} +y3 +--- + y2. (Croatian
problem) Exercises upwards of grade 11: C. 1614. 12 round muffins of diameter 9 cm
are arranged along the edge of a round tray of radius 30 cm such that they all touch the
edge of the tray, and the neighboring muffins are separated by the same distance from
each other. What is this equal distance? C. 1615. Julie’s grandmother bakes cookies every
Monday. She always selects out of her infinite number of recipes at random. 60% of her
recipes contain chocolate chips. Julie is quite picky about cookies: she only likes 90% of
grandma’s chocolate chip cookies, and only 30% of the other kinds of cookies. On a special
Monday, grandmother is making two different kinds of cookies. Find the probability that
Julie will like exactly one of them.

New exercises — competition B (see page 289): B. 5102. There are n distinct
points in the plane, which are not all collinear. Show that there exists a closed polygon with
these vertices that does not cut through itself. (A polygon is allowed to have angles equal
to 180°, too.) (8 points) B. 5103. Let a, b, ¢, , y and z be positive numbers that satisfy
the equalities a® + b* = ¢? and 2 + y? = 22. Prove that (a+z)? + (b+y)* < (¢ +2)?,
and determine the condition for equality. (& points) (Proposed by S. Kiss, Nyiregyhdza)
B. 5104. Let Ay, B1 and C; denote the points of tangency of the incircle of triangle
ABC' on the sides, and let R and r be the radii of the circumscribed and inscribed
circles, respectively. Prove that the ratio of the areas of triangles A1 B1C; and ABC
is r: 2R. (4 points) B. 5105. Let n denote a positive integer. Determine the smallest
number of colours k that are sufficient for colouring the edges of any directed simple
graph of n vertices without producing a circuit of the same colour. (4 points) (Proposed
by K. Szabd, 11th grade student of Fazekas Mihdly Primary and Secondary School and
Training Centre, Budapest) B. 5106. The numbers n+ 1,n + 2,...,2n are written on
a blackboard (n > 2), and the following procedure is repeated: two numbers are selected
(z and y) from the board, erased, and replaced with the numbers = + y + /22 + y? and
x+ 1y — /22 +y2. Prove that there will never be a number less than 1.442 written on
the board. (5 points) B. 5107. The diagonals of a cyclic quadrilateral ABC'D intersect
at F', the lines of sides AB and CD intersect at F, the midpoint of line segment EF
is G, the midpoint of line segment BF is H, and the midpoint of side BC is I. Show
that ZGFD = ZGIH. (6 points) B. 5108. The points A, By, Bz, Bz, C1, C2, Cs, in this
order, lie on the same line. On one side of this line, perpendicular rays b; are drawn from
the points B;, and semicircles ¢; are drawn with diameters AC; (i = 1,2,3), as shown in
the figure. Prove that if the region bounded by b1, c1, b2, c2 and the region bounded by b2,
c2, b3, cs3 both have inscribed circles then the region bounded by b1, c1, b3, c3 also has an
inscribed circle. (5 points) B. 5109. Let 1 =2, 220 =7, Tpy1 = 4xn —Tn—1 (n =2,3,...).
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Is there a perfect square in this sequence? (6 points) (Proposed by G. Stoica, Saint John,
Canada)

New problems — competition A (see page 291): A. 777. A finite graph G(V, E)
on n points is drawn in the plane. For an edge e of the graph let z(e) denote the number

z(e)+1

Pdlvélgyi, Budapest) A. 778. Find all square-free integers d for which there exist positive
integers , y and n satisfying 2° 4+ dy? = 2". (Submitted by: Kada Williams, Cambridge)
A. 779. Two circles are given in the plane, 2 and inside it w. The center of w is I. P is
a point moving on 2. The second intersection of the tangents from P to w and circle Q2
are (Q and R. The second intersection of circle IQR and lines PI, PQ and PR are J, S
and T, respectively. The reflection of point J across line ST is K. Prove that lines PK
are concurrent.

of edges that cross over edge e. Prove that ) L < 3n — 6. (Submitted by: Domdétor
ecE

Problems in Physics
(see page 313)

M. 396. Measure the thickness of a piece of adhesive tape.

G. 709. Tarzan targets monkey Maki on a tree. At the moment when the arrow is
shot the arrow is aimed at the banana in Maki’s hand. At the same moment the frightened
monkey drops the banana. What will the arrow hit, if air resistance can be neglected?
G. 710. Anna and Tom are classmates, and they live in a straight street in different
houses. Every day they start walking to school at the same time at uniform speeds.
Tom lives further from the school, but he is faster, in some time he overtakes Anna.
One day Anna would like to meet Tom earlier, so she begins to walk towards Tom. This
time they meet five times earlier than they meet usually. By what factor is Tom’s speed
greater than Anna’s speed? G. T11. A closed underground chamber is connected to the
outside world with a chimney. There is water in some parts of the chamber. Determine the
pressure at the points A, B, C' and D shown in the figure. G. 712. Statement: At not too
small temperature values the molar heat capacity of metals is the same, approximately
3R =24.9 J/(molK), where R is the so called Regnault constant or universal gas constant.
Investigate with what percentage accuracy this statement is satisfied for aluminium, gold,
silver, copper and iron.

P. 5230. Laminated steel (wrongly called Damascus steel) is made by forging two
layers of steel with different carbon content, which like puff pastry, is stretched to double
its area and then folded in half. How many times would this process have to be repeated
in order to make the thickness of a single layer atomic in size if initially the thickness
of the steel was 3 mm? P. 5231. An apple is held at its stem on three threads of equal
length. The threads are alike, they break at the same load. The upper ends of the threads
are slowly separated from each other in a horizontal plane so that the angle between
any two pairs of threads is the same. The threads are torn when they are (pairwise) just
perpendicular to each other. If we were to attach the same apple to two of the same
threads and then separate the upper ends of the threads in the same horizontal plane,
what angle would the threads make with each other when they tore apart? P. 5232.
The radius of the bottom sphere of a thin-walled, celluloid roly-poly toy is 3 cm. Inside
the toy, a 2 cm diameter steel ball was fixed at the bottom. The roly-poly toy is slowly
deflected such that the angle between the vertical and its axis of symmetry is 30°. What
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will the angular velocity of the roly-poly toy be at the moment when its axis swings
over the vertical position? (Static friction is high enough, the toy does not slip on the
ground. Rolling friction and air resistance can be neglected.) P. 5233. A leaf frog wants
to jump from the ground onto a leaf, which is horizontally at a distance of s and which
is at a height of h. In what direction and at what speed does it have to jump in order
to do this with the least energy? P. 5234. A cylindrical container with a vertical axis of
symmetry is closed at the top by a piston which is considered to be weightless, as shown
in the figure. The container of volume 7 dm?® contains no air, only saturated water vapour
at a temperature of 7. How much work is done by pushing down the piston slowly until
it reaches the level of the water in the container? During the process, the temperature
of the entire system is constant. Calculate and plot the work done as a function of the
temperature T', where 100 °C < T' < 370 °C. (Data on saturated water vapour pressure,
density and water density should be taken from tables.) P. 5235. A sample of monatomic
ideal gas of n = 2 moles is taken through the process A — P — B shown in the figure.
The temperature of the gas in the initial state is 77 = 280 K, and in the final state
Ty = 4T). Line segment AP is parallel to axis V', the extension of line segment BC' passes
through the origin, and point P is the midpoint of the line segment BC. a) Determine
the temperature of the gas at state P. b) How much heat is absorbed by the gas during
process A — P — B? P. 5236. A beam of light falls perpendicularly to one side of a glass
prism, and it cannot exit at the top part of the other side of the prism, because that part
is coated with some reflective material. Below the point of entry the first side of the prism
was also coated with a reflective material, so that light cannot escape from the glass in
this part either, but is reflected. Finally, the light beam exits the prism on the other side
such that its direction of travel is deviated by 40° with respect to the direction of the
light beam entering into the prism. What is the angle of the prism ¢ if the refractive
index of its material is 1.57 P. 5237. A current of 40 mA flows in at point A of the
resistor system shown in the figure and flows out at point B. a) What is the current
through each of the resistors in the system? b) How much power is dissipated by each
resistor? ¢) What is the resistance of that single resistor with which we can replace the
whole system? P. 5238. An electric toy car with a mass of mg, and with a load of mass
m on it, moves upwards at a constant speed along a slope of elevation angle of a. The
electric motor, which drives the wheels of radius r, can be modelled, when it operates in
a steady rate, with a resistor of resistance R which is connected in series with a circuit
element, whose voltage U is proportional to the angular velocity of the axle w (U = qw).
The current I that flows through it is proportional to the torque M exerted by the axles
(I = M/~). The toy car is powered by a battery of e.m.f. Uy and internal resistance of Ry,.
Data:m=300g, a=30°,r=2cm,vy=12Vs, Uy =45V, R=0.89Q, R, = 1.2 Q. (The
coefficient of static friction between the wheels and the slope is high enough, so the car
does not slip.) @) At what constant speed does the toy car travel if the mass of the load
on it is m = 600 g? b) At what load of m will efficiency of the transport of the load be
the best? (Efficiency is the ratio of the energy used to lift the load to the energy delivered
by the battery.) P. 5239. At each end of a thin, 21 c¢m long rigid rod of negligible mass,
there is a small point-like body of the same mass. This rod is suspended in the middle by
a thin, flexible fibre so that the obtained torsional pendulum has a relatively long period
of 600 seconds, which can be measured at small deflections. The pendulum is then hung
between two large lead balls, each weighing 600 kg, in the middle. The centres of the lead
balls are 70 cm apart. What will the period of the pendulum for small deviations be if the
pendulum rod initially lies a) along the horizontal line segment connecting the centres of
the two balls; b) perpendicularly to the position described in case a)?
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