GF 2020.3.13 — 18:03 — 155. oldal — 27. lap KoMalL, 2020. méarcius %

— P

Matematika feladatok megoldasa

B. 5013. Az ABC hdromszog A-val szemkdzti hozzdirt kore az AC egyenest
a By pontban érinti, a BBy szakasz a hozzdirt kért Ba-ben metszi, és a hozzdirt
korhoz Ba-ben hizott érinté a BC oldalt Bs-ban metszi. Hasonléan, a hdromszog
beirt kore az AB oldalt a C1 pontban érinti, a CCy szakasz a beirt kort Co-ben
metszi, és a beirt korhoz Co-ben hiuzott érinté a BC oldalt a C3 pontban metszi.
Mutassuk meg, hogy BaBs = CyCs.

(6 pont)

Megoldéas. Az A-val szemkozti hozzdirt kor és a beirt kor érintsék a BC' ol-
dalt rendre az F és F pontokban. Legyen B1BC< = «a, EB1By<<t = . A B3EBo<
a hozzairt koron a BoFE ivhez tartozd érintOszaru keriileti szog, igy B3EBao<t =
= EB;By<t = 3, és hasonléan EByBs<t = f3. Igy BB3Ba<t = 23, ezért BByBs<t =
=180° — a — 26. Innen EByB1< = 180° — BBy B3<t — EByBs<t miatt EByB1 < =
= « + (8 adédik. Ez a hozzairt koron a rovidebb EB; ivhez tartozé keriileti szog,
ami egyenlé az ehhez az ivhez tartozd érintészart keriileti szogekkel, tehat
CEBi<=CBiE<=a+j, ésigy BiCE< = 180° — 2a — 2. Koénny 1atni azt is,
hogy BB1C< = EB1Ba<< + EB1C<a =3+ (a+ ) = a+ 20.
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? 2020.3.13 — 18:03 — 156. oldal — 28. lap KoMaL, 2020. mércius ?

—®

frjuk fel ezutan a szinusztételt a BB Bs és a BC' By haromszogekre:

BBy  BB3  sin(180° —a —28)  sin(a+203)

BgE B BgBQ B sin « sin «v
BC  sin(a+28)
CB, sin «v
ezekbdl gfg = g—BCI, igy % = % = % +1= C?;ng +1, ezért (a szokdsos
jelolésekkel
BE —
ByBs = BsE — _ o=
BC 1 Gl
ChB; s—b

Hasonléan, legyen CoCCs3< = v, CC1F< = §. Ekkor a rovidebbik CoF' ivhez
tartozé érintOszara keriileti szogekként C3Co F'<t = C3FCo<t = 0, ezért CoC3C <1 =
= 26, igy CCyC3< = 180° — (’Y + 2(5),

C1CyF<1 = 180° — CCyF<t = 180° — (002034 + (5) =
=180° — (180° — (y +20) +6) =~ + 4.

Innen CyFCi<t = 180° — (’)/ + 2(5)7 BC1F<q=BFCi< =7+, tehat BC,C< =
=BC 1 F<1+§=v+26.

frjuk fel a szinusztételt, ezittal a CCoC3 és a C'C1 B haromszogekre:
CCs  sin(y +26) BC  sin(y 4 20)

CyCs siny ' BC,; sin -y
.., CC3 CC3  BC CF _ CCs3+CsF  CCs _ BC .
28t Gp = To0s — BOr OsF = (3P — GsF T1= Bo; T L gy
CF
0203 = CjF == T
BE 11
BCh
Tehat oF
s—c
CoCy = o = —o—— = B,By
+1 5+l
BC; s—b

Weisz Mdaté (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimn., 11. évf.)

12 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 9 versenyzé: Asztalos Adém, Beke Csongor,
Csaplar Viktor, Kovacs Tamds, Nagy Nandor, Rares Polenciuc, Tiderenczl Daniel,
Viérkonyi Zsombor, Weisz Maté. 1 pontos 1, 0 pontos 2 dolgozat.

B. 5016. Adott eqy ABCD konvex négyszig. Ugy jeloljiik ki az AD oldal Ex,
a BC oldal Fy, az AC dtlé Es és a BD dtlé Fs pontjdt, hogy

AE1 : ElD = BF1 : FlC = AE2 : EQC = BF2 : F2D = AB: CD

Tudjuk, hogy semelyik két pont nem esik egybe. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az F1Fy
€s Ex Fy egyenesek merdlegesek egymdsra.

(4 pont)
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GF 2020.3.13 — 18:03 — 157. oldal — 29. lap KoMalL, 2020. méarcius %

— P

I. megoldas. Legyen AB =a és CD =c. A CEyF; és a CAB héromszogek
hasonléak, mivel ACB< = E>CFy <, valamint

ceBs CE, 1 1 1 1 ¢
CA CEy+EA —CEéESQA - 1+gz~£ S 1+E e cta
és
cR, CR 1 1 1 1 ¢
CB CF+FB L B par Cl+f o de s etd
foy B = CF = € tehat By = —5 o= 25
A fentiekhez hasonléan % = % = % = %. Ezt és a megfelel6 szogek
egyenldségét felhasznalva:
(1) CE>,F\A ~ CABA,
(2) E1AE,A ~ DACA,
(3) FyBF|A ~ DBCA,
(4) DE,F>A ~ DABA.
(1) és (4) esetében a hasonléségi ardny C_%a, fgy E1Fy = ExFy = a- C_%a = C(-li-_ca
(2) és (3) esetében a hasonldsagi ardany ﬁ, igy E1Ey = F1Fy =c- CJ;LG = ci—ca

Tehat Ey EoF) Fy rombusz, ezért az atléi merdlegesek egymadsra (1. dbra).

Lovas Mdrton (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 8. évf.)

1. dbra

S
II. megoldas. Célunk belatni, hogy az F1F) és FsF5 vektorok merélegesek
egymadsra, ami pontosan akkor teljesiil, ha a skaldris szorzatuk 0.

Jelolje a m, D?, 1@ vektorokat rendre a, c, illetve b, hosszukat a megfelel6
Kisbetii; legyen tovibba 72— = 8 (2. dbra).
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GF 2020.3.13 — 18:03 — 158. oldal — 30. lap KoMaL, 2020. mércius EF
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Ekkor
C@:ﬁ—ﬁz(a—!—b)—c, B?:—a—b7 @:—a—kc,

ezért

ABy = BAC = —Ba + fe,
AFy = AB+BF, b+ ABD =b+8(—b—a) = —fa+ (1 - )b,

oy BxFy = AF, — ABy = (— fa+ (1- f)b) — (—fa+ fc) = (1 - f)b — Be. Hason-

l6an

BF, = BBC = B(DC — DB) = Bc — B(a+b) = —Ba — Bb + fc,
BE1 = BA+ AE1 =—b-— Ba,
ezért F1Fy = BF) — BE; = (1 — 3)b+ Bc. Felirva E1 Fy és Ey F skaldris szorzatét:
E\Fy - EoF)y = (1= B)b+ Bc) (1= B)b — Be) = (1 — B)*p* — % =
B <b+c—b)2b2_( b )2(;2— U,
b+c b+c (b+c)?  (b+c) ‘

Tehat a két vektor skalaris szorzata 0, vagyis merolegesek egymasra.

48 dolgozat érkezett. 4 pontos 43, 3 pontos 2, 2 pontos 3 dolgozat.

B. 5027. Gombéc Artir az Edes utca 1. szdém alatt lakik, a csokibolt pedig
az utca mdsik végén, az n-edik szam alatt taldlhatd. Artur minden nap a kévetkezd
fitneszedzést tartja: elindul a 2-es szamu hdz elél. Ha a k-adik szdmi hdz eldtt all
(ahol 1 < k < n), akkor feldobja lejdrt szavatossagi, de szabdlyos csokiérméjét. Fej
esetén dtmegy a (k — 1)-es szdmd, mig irds esetén a (k+ 1)-es szdmi hdz elé. Ha
a csokibolt elé ér, akkor betér, és legurit egy csokigolydt, majd az (n — 1)-es szdmai
hdaz elé megy. Ha hazaér, vége az edzésnek. Naponta dtlagosan hdny csokigolyot
gurit le Artar?

(5 pont)

Megoldas. Naponta atlagosan 1 csokigolyét gurit le. Hivjuk n-edzésnek az
n hosszi utcdban végzett edzést, és legyen f(n) az dtlagosan megevett csokigolyok
széma. Teljes indukciéval 1atjuk be, hogy f(n)=1. Az allitds n = 2-re nyilvan
igaz. Feltéve, hogy n =k > 2-re igaz, vizsgdljuk az n =k + 1 esetet. A (k+ 1)-
es edzés kezdetén % eséllyel csindl egy k-as edzést és visszaér a 2-es hazba, és %
eséllyel visszamegy az 1-es hazba 0 csokigolyéval. Ha csinalt egy k-as edzést, utana
megint 5 eséllyel egy k-as edzést végez, és 5 eséllyel visszamegy az 1-es hazba stb.
Felhasznalva, hogy
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felirhaté a kovetkezo:

fw+¢y:%n+iﬂm+é.ywy+%~wwyh”:

= f(k) <i+;+...)+f(k) (;+116+--~>+~--:

= (k) (;+i+) = (k).

Ezzel az allitast belattuk n = k + 1 esetére is.
Tehat Artur atlagosan minden nap 1 csokigolyét gurit le.

Beke Csongor (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 11. évf.)

32 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 10 versenyzd: Baski Bence, Beke Csongor,
Gyérth Addm Gyorgy, Hegedlis Déniel, Nagy Nandor, Osztényi Jézsef, Sodés Maté,
Szabé Kornél, Torok Matyas, Weisz Maté. 4 pontos 12, 3 pontos 7, 2 pontos 1, 1 pontos
2 dolgozat.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(654—658.)

K. 654. Egy 0Osszejovetelen 20 ember vett részt. Menet kozben az deriilt
ki, hogy mindenki pontosan 13 embert ismer a résztvevok koziil (az ismeretség
koélesonos). Hany kozos ismerdse van a jelenlevék kozott a tarsasag két tetszolegesen
kivalasztott tagjanak, ha a kozos ismer6seik szdama a lehetd legkevesebb?

K. 655. Az ABCD, BCBA, BDAB és DDAD négyjegyli szdmok kiilonbozé
négyjegyl primek (a kiillonboz6 betiik kiilonbozd szamjegyeket jelolnek). Melyek
ezek a szamok? Annak ellen6rzésére, hogy egy konkrét négyjegyii szam primszam-e,
hasznalhaté a http://matek.com/szamok/primszamok weboldal.

K. 656. Adott egy 21 cm-szer 29 cm méretti, téglalap alak papirlap. Hogyan
lehet vele kimérni

a) pontosan 3 cm-es tdvolsdgot

b) pontosan 1 cm-es tdvolsdgot
minden egyéb segédeszkoz felhasznélasa nélkiil? (A papirlap hajtogatdsa megenge-
dett.)

K. 657. Adjuk meg 1-10000-ig a 99 &sszes olyan tobbszorosét, amely szdm-
jegyeinek 6sszege nem oszthaté 18-cal.
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