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3. Adott az OA;A3A3 tetraéder mindegyik OA; élén egy B; belsé pont,
az OA; él A;-n tili meghosszabbitdsan pedig egy C; pont (i = 1,2, 3). Tegyiik fel,
hogy az OA;;1A;42 és B;A; 1A, sikok éltal hatdrolt hat lapu testbe, tovabba
az B;A; 11 Ao és C;A; 11 Ao sikok altal hatdrolt testbe is egy-egy gombot lehet
irni. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az OA;1A;2 és C;A; 11 A;12 sikok altal hatarolt
testbe is gombot lehet {rni. (KoMaL A. 547., 2011. november)

Koés Géza

-

Monoton leképezések fixpontjai I.

A KoMalL egy régi szdma pontverseny kiviili problémaként kozolte a Knaster—
Tarski-féle fixponttételt. Cikkiinkben els6ként folidézziik a problémét, majd
bemutatjuk egyik legfontosabb, halmazelmélethez kot6dé alkalmazédsat. Ez-
altal egyben bepillantast kivanunk adni a szdmossagaritmetika lenytigézéen
szép, meglepetésekkel teli vildgaba is.

1. Bevezetés

A magyar matematikatanitas méltan hires arrdl, hogy az aktudlis kutatasi ira-
nyokat igen gyakran a versenyfeladatok szintjén igyekszik megjeleniteni. Jol tiikro-
zik ezt az elvet a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok problémai. Még a mult
is hozhat meglepetést! Kiilondsen, amikor egy olyan, régen kit{izott feladattal ta-
lalkozunk, melyet az egyetemi katedra mindkét oldalanak kozonsége ismerosként
iidvozolhet. Ragyogd példa erre a P. 329 jelzésti pontversenyen kiviili probléma,
amelyet Szegedy Patrik megolddsdval egyiitt [2] az aldbbiakban kozliink.

P. 329. Egy X halmaz minden A részhalmazdhoz hozzdrendeliink egy F(A)
részhalmazt dgy, hogy ha A C B, akkor F(A) C F(B). Mutassuk meg, hogy van
olyan Hy C X részhalmaz, amelyre F(Hy) = Hy teljesiil.

Megoldas. Alljon a H halmazcsalad azokbdl a H C X halmazokbdl, melyekre
F(H)C H. Ez a H csaldd nem iires, mert X eleme, hiszen F(X) C X biztosan
teljesiil. Legyen a H-beli halmazok kozos része Hy. Mit tudunk az F'(Hy) halmazrél?

Ha H tetsz6leges H-beli halmaz, akkor Hy C H miatt fonndll, hogy F(Hy) C
C F(H). Ebbdl pedig F(H) C H alapjan (ez volt a H-beli halmazok definidlé tu-
lajdonsdga) F(Hy) C H kovetkezik. Tehdt az F'(Hp) halmazt minden H-beli hal-
maz tartalmazza, gy metszetiik, Hy is: F'(Hy) C Hy. Ugyanakkor F(Hy) C Hp-bél
F(F(Hy)) C F(Hy) adédik, tehét (definici6 szerint) az F(Ho) halmaz H-beli. A Hy

A cikk a Bolyai Janos Kutatési Osztondij, az Emberi Eréforrdsok Minisztériuma
UNKP-18-2 és az Innovaciés és Technolégiai Minisztérium UNKP-19-4 kédszamu Uj
Nemzeti Kivalosdg Programjanak tdmogatasaval késziilt.
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minden H-beli halmaznak része, igy Hy C F(Hy). Ezt az elébbi F(Hy) C Hy ered-
ményiinkkel dsszevetve F'(Hp) = Hy, ami azt jelenti, hogy a keresett részhalmazt
megtalaltuk. O

Adott X halmaz esetén jelolje (X)) az X osszes részhalmazainak halmazét,
masképpen mondva: hatvdnyhalmazdt. Azt mondjuk, hogy az F': 2 (X) - 2(X)
leképezés monoton, ha megérzi a tartalmazast, vagyis A C B C X esetén F(A) C
C F(B) is teljesiil. Az F' leképezésnek H C X fizpontja, ha F(H) = H. Ezekkel
az elnevezésekkel a P. 329 probléma tomoren igy is megfogalmazhato:

Tétel. Adott hatvanyhalmaz barmely monoton leképezésének létezik fixpontja.

Ez az allitas el6szor a Lengyel Matematikai Tarsulat Varséi Részlegének iilésén
hangzott el 1927-ben, és azota Knaster—Tarski-féle fixponttételként szokds hivatkoz-
ni [1]. Kés6bb, az eredetileg Knaster altal eldadott eredményt Tarski [3] fejlesztette
tovabb, szdmos meglepd és hatékony alkalmazdst adva a halmazelmélet, logika,
absztrakt algebra és valds fiiggvénytan terén. Manapsag tgy tekintiink Knaster
és Tarski eredményére, mint a monoton leképezések fixpontelméletének els6 zsen-
géjére.

A Knaster—Tarski-féle fixponttételnek mar az eredeti valtozata is jelentés al-
kalmazdsokkal bir. Az egyik legfontosabb a szdmossdgaritmetika terén Schroder—
Bernstein-tételként ismert allitas. F6 célunk ezt, és ennek néhany kovetkezményét
bemutatni, és egytuttal rovid barangolast tenni a szamossagok meglepo és izgalmas
birodalmaba.

2. A szamossagaritmetika alapjai

Azt mondjuk, hogy két halmaz egyenld szdmossdgi, vagy méasképpen: ekviva-
lens, ha létezik kozottiik egy bijekcid, azaz kolcsonosen egyértelmii leképezés. Ha A
és B ekvivalens halmazok, akkor ezt az A ~ B médon jeldljiik. A halmazok ekviva-
lencidja egyfajta ,,szamolas” szamfogalom nélkiil. Birtokdban nemcsak a halmazok
elemszam szerinti egyenléségét értelmezhetjiik, hanem a végtelen halmaz fogalmat
is bevezethetjiik. Egy halmaz végtelen, ha 1étezik 6nmagaval ekvivalens valédi rész-
halmaza. Eszerint a pozitiv egészek N halmaza végtelen, hiszen a ¢(n) =n+1
médon értelmezett leképezés bijektiven hat N és N\ {1} kozott. A pozitiv egé-
szek halmazaval ekvivalens halmazok a megszdmldlhatoan végtelen halmazok. Igen
egyszerten nyerjiikk példaul, hogy az egész szamok Z halmaza megszamlalhatéan
végtelen. Ehhez elegendd csupéan a

20k —1), hakeN

p(k) =
1-2k, hakeZ\N

moédon értelmezett, ¢ : Z — N bijektiv leképezést tekinteni. Tehdt a Z ~ N &llitas
kozvetleniil, definicié szerint igazolhato.

Az ekvivalencia kozvetlen ellenérzése azonban &ltaldban nehéz, igy egy ha-
tékonyabb maddszer kidolgozéasa sziikséges. Ehhez elsoként bevezetjiik az injektiv
leképezés fogalmét. A ¢ : A — B leképezés injektiv, ha p(a) = ¢(a*) esetén a = a*
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kovetkezik. Ha létezik ilyen injektiv leképezés, akkor az A halmazt kisebb vagy
eqyenld szamossdgiunak nevezzitk a B halmaznél. Ezt jelolésben az A < B mddon
fejezziik Kki.

Nyilvanvaléan minden bijekcié inverzével egyiitt injektiv, tehat ha két halmaz
ekvivalens, akkor barmelyik kisebb vagy egyenld szamossagu a méasiknal. Jelolések-
kel élve, ha A ~ B, akkor A < B és B < A teljesiil. Ennek az észrevételnek a meg-
forditasa is érvényes, amelyet a Schroder—Bernstein-tétel fogalmaz meg. Az allitas
leképezések nyelvén igy szél: Ha egy halmaz injektiven képezhetd egy mdsikba és
a masik az eqyikbe, akkor létezik koztiik bijekcid is. A bizonyitas a Knaster—Tarski-
féle fixponttételre tamaszkodik. Miel6tt a részletekre térnénk, sziikségiink lesz a ko-
vetkezékre. Ha a H részhalmaza egy X alaphalmaznak, és f : X — X egy fliggvény,
akkor a H halmaz f altali képét a szokdsos f(H) := {f(x) | z € H} mddon értel-
mezziik. Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy A C B esetén f(A) C f(B) is fennall.
Masképpen fogalmazva, az Fy(H) := f(H) elbirdssal adott Fy: P(X) — P(X)
leképezés monoton.

Tétel. Ho A< B és B <X A, akkor A ~ B.

Bizonyitas. Az A <X B és B =< A feltételek miatt léteznek ¢ : A — B és
1 : B — A injektiv fliggvények. Célunk annak igazolasa, hogy ekkor bijekcié is
létezik a két halmaz kozott. Ehhez az A és B halmazokat fogjuk alkalmas médon
két-két diszjunkt részre bontani ¢ és ¢ segitségével:

c 4 D

F E

Legyen C C A tetszlleges, és tekintsiik a D := ¢(C') halmazt. Ekkor nyilvan
¢ bijektiven hat C' és D kozott. Legyen most E := B\ D, valamint F := ¢(E).
Vildgos, hogy ekkor ¢ bijektiv E és F kozott. Ha még rdadédsul az is kideriilne,
hogy C és I diszjunktak és az unigjuk A, akkor az

ha z € C,
Y~ 1(x), hazxeF

modon adott f: A — B fliggvény joldefinialt és bijektiv. Kérdés tehat, hogy létezik-
e ilyen valasztds C-re. Az E, F', D halmazok értelmezését szem el6tt tartva tehat
azt varjuk el, hogy

C = A\F = A\y(E) = A\ (B \ D) = A\ (B ¢(C))
teljesiiljon. Ertelmezziik a T : P(A) — P(A) leképezést ez utébbi taggal, azaz

legyen C' C A esetén
T(C) = A\p(B\ ¢(C)).
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Egyszeriien meggy6zédhetiink arrdl, hogy T" monoton leképezés. Ezért a Knaster—
Tarski fixponttétel értelmében valéban létezik olyan C, hogy T(C) = C. O

Ezt az allitast els6ként Cantor fogalmazta meg bizonyitas nélkiil 1887-ben. Még
ugyanebben az évben Dedekind elemi bizonyitast taldlt, amit nem publikalt, st
Cantort sem értesitette eredményérsl. Késobb 1897-ben, az akkor 19 éves hallgatd,
Bernstein bemutatta bizonyitasat Cantor egyetemi szeminariuméan. Bernsteintol
fiiggetleniil, ugyancsak 1897-ben Schroder is kozolte bizonyitasat, amirél késébb
kidertilt, hogy hibés.

A Schroder—Bernstein-tétel segitségével egyszertien kapjuk, hogy a racionalis
szamok Q halmaza megszamlalhatéan végtelen. Elsoként azt érdemes megmutat-
ni, hogy N x N ~ N. Azonnal 1ldthat6, hogy az n — (n,n) leképezés injektiv, azaz
N <X N x N. Elegend6 tehat csupan egy ¢ : N x N — N injektiv leképezést megad-
nunk. Legyen

p(n,m) :=2"-3™M.

Ha most ¢(n,m) = ¢(k,1), akkor definicié szerint 2" - 3™ = 2 . 3!: az egyértelmii
primfaktorizacié tétele miatt ebbdl n =k és m =1 kovetkezik. Tehat (n,m) =
= (k, 1), ami pontosan ¢ injektivitdsit mutatja. Ennek mintdjara az is igazolhato,
hogy Z x N ~ N. Végezetiil, a Q ~ N allitas ebbdl mar kovetkezik, hiszen minden
racionalis szam egyértelmiien el6all egy, tovabb méar nem egyszerilisitheto egész és
természetes szam hdnyadosaként.

Az N x N ~ N igazolasa torténhet a jol ismert ,,atlés bejarassal”, ami kozvet-
leniil bijekciét eredményez a széban forgé halmazok kozott. Azonban végképp ol
kell adnunk a kozvetlen mddszert, ha a |0, 1] intervallum szdmossagat egy hatvény-
halmaz szamossagaval akarjuk kifejezni:

Tétel. 2(N) ~ 0, 1[.

Bizonyitas. Els6ként azt igazoljuk, hogy létezik egy ¢ : P (N) —]0,1] in-
jektiv leképezés. Legyen A C N tetszéleges, nemiires halmaz. Ertelmezziik az (a,,)
sorozatot és ennek birtokaban az x valés szamot az alabbiak szerint:

0, han¢ A,

ay = illetve r =0,a1az%a3 ...

1, haneA;

Vildgos, hogy az A halmaz egyértelmiien meghatdrozza az (a,,) sorozatot, e soro-
zat pedig az x valds szdmot. Nyilvanvald az is, hogy = € ]0, 1[. Legyen p(A) := =z,
s tegyiik fel, hogy ¢(B) = z szintén fenndll. Az (a,,) definicidja miatt ez azt jelenti,
hogy minden n € N esetén n € A pontosan akkor teljesiil, ha n € B. fgy A =B,
ami pedig a ¢ injektivitdsat adja. Ha A = (), akkor legyen ¢(A) := 0,2; ezzel a ki-
terjesztéssel ¢ tovabbra is injektiv.

Most azt igazoljuk, hogy létezik egy v : |0, 1] — P (N) injektiv leképezés. Le-
gyen x € ]0,1[, s legyen (x,) az z tizedesjegyeinek sorozata. Ertelmezziik ekkor
a 1(z) halmazt a

Y(x) ={10(n — 1)+ z, + 1 |n € N}
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eldirassal. Nyilvédn ¢(z) C N, tehédt ¢ : ]0,1[ — Z(N). Legyen y € 10, 1], jelolje (y,)
az y tizedesjegyeinek sorozatét. Ekkor a ¢ (y) halmaz
U(y) = {10(m — 1) + ypn + 1| m € N}

alaku. Tegyiik fel, hogy v (z) = ¢ (y). Két halmaz pontosan akkor egyenld, ha elemei
ugyanazok, igy minden n € N esetén talalhaté olyan m € N, hogy
100n—1)+z, +1=10(m — 1) + Y + 1.
Ha itt n < m teljesiil, akkor n < m — 1 is fonnall. Folhasznélva azt is, hogy =, <9
és ym = 0, kapjuk, hogy
10(n —1) + 2, +1 < 10(m —2) + 2, + 1,
=10(m—1)+x, — 9,
10(m — 1) < 10(m — 1) 4+ ym + 1,
ami ellentmondds. Az m < n eset ugyanigy kizarhaté. Tehat m = n, amibdl pedig

T, = yn kovetkezik. Ez azt mutatja, hogy x és y tizedestort alakja azonos. Mivel
a tizedestort alak egyértelm, ezért x = y. Vagyis 1 injektiv.

Az eddigieket 6sszefoglalva megdllapithatjuk, hogy Z(N) <10, 1] és |0, 1]
=< P(N) egyszerre teljesiilnek. Igy a Schroder-Bernstein-tétel fényében ]0,1[
~ Z(N) is fonnall.

02 Ik

Vildgos, hogy a ]0, 1] intervallum, s ennélfogva Z(N) is végtelen halmaz. Fol-
meriil a kérdés, hogy ez a kizos szamossdg milyen kapcsolatban 4ll a megszamlal-
hatéan végtelennel. Cantor aldbbi tétele ennél sokkal altalanosabb kérdést valaszol
meg: a hatvanyhalmaz szamossaga mindig szigorian nagyobb a halmaz szamossé-
ganal.

Tétel. A < P(A).

Bizonyitds. Ha A = (), akkor az allitds nyilvanvald, hiszen ekkor Z(A) = {0}
nem iires. Foltehetd, hogy A nem iires. Nyilvin Z(A) egyelem(l részhalmazai
és A elemei kolesonosen egyértelmiien megfelelnek egymdsnak, tehat A < Z(A).
Indirekt mddon tegyiik fel, hogy létezik egy ¢ : A — Z?(A) bijekcié. Legyen ekkor

B={acAla¢pla)}.

Mivel ¢ bijektiv, ezért van olyan b € A, hogy ¢(b) = B. Ha most b € B, akkor ez
azt jelenti, hogy b ¢ p(b) teljesiil. Azonban ¢(b) = B, ami ellentmondds. Ha b ¢ B,
akkor ebbél b ¢ (b), azaz b € B adddik, ami szintén ellentmondas. O

A Z(N) halmazzal ekvivalens halmazokat kontinuum szdmossdginak nevez-
ziik. Megmutathato, hogy barmely intervallum, az irracionalis szamok halmaza,
vagy a valds szamok halmaza kontinuum szamossagu. fgy, a szamhalmazok korében
a kontinuum a legnagyobb eléfordulé szamossédg, hiszen a fontiek szerint a konti-
nuum a megszamlalhaté végtelennél  nagyobb” végtelen. Azonban Cantor tételé-
bol ennél jéval tobb kovetkezik. Minden szdmossagndl létezik nagyobb szamossag)!
Jogosan mondhatjuk tehat: ez azért mar mégiscsak tobb a soknal ...
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Bessenyei Mihaly és Pénzes Evelin

Debrecen
Gyakorlé feladatsor
i emelt szintli matematika érettségire
I. rész

1. a) Oldjuk meg a valds szédmok halmazén a kovetkezd egyenletet:
22— 14 =222 +1. (6 pont)

b) Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kovetkezé egyenletrendszert:

222y 1
224y 2
2
1227y 1 (7 pont)
22+3y b

2. a) Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkezd egyenletet:
4% +4.27" =5. (6 pont)

b) Oldjuk meg a valds szdmok halmazan a kovetkezd egyenletet:

6

sin® 2 4 cos® 2 = —2 + 3 cos 2z. (7 pont)

3. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazén a kovetkez6 egyenletet:

3 4 log, (x +1)°

1 =
+ logy (2?2 — 62 4+ 13)  logy(x + 1) 2

(8 pont)

b) Egy szabalyos dobdkockét hatvanszor feldobva 15 esetben kaptunk hatost.
Ezt a kisérletet egymaés utan tobbszor elvégezve mindig ehhez hasonld eredményre
jutunk. Emiatt ugy sejtjiik, hogy a dobdkocka ,cinkelt”, azaz a hatos megnovelt
valdszintiséggel bir. Mekkora ez a valdszintiség, ha minden 60-as sorozat esetén 15
lett a kapott érték (azaz vérhaté érték 15)? (4 pont)
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