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Térbe kilépd bizonyitasok VI.!

Allandé tavolsagu gorbeparok

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geomet-
riai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akar még magasabb dimenzids
objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

Vastiti sinek és beirt korok

A Newcastle-i kizponti vasitdllomds sinei eqy 1910-es képeslapon

A vasiti sinparokat jol ismerjiik: két olyan gorbébdl éllnak, amelyek tavol-
saga egy elére rogzitett d allando, a sinpar nyomtdvja. Ugy is mondhatjuk, hogy

e

a vasutvonal barmelyik pontjan a két sin kozé d atmérdj kort lehet irni.

Ahol két sinpar keresztezi egymast, ott
a keresztezodésben egy kozelitéleg rombusz ala-
ku teriilet jon létre, ezért az ilyen helyeket,
az osztott palyas autéutak keresztezodéseihez
hasonléan, gyémdnt-keresztezédésnek (angolul:
diamond-crossing) is hivjak. A keresztez6désben
a két sinpar kozé irt korseregeknek egy kozos ele-
mét fedezhetjiik fel: a ,rombuszba” beirt kort,
1. dbra amely mind a négy singérbét érinti (1. dbra).

Latni fogjuk, hogy ebbél a gondolatbdl milyen sokféle feladatot lehet gyartani;
az el6zd részben latott olimpiai feladatjavaslatnak is van ilyen hangulatd megol-
déasa. Ehhez most kivételesen nem harom dimenziéba, hanem egy nem-euklideszi
geometriai modellbe, a Poincaré-féle félstkmodellbe fogunk atlépni, és ott keresiink
allandé tavolsagu gorbeparokat és ilyenek keresztezodéseit.

'A cikksorozat a Rényi Intézet és a Sztaki tdmogatdsaval késziilt.
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A Poincaré-féle félsikmodell

A félsikmodell inverziéval kaphaté a Poincaré-féle kormodellbdl; szintén a hi-
perbolikus sik egy modellje, ha tetszik, egy képe az euklideszi sikon beliil. A ,,pon-
tok” egy félsik belsé pontjai. A modellt mindig tgy fogom lerajzolni, hogy a hatara
egy vizszintes egyenes, és az egyenes folotti félsik lesz maga a modell.

Az egyenesek” a félsik hatdrara meroleges félkorok és félegyenesek. A félegye-
neseket tekinthetjiik a félkor hatarhelyzetének; ha a sikot kiegészitjiik egy végtelen
tavoli ponttal, amely az dsszes egyenes kozos végpontja (vagyis a modellt az inver-
ziv sikon helyezziik el), ez az idedlis pont lesz a félegyenesnek 1atsz6 ,egyenesek”
masik vége.

Miris latjuk, hogy a kiilonféle geometriai alakzatok és mennyiségek a modellen
beliil nem ugyanazok, mint aminek kiviilrél latszanak. A hiperbolikus ,,sik” félsiknak
latszik, az ,egyenesek” pedig félkornek vagy félegyenesnek. Azért, hogy a félreérthe-
toséget elkeriiljiik, a modellbeli dolgokat a késébbiekben is idézGjelbe fogom tenni,
és helyenként a  hiperbolikus” jelzét is hasznélni fogom. A kiviilrél ldthaté dolgok
nem lesznek idézGjelben, és idonként a ,latszolagos” jelzovel is hangsilyozni fogom,
hogy csak latszatrdl van szé.

Két ,pont”  tavolsagat” ugyanazzal a képlettel definialjuk, mint a kérmodell-
ben: ha X és Y két pont a hatdregyenesre meréleges AB félkoron (2.a dbra), akkor
a ,,tavolsaguk”

(1a) d(X,Y)=k-|In(ABXY)| =k |l

"AY  XB

AX-YB‘

ahol k egy rogzitett pozitiv szam, a hiperbolikus geometria paramétere.

1
Z

7 Y

X

A B A
2.a dbra 2.b dbra

Ha X és Y az A végpontt, a hatarra meréleges félegyenesen van (2.b dbra),
akkor a félegyenes masik vége az I idedlis pont, és % = 1; tehét a ,tavolsag”

m AX

(1b) d(X,Y)=k-|In(AIXY)|=k- vk

A képletekben a logaritmus el6jele attol fiigg, hogy a négy pont sorrendje A,
X, Y, B (alogaritmus értéke negativ) vagy pedig A, Y, X, B (pozitiv); ahol lehet,
megprébaljuk a pontokat gy elhelyezni, hogy ne legyen sziikség az abszolutérték-
jelre.
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Erdemes ellenSrizni, hogy ez a tavolsag-képlet szimmetrikus, vagyis d(X,Y) =
=d(Y,X), és additiv is: ha X, Y, Z ebben a sorrendben hdrom pont ugyanazon
az yegyenesen”, akkor d(X,Y) +d(Y,Z) = d(X, Z).

Végil definidaljuk a szogeket: két egyenes” | szoge” a félsikmodellben is éppen
akkora, mint amekkoranak latszik.

Korok és sugaraik

A félsikmodellben a ,korok” a félsik belsejében fekvo korvonalak, ezt most
ellenérizni fogjuk.

Vizsgaljunk meg egy tetszéleges k kort a félsikban, amely szimmetrikus a ha-
tarra mer6leges f félegyenesre; az f kezddpontjat jeloljik A-val, és a k-val vett
metszéspontjai legyenek U és V. A kor latszdlagos kozéppontja az UV szakasz F
felez6épontja, de a kor ,kozéppontja” nem ez, hanem az UV szakasznak az a K
pontja, amelyre d(U,K) = d(K,V); az (1b) definiciét beifrva ’:—5 = 4Y | vagyis
AK? = AU - AV.

Rajzoljunk a K ponton keresztiil
egy tetszOleges ujabb e ,egyenest”, vagy-
is félkort, amelynek végpontjai B és
C, metszéspontjai a k korrel X és Y
a 3. dbra szerint. Azt szeretnénk ellen-
Orizni, hogy e merGlegesen metszi k-t,
és az U, V, X, Y pontok ugyanakkora
ytavolsagban” vannak a K ponttdl, azaz
d(K,U)=d(K,V)=d(K,X)=d(K,Y).
Azt mar biztositottuk, hogy d(K,U) =
= d(K,V) teljesiiljon.

B A 0O C El6szor megmutatjuk, hogy a BV és
a C'U egyenes atmegy az X, mig a BU és
a C'V egyenes atmegy az Y ponton.

3. abra

A Thalész-tétel miatt a BC K haromszog derékszogli; a magassagtétel szerint
AB - AC = AK?. A K pont definiciéja szerint AK? = AU - AV, tehit AB - AC =
= AU - AV, vagy atrendezv 2—5 = f‘—g Ezért az AV B és ACU derékszogli hé-
romszogek hasonldk, és egy A koriili, 90°-0s szogii forgatva nytjtassal vihetdk at
egymadsba. A 90°-os forgatds miatt az dtfogdik, a BV és a CU egyenesek merdle-
gesek. A Thalész-tétel megforditasa miatt a BV és a CU egyenesek metszéspontja
a k és e koron is rajta van, vagyis ez a metszéspont éppen az X pont. Ugyanigy

lathatjuk, hogy a BU és CV egyenesek metszéspontja Y.

A BCYV haromszogben BY, CX és VA a magassagok, U a magassigpont.
Jelolje O a BC' szakasz felez6pontjat, amely egyben az e kor kozéppontja is. Az A,
O, X, Y, F pontok a haromszog Feuerbach-koérén vannak; mivel OAF < = 90°,
az OF szakasz a Feuerbach-kornek datméréje; ezért OX F<t = OY F< = 90°. Més
szoval, a k kor FFX és FY sugarai merdlegesek az e kor OX, illetve OY sugaraira;
a k és az e kor tényleg merdlegesen metszi egymast.
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A d(K, X) ellen6rzéséhez azt hasznaljuk fel, hogy a BCK héromszog hasonld
a BKA, a BCX pedig hasonlé a BV A haromszoghoz:

BK-XC _BK XC_BA AV AV
BX -KC KC BX AK BA AK’
BK - XC AV

A B, C és X, Y pontok szerepének felcserélésével ugyanigy igazolhaté, hogy
d(K,)Y)=d(K,V).

Az (la), (1b) tavolsdg-definicick kovetkezménye, hogy a korivnek vagy ép-
pen szakasznak latszé ,szakaszok” hiperbolikus hossza csupan a modell hataratol
mért tavolsdgok ardanyatol fiigg; ha a félsikmodellt felnagyitjuk, vagy lekicsinyitjiik,
ugyanezt a modellt kapjuk vissza.

A 4. abran jra lerajzoltam az eléz6 részben mar latott csempézést, de most
a félsikmodellben: a csempék olyan egybevagd szabdlyos 6tszogek, amelyeknek
mindegyik szoge derékszog, és a beirt koriik is ,,ugyanakkora”, csak a hatarhoz
kozelebbi koroket aranyosan kisebbnek kell rajzolnunk.

Allandé tavolsagi gorbeparok a félsikmodellben

Ahogy igértem, vonatsineket fogunk keresni a félsikmodellben.

Koncentrikus koérsk

Az euklideszi geometridban meg-
szokott parhuzamos egyenesparok itt
nem léteznek; a legkézenfekvobb példa
allandé tavolsagu gorbeparra két , kon-
centrikus” ,kor”. A , koncentrikust” ter-
mészetesen ugy értjiik, hogy a két , kor”
hiperbolikus ,kozéppontja” ugyanaz.
Az 5. dbrdan a ky és a ko kor kozos ,,ko-
zéppontja” a K pont, és a mindkettot
érint6 korok ,,ugyanakkorak”.
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Tekintsiink egy tetszoleges, K-n atmend e ,egyenest”’, amely a modellben egy
O kozéppontu félkornek latszik. Az e egyenes” mindkét kort merSlegesen metszi,
ezért az O pontot a metszéspontokkal 6sszekoto szakaszok érintik a koroket. Ezek
a szakaszok az e félkornek sugarai, tehat egyenld hossziak; emiatt az O pont
hatvanya a két korvonalra ugyanakkora. Ebbol lathatjuk, hogy a ,koncentrikus”
korok hatvanyvonala a félsikmodell hataregyenese.

Hiperciklusok

Ha egy e ,egyenes” két végét egy (a félkortél kiilonbozd) h korivvel dsszekotjiik,
egy nagyon érdekes gorbét kapunk a hiperbolikus geometriankban. Ennek a h
gorbének minden pontja ugyanakkora ,tavolsagban” van az e-t6l. Ezért szoktak
a h gorbét ,tavolsaggorbének” is nevezni; mi az elterjedtebb ,hiperciklus” nevet
fogjuk hasznalni.

Ha ugyanazzal a két végponttal nem egy, hanem két hiperciklust rajzolunk,
akkor az e-t6l mért ,tavolsdgokat” egyszertien Osszeadhatjuk vagy kivonhatjuk
(attdl fiiggéen, hogy az e-nek ugyanazon vagy pedig ellentétes oldaldn vannak),
ezért a két hiperciklus ,tavolsdga” is allandé.

A 6.a és a 6.b dbrdn kozos végpontu hiperciklusokat és ,egyeneseket” raj-
zoltam: a 6.b abrdn az egyik kozos végpont az idedlis pont. Vegyiik észre, hogy
a 6.a abran a hiperciklusoknak megfelel6 korivek hatvanyvonala ezittal is a félsik-
modell hatéra.

s\

6.a dbra 6.b abra

A szakirodalom az egyeneseket, vagyis az egyenesektél nulla tavolsdgban ha-
ladé gorbéket nem nevezi ,hiperciklusnak”. Mi viszont csupa olyan &llitast fogunk
megfogalmazni, amelyek hiperciklusokra és egyenesekre is érvényesek, ezért min-
denhol azt kellene irnunk, hogy ,hiperciklus vagy egyenes”. (Pl. ,Két, kizds vég-
ponti hiperciklus vagy egyenes tdvolsdga dllandd”.) Helyette inkdbb a ,hiperciklus”
fogalmaba specidlis esetként az egyeneseket is bele fogjuk érteni.

Most ellenérizziik, hogy két, azonos végponti hiperciklus (vagy ,egyenes”)
Ltavolsaga” tényleg allando, és a kozéjiik irhaté korok ,,ugyanakkorak”. Legyen a és b
két hiperciklus, amelyek kozos végpontjai A és B. Az AB szakasz felezomerdlegese
legyen f, jelolje f metszéspontjat a-val, b-vel és az AB egyenessel rendre U, V,
illetve F'. Az a-ra egy tetszéleges X pontjaban allitsunk egy merdleges e ,egyenest”,
ennek végpontjai legyenek C és D, metszéspontja b-vel Y, és az e félkor kozéppontja
legyen O. Azt fogjuk igazolni, hogy e és b is merélegesen metszik egymést, létezik
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egy k kor, amely az X és Y pontokban érinti az a, illetve a b gorbét, és d(X,Y) =
d(U,V) (7. dbra).

P
k
Y]
e
C 0 A D
7. dabra

Az O pontnak az a korivre vonatkozé hatvanyabél kapjuk, hogy OY? =
=0X?=0A-0B, igy az e félkér OY sugara érinti b-t. Tehdt az e ,egyenes”
a b hiperciklust is merdlegesen metszi. Az a k kor, amely az X és Y pontokban
érinti az OX és OY szakaszokat, érinti az a és b gorbéket is.

Sziikségiink lesz arra, hogy a C, X, U pontok, illetve a C,Y,V pontok is egy
egyenesre esnek. Legyen P az OY egyenes és a b koriv V-beli érintéjének met-
széspontja; mivel V' a b felezépontja, a PV egyenes parhuzamos az AB egyenessel.
Az OY C és a PY'V haromszog is egyenl6 szaru, igy OYC< =YCO< =YV P< =
= PYV <; ez mutatja, hogy a CY és az YV szakasz egymas meghosszabbitédsa.
Ugyanigy igazolhatjuk, hogy C, X és U egy egyenesen van.

A CDX és a CUF derékszogii haromszogek, tovabba a C'DY és a CVF
derékszogli haromszogek is hasonldk, ezért

CX-YD _CX YD _CF FV _FV
CY-XD XD CY FU CF FU’
CX-YD FV

Ez mutatja, hogy barmelyik X pontban ,ugyanakkora” kort lehet a két hiper-
ciklus kozé irni.

Horociklusok

A horociklusok (més néven paraciklusok) olyan, a félsikmodellben kérvonalnak
vagy egyenesnek latszé gorbék, amelyeknek egyetlen pontjuk van a modell hataran;
més széval, a hatdregyenest érinté korvonalak (8.a dbra), és a hataregyenessel par-
huzamos egyenesek (8.0 dbra). A 8.a dbran megfigyelhetjiik, hogy a kozos végponti
horociklusoknak megfelel6 korvonalak hatvanyvonala a kozos érinto, vagyis ismét
csak a félsikmodell hataregyenese.
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8.a dbra 8.b abra

A ko6z6s végpontu horocikluspédrokra is igaz, hogy a ,tavolsaguk” allando, avagy
a kozéjiik irt korok ,ugyanakkorak”. Ennek igazolasa a hiperciklusokra elmondott
gondolatmenet leegyszertisitésével torténhet: a kiilonbség annyi, hogy az A, B, D
pontok egybeesnek (9. dbra). Ennek részletes végiggondoldsit az Olvaséra hagyjuk.

9. dbra

A sokféle, korvonalnak 1atsz6 gorbét egy kozos rajzon mutatja a 10. dbra:

10. abra

Erintd koéros feladatok

A kimeritd el6késziiletek utdn nézziink példdkat arra, hogy sinpéarok kereszte-
z6déseibdl hogyan lehet feladatokat késziteni.
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Ali Khezeli megoldasa az olimpiai feladatjavaslatra

Az el6z6 részben latott olimpiai feladat javaslatra (11.a dbra) az irdni csapat
egyik megfigyelGje, Ali Khezeli mutatta nekem a kovetkezo megoldast.

11.a dbra 11.b abra

Tekintsiik a 11.a abrat egy félsikmodellbeli rajznak. Az as és az hiperciklu-
sok ,tavolsdga” ugyanakkora, mint a by és a by hiperciklusok ,tavolsaga”: a kozos
Ltavolsdg” a biasbsas tartoményba irt kor atmérgje”. Ugyanigy, az a; és ao hi-
perciklusok ,tavolsaga” ugyanakkora, mint a by és a bo hiperciklusok ,tavolsdga”,
tovabba az a; és as hiperciklusok ,tavolsaga” is ugyanakkora, mint a by és a bs hi-
perciklusok ,tavolsaga”. Tehdat az as és ags hiperciklusok ,tavolsaga” ugyanakkora,
mint a by és a bs hiperciklusok ,tavolsdga”, ezért az asbsasbs tartomanyba is kor
irhaté.

A megoldés altalanosabban is miikodik, példaul a 11.b dbrdn lathatd esetben.

Hiperciklusok egy kor kézéppontjan keresztiil

Eddig a kiilonb6z6 gorbeparok tavolsagat a kozéjiik irt korok atméroivel mér-
tiik meg. Megtehetjiik azonban azt is, hogy egy korhoz csak egy érint6 hiperciklust
rajzolunk, a masik hiperciklus a kor kézéppontjan megy at.

Legyen ABC hegyesszogli haromszog,
a magassagai AA;, BBy és CCy, az AA;
magassag és a BCy By C félkor metszéspont-
ja K. Huzzunk a B és a C pontbdl érinto-
ket az AB;Cy korhoz a haromszog belsejé-
ben, az érinto félegyenesek legyenek b és ¢
(12. dbra).

Ezeket a koroket és a K pontot mar
ismerjiik a 3. abrarol: az A1 A és a BC' hi-
perbolikus ,egyenes” is merdlegesen metszi
az AB1Cy kort, ezért K a kor ,kozéppont-
ja”. A BK és a b hiperciklus ,tavolsiaga”,
valamint a CK és a c¢ hiperciklus ,tavol-
sdga” is az AB1C; kor ,sugara”. Ezért a két hipercikluspar kozé kozos érinté kort
lehet {rni.

12. dabra
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Tavolsagok Gsszeadasa

Ha ugyanazokkal a végpontokkal nem két, hanem harom hiperciklust rajzo-
lunk, a kozottiikk mért ,tavolsdgokat” osszeadhatjuk. A 18.a dbrdn az ay és as
hiperciklusok ,tavolsaga” a kozéjiik irt ko kor ,atméréje”, mig az as és az ,tavol-
saga” a ki ,atmérdje”’; az aq és az kozotti ,tavolsdg” a ketto Gsszege. Ugyanezt
az Osszeget kapjuk a by és by kozotti ,tavolsdgra” (csak forditott sorrendben), tehét
az a1bzasby négyszogbe is kort lehet irni. Ugyanez elmondhaté a 13.b dbran is.

13.b abra

Erinténégyszégek egy jellemzése

A félegyenesnek latsz6 hiperciklusok ,tavolsdga” konnyen felirhaté szogekkel.
Legyen a és b két hiperciklus, amelyek egyik végpontja O, a masik végpont az idedlis
pont, és metssziik el ezeket egy O kozéppontu félkorrel a 14.a dbra szerint. Az dbran
feltlintetett szogekkel, feltéve, hogy a < 3, az OX B egyenld szart haromszogbdl azt

kapjuk, hogy ABX < = %AOXQ = %, ezért % =tg %, és hasonl6éan % =tg g
Tehat az a és a b hiperciklus kozotti ,,tavolsag”
B
AY - XB tg 5
dX,)Y)=k-ln=—"" =k-In—2.
(X,Y) "AX VB Mgl

14.b dbra

Most tekintsiink két félegyenes-part, az a,b és ¢, d hiperciklusokat a 14.b dbra
szerint. A kozos érinté kor akkor és csak akkor létezik, ha az a és b ,tavolsaga”
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megegyezik ¢ és d ,tavolsagaval”, vagyis

B )
gy 185
a ol
g3 tgy

A feltétel akkor is érvényes marad, ha az a és a ¢ félegyenest az AC' egyenes
masik oldaldra rajzoljuk (15a. dbra). Az érinténégyszogeknek ezt a tulajdonsdgat
érdemes kiilon is kimondani és megtanulni:

D

15.a dbra 15.b dbra

Lemma. Legyen az ABCD konvexr négyszigben o« = CAB<, = DACK,
v=BCA< és§ = ACD<. Az ABCD négyszog akkor és csak akkor érinténégyszig,

ha 5 5
gy 185

a ol

tgg  tgy

A Lemma bizonyitdsat kezdjiikk a ,csak akkor” irdnnyal; tegyiik fel, hogy
ABCD érinténégyszog, a beirt kore k, az érintési pontok X, Y, Z és W a 15.b dbra
szerint. Az dltalanossag csorbuldsa nélkiil feltehetjiik, hogy S > «.

Tiikrozziik az AC atlora a B, X, Z pontokat és a k kornek az ABC' harom-
szogbe es6 vét; a titkorképeket jeldlje rendre B/, X', Z’, illetve k’. Az A pontbdl
a k-hoz és k'-hoz hiizott érintdk egyenldk, ezért az X X'Y kor kozéppontja A. Ha
az AC egyenesnek a D-vel azonos oldaléat a félsikmodellnek tekintjiik, akkor a k és
k' hiperciklusok ,,tdvolsiga”

B
t =
AX',Y)=k-n—2
83
Ugyanezt az A helyett a C ponttal is elmondhatjuk, és a k és k' hiperciklusok
Htavolsagara” igy azt kapjuk, hogy
tg g
d(Z' W)=k In—2.
tg 3
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A kétféle képlet 6sszehasonlitdasabdl

B J
65 _ 83
o ol
g5 tgl

A megforditdshoz most tegyiik fel, hogy ABCD nem érinténégyszog. Vegyiik
fel az AD félegyenesen azt a Dy pontot, amelyre ABC Dy érinténégyszog, és legyen
09 = ACDy<t # §. Az el6bbiek szerint

8 do 4
tg 5 _ tg 5 2 tg5
@ ol 7
g5  tgy  tgy
Feladatok

1. Feladatok szoveg nélkiil:

(K6MaL A. 621., 201/9) (IZhO 2014/4; Nairi
Sedrakyan feladata)

2. Az ABC'D konvex érinténégyszogbe irt kor kozéppontja I. Az AB és a DC
félegyenes az F pontban, az AD és a BC félegyenes a G pontban metszi egymast.
Legyen £ az a F, G fékuszu ellipszis, amely atmegy a B és D pontokon, és legyen
H az a F, G fékuszi hiperboladg, amely dtmegy az A és C' pontokon. Az £ és
‘H metszéspontjait jelolje P és (). Mutassuk meg, hogy a P, @ és I pontok egy
egyenesen vannak. (KsMaL A. 630., 2014. december)
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3. Adott az OA;A3A3 tetraéder mindegyik OA; élén egy B; belsé pont,
az OA; él A;-n tili meghosszabbitdsan pedig egy C; pont (i = 1,2, 3). Tegyiik fel,
hogy az OA;;1A;42 és B;A; 1A, sikok éltal hatdrolt hat lapu testbe, tovabba
az B;A; 11 Ao és C;A; 11 Ao sikok altal hatdrolt testbe is egy-egy gombot lehet
irni. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az OA;1A;2 és C;A; 11 A;12 sikok altal hatarolt
testbe is gombot lehet {rni. (KoMaL A. 547., 2011. november)

Koés Géza

-

Monoton leképezések fixpontjai I.

A KoMalL egy régi szdma pontverseny kiviili problémaként kozolte a Knaster—
Tarski-féle fixponttételt. Cikkiinkben els6ként folidézziik a problémét, majd
bemutatjuk egyik legfontosabb, halmazelmélethez kot6dé alkalmazédsat. Ez-
altal egyben bepillantast kivanunk adni a szdmossagaritmetika lenytigézéen
szép, meglepetésekkel teli vildgaba is.

1. Bevezetés

A magyar matematikatanitas méltan hires arrdl, hogy az aktudlis kutatasi ira-
nyokat igen gyakran a versenyfeladatok szintjén igyekszik megjeleniteni. Jol tiikro-
zik ezt az elvet a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok problémai. Még a mult
is hozhat meglepetést! Kiilondsen, amikor egy olyan, régen kit{izott feladattal ta-
lalkozunk, melyet az egyetemi katedra mindkét oldalanak kozonsége ismerosként
iidvozolhet. Ragyogd példa erre a P. 329 jelzésti pontversenyen kiviili probléma,
amelyet Szegedy Patrik megolddsdval egyiitt [2] az aldbbiakban kozliink.

P. 329. Egy X halmaz minden A részhalmazdhoz hozzdrendeliink egy F(A)
részhalmazt dgy, hogy ha A C B, akkor F(A) C F(B). Mutassuk meg, hogy van
olyan Hy C X részhalmaz, amelyre F(Hy) = Hy teljesiil.

Megoldas. Alljon a H halmazcsalad azokbdl a H C X halmazokbdl, melyekre
F(H)C H. Ez a H csaldd nem iires, mert X eleme, hiszen F(X) C X biztosan
teljesiil. Legyen a H-beli halmazok kozos része Hy. Mit tudunk az F'(Hy) halmazrél?

Ha H tetsz6leges H-beli halmaz, akkor Hy C H miatt fonndll, hogy F(Hy) C
C F(H). Ebbdl pedig F(H) C H alapjan (ez volt a H-beli halmazok definidlé tu-
lajdonsdga) F(Hy) C H kovetkezik. Tehdt az F'(Hp) halmazt minden H-beli hal-
maz tartalmazza, gy metszetiik, Hy is: F'(Hy) C Hy. Ugyanakkor F(Hy) C Hp-bél
F(F(Hy)) C F(Hy) adédik, tehét (definici6 szerint) az F(Ho) halmaz H-beli. A Hy

A cikk a Bolyai Janos Kutatési Osztondij, az Emberi Eréforrdsok Minisztériuma
UNKP-18-2 és az Innovaciés és Technolégiai Minisztérium UNKP-19-4 kédszamu Uj
Nemzeti Kivalosdg Programjanak tdmogatasaval késziilt.
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