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Térbe kilépd bizonyitasok VI.!

Allandé tavolsagu gorbeparok

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geomet-
riai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akar még magasabb dimenzids
objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

Vastiti sinek és beirt korok

A Newcastle-i kizponti vasitdllomds sinei eqy 1910-es képeslapon

A vasiti sinparokat jol ismerjiik: két olyan gorbébdl éllnak, amelyek tavol-
saga egy elére rogzitett d allando, a sinpar nyomtdvja. Ugy is mondhatjuk, hogy

e

a vasutvonal barmelyik pontjan a két sin kozé d atmérdj kort lehet irni.

Ahol két sinpar keresztezi egymast, ott
a keresztezodésben egy kozelitéleg rombusz ala-
ku teriilet jon létre, ezért az ilyen helyeket,
az osztott palyas autéutak keresztezodéseihez
hasonléan, gyémdnt-keresztezédésnek (angolul:
diamond-crossing) is hivjak. A keresztez6désben
a két sinpar kozé irt korseregeknek egy kozos ele-
mét fedezhetjiik fel: a ,rombuszba” beirt kort,
1. dbra amely mind a négy singérbét érinti (1. dbra).

Latni fogjuk, hogy ebbél a gondolatbdl milyen sokféle feladatot lehet gyartani;
az el6zd részben latott olimpiai feladatjavaslatnak is van ilyen hangulatd megol-
déasa. Ehhez most kivételesen nem harom dimenziéba, hanem egy nem-euklideszi
geometriai modellbe, a Poincaré-féle félstkmodellbe fogunk atlépni, és ott keresiink
allandé tavolsagu gorbeparokat és ilyenek keresztezodéseit.

'A cikksorozat a Rényi Intézet és a Sztaki tdmogatdsaval késziilt.
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A Poincaré-féle félsikmodell

A félsikmodell inverziéval kaphaté a Poincaré-féle kormodellbdl; szintén a hi-
perbolikus sik egy modellje, ha tetszik, egy képe az euklideszi sikon beliil. A ,,pon-
tok” egy félsik belsé pontjai. A modellt mindig tgy fogom lerajzolni, hogy a hatara
egy vizszintes egyenes, és az egyenes folotti félsik lesz maga a modell.

Az egyenesek” a félsik hatdrara meroleges félkorok és félegyenesek. A félegye-
neseket tekinthetjiik a félkor hatarhelyzetének; ha a sikot kiegészitjiik egy végtelen
tavoli ponttal, amely az dsszes egyenes kozos végpontja (vagyis a modellt az inver-
ziv sikon helyezziik el), ez az idedlis pont lesz a félegyenesnek 1atsz6 ,egyenesek”
masik vége.

Miris latjuk, hogy a kiilonféle geometriai alakzatok és mennyiségek a modellen
beliil nem ugyanazok, mint aminek kiviilrél latszanak. A hiperbolikus ,,sik” félsiknak
latszik, az ,egyenesek” pedig félkornek vagy félegyenesnek. Azért, hogy a félreérthe-
toséget elkeriiljiik, a modellbeli dolgokat a késébbiekben is idézGjelbe fogom tenni,
és helyenként a  hiperbolikus” jelzét is hasznélni fogom. A kiviilrél ldthaté dolgok
nem lesznek idézGjelben, és idonként a ,latszolagos” jelzovel is hangsilyozni fogom,
hogy csak latszatrdl van szé.

Két ,pont”  tavolsagat” ugyanazzal a képlettel definialjuk, mint a kérmodell-
ben: ha X és Y két pont a hatdregyenesre meréleges AB félkoron (2.a dbra), akkor
a ,,tavolsaguk”

(1a) d(X,Y)=k-|In(ABXY)| =k |l

"AY  XB

AX-YB‘

ahol k egy rogzitett pozitiv szam, a hiperbolikus geometria paramétere.

1
Z

7 Y

X

A B A
2.a dbra 2.b dbra

Ha X és Y az A végpontt, a hatarra meréleges félegyenesen van (2.b dbra),
akkor a félegyenes masik vége az I idedlis pont, és % = 1; tehét a ,tavolsag”

m AX

(1b) d(X,Y)=k-|In(AIXY)|=k- vk

A képletekben a logaritmus el6jele attol fiigg, hogy a négy pont sorrendje A,
X, Y, B (alogaritmus értéke negativ) vagy pedig A, Y, X, B (pozitiv); ahol lehet,
megprébaljuk a pontokat gy elhelyezni, hogy ne legyen sziikség az abszolutérték-
jelre.
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Erdemes ellenSrizni, hogy ez a tavolsag-képlet szimmetrikus, vagyis d(X,Y) =
=d(Y,X), és additiv is: ha X, Y, Z ebben a sorrendben hdrom pont ugyanazon
az yegyenesen”, akkor d(X,Y) +d(Y,Z) = d(X, Z).

Végil definidaljuk a szogeket: két egyenes” | szoge” a félsikmodellben is éppen
akkora, mint amekkoranak latszik.

Korok és sugaraik

A félsikmodellben a ,korok” a félsik belsejében fekvo korvonalak, ezt most
ellenérizni fogjuk.

Vizsgaljunk meg egy tetszéleges k kort a félsikban, amely szimmetrikus a ha-
tarra mer6leges f félegyenesre; az f kezddpontjat jeloljik A-val, és a k-val vett
metszéspontjai legyenek U és V. A kor latszdlagos kozéppontja az UV szakasz F
felez6épontja, de a kor ,kozéppontja” nem ez, hanem az UV szakasznak az a K
pontja, amelyre d(U,K) = d(K,V); az (1b) definiciét beifrva ’:—5 = 4Y | vagyis
AK? = AU - AV.

Rajzoljunk a K ponton keresztiil
egy tetszOleges ujabb e ,egyenest”, vagy-
is félkort, amelynek végpontjai B és
C, metszéspontjai a k korrel X és Y
a 3. dbra szerint. Azt szeretnénk ellen-
Orizni, hogy e merGlegesen metszi k-t,
és az U, V, X, Y pontok ugyanakkora
ytavolsagban” vannak a K ponttdl, azaz
d(K,U)=d(K,V)=d(K,X)=d(K,Y).
Azt mar biztositottuk, hogy d(K,U) =
= d(K,V) teljesiiljon.

B A 0O C El6szor megmutatjuk, hogy a BV és
a C'U egyenes atmegy az X, mig a BU és
a C'V egyenes atmegy az Y ponton.

3. abra

A Thalész-tétel miatt a BC K haromszog derékszogli; a magassagtétel szerint
AB - AC = AK?. A K pont definiciéja szerint AK? = AU - AV, tehit AB - AC =
= AU - AV, vagy atrendezv 2—5 = f‘—g Ezért az AV B és ACU derékszogli hé-
romszogek hasonldk, és egy A koriili, 90°-0s szogii forgatva nytjtassal vihetdk at
egymadsba. A 90°-os forgatds miatt az dtfogdik, a BV és a CU egyenesek merdle-
gesek. A Thalész-tétel megforditasa miatt a BV és a CU egyenesek metszéspontja
a k és e koron is rajta van, vagyis ez a metszéspont éppen az X pont. Ugyanigy

lathatjuk, hogy a BU és CV egyenesek metszéspontja Y.

A BCYV haromszogben BY, CX és VA a magassagok, U a magassigpont.
Jelolje O a BC' szakasz felez6pontjat, amely egyben az e kor kozéppontja is. Az A,
O, X, Y, F pontok a haromszog Feuerbach-koérén vannak; mivel OAF < = 90°,
az OF szakasz a Feuerbach-kornek datméréje; ezért OX F<t = OY F< = 90°. Més
szoval, a k kor FFX és FY sugarai merdlegesek az e kor OX, illetve OY sugaraira;
a k és az e kor tényleg merdlegesen metszi egymast.
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A d(K, X) ellen6rzéséhez azt hasznaljuk fel, hogy a BCK héromszog hasonld
a BKA, a BCX pedig hasonlé a BV A haromszoghoz:

BK-XC _BK XC_BA AV AV
BX -KC KC BX AK BA AK’
BK - XC AV

A B, C és X, Y pontok szerepének felcserélésével ugyanigy igazolhaté, hogy
d(K,)Y)=d(K,V).

Az (la), (1b) tavolsdg-definicick kovetkezménye, hogy a korivnek vagy ép-
pen szakasznak latszé ,szakaszok” hiperbolikus hossza csupan a modell hataratol
mért tavolsdgok ardanyatol fiigg; ha a félsikmodellt felnagyitjuk, vagy lekicsinyitjiik,
ugyanezt a modellt kapjuk vissza.

A 4. abran jra lerajzoltam az eléz6 részben mar latott csempézést, de most
a félsikmodellben: a csempék olyan egybevagd szabdlyos 6tszogek, amelyeknek
mindegyik szoge derékszog, és a beirt koriik is ,,ugyanakkora”, csak a hatarhoz
kozelebbi koroket aranyosan kisebbnek kell rajzolnunk.

Allandé tavolsagi gorbeparok a félsikmodellben

Ahogy igértem, vonatsineket fogunk keresni a félsikmodellben.

Koncentrikus koérsk

Az euklideszi geometridban meg-
szokott parhuzamos egyenesparok itt
nem léteznek; a legkézenfekvobb példa
allandé tavolsagu gorbeparra két , kon-
centrikus” ,kor”. A , koncentrikust” ter-
mészetesen ugy értjiik, hogy a két , kor”
hiperbolikus ,kozéppontja” ugyanaz.
Az 5. dbrdan a ky és a ko kor kozos ,,ko-
zéppontja” a K pont, és a mindkettot
érint6 korok ,,ugyanakkorak”.
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Tekintsiink egy tetszoleges, K-n atmend e ,egyenest”’, amely a modellben egy
O kozéppontu félkornek latszik. Az e egyenes” mindkét kort merSlegesen metszi,
ezért az O pontot a metszéspontokkal 6sszekoto szakaszok érintik a koroket. Ezek
a szakaszok az e félkornek sugarai, tehat egyenld hossziak; emiatt az O pont
hatvanya a két korvonalra ugyanakkora. Ebbol lathatjuk, hogy a ,koncentrikus”
korok hatvanyvonala a félsikmodell hataregyenese.

Hiperciklusok

Ha egy e ,egyenes” két végét egy (a félkortél kiilonbozd) h korivvel dsszekotjiik,
egy nagyon érdekes gorbét kapunk a hiperbolikus geometriankban. Ennek a h
gorbének minden pontja ugyanakkora ,tavolsagban” van az e-t6l. Ezért szoktak
a h gorbét ,tavolsaggorbének” is nevezni; mi az elterjedtebb ,hiperciklus” nevet
fogjuk hasznalni.

Ha ugyanazzal a két végponttal nem egy, hanem két hiperciklust rajzolunk,
akkor az e-t6l mért ,tavolsdgokat” egyszertien Osszeadhatjuk vagy kivonhatjuk
(attdl fiiggéen, hogy az e-nek ugyanazon vagy pedig ellentétes oldaldn vannak),
ezért a két hiperciklus ,tavolsdga” is allandé.

A 6.a és a 6.b dbrdn kozos végpontu hiperciklusokat és ,egyeneseket” raj-
zoltam: a 6.b abrdn az egyik kozos végpont az idedlis pont. Vegyiik észre, hogy
a 6.a abran a hiperciklusoknak megfelel6 korivek hatvanyvonala ezittal is a félsik-
modell hatéra.

s\

6.a dbra 6.b abra

A szakirodalom az egyeneseket, vagyis az egyenesektél nulla tavolsdgban ha-
ladé gorbéket nem nevezi ,hiperciklusnak”. Mi viszont csupa olyan &llitast fogunk
megfogalmazni, amelyek hiperciklusokra és egyenesekre is érvényesek, ezért min-
denhol azt kellene irnunk, hogy ,hiperciklus vagy egyenes”. (Pl. ,Két, kizds vég-
ponti hiperciklus vagy egyenes tdvolsdga dllandd”.) Helyette inkdbb a ,hiperciklus”
fogalmaba specidlis esetként az egyeneseket is bele fogjuk érteni.

Most ellenérizziik, hogy két, azonos végponti hiperciklus (vagy ,egyenes”)
Ltavolsaga” tényleg allando, és a kozéjiik irhaté korok ,,ugyanakkorak”. Legyen a és b
két hiperciklus, amelyek kozos végpontjai A és B. Az AB szakasz felezomerdlegese
legyen f, jelolje f metszéspontjat a-val, b-vel és az AB egyenessel rendre U, V,
illetve F'. Az a-ra egy tetszéleges X pontjaban allitsunk egy merdleges e ,egyenest”,
ennek végpontjai legyenek C és D, metszéspontja b-vel Y, és az e félkor kozéppontja
legyen O. Azt fogjuk igazolni, hogy e és b is merélegesen metszik egymést, létezik
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egy k kor, amely az X és Y pontokban érinti az a, illetve a b gorbét, és d(X,Y) =
d(U,V) (7. dbra).

P
k
Y]
e
C 0 A D
7. dabra

Az O pontnak az a korivre vonatkozé hatvanyabél kapjuk, hogy OY? =
=0X?=0A-0B, igy az e félkér OY sugara érinti b-t. Tehdt az e ,egyenes”
a b hiperciklust is merdlegesen metszi. Az a k kor, amely az X és Y pontokban
érinti az OX és OY szakaszokat, érinti az a és b gorbéket is.

Sziikségiink lesz arra, hogy a C, X, U pontok, illetve a C,Y,V pontok is egy
egyenesre esnek. Legyen P az OY egyenes és a b koriv V-beli érintéjének met-
széspontja; mivel V' a b felezépontja, a PV egyenes parhuzamos az AB egyenessel.
Az OY C és a PY'V haromszog is egyenl6 szaru, igy OYC< =YCO< =YV P< =
= PYV <; ez mutatja, hogy a CY és az YV szakasz egymas meghosszabbitédsa.
Ugyanigy igazolhatjuk, hogy C, X és U egy egyenesen van.

A CDX és a CUF derékszogii haromszogek, tovabba a C'DY és a CVF
derékszogli haromszogek is hasonldk, ezért

CX-YD _CX YD _CF FV _FV
CY-XD XD CY FU CF FU’
CX-YD FV

Ez mutatja, hogy barmelyik X pontban ,ugyanakkora” kort lehet a két hiper-
ciklus kozé irni.

Horociklusok

A horociklusok (més néven paraciklusok) olyan, a félsikmodellben kérvonalnak
vagy egyenesnek latszé gorbék, amelyeknek egyetlen pontjuk van a modell hataran;
més széval, a hatdregyenest érinté korvonalak (8.a dbra), és a hataregyenessel par-
huzamos egyenesek (8.0 dbra). A 8.a dbran megfigyelhetjiik, hogy a kozos végponti
horociklusoknak megfelel6 korvonalak hatvanyvonala a kozos érinto, vagyis ismét
csak a félsikmodell hataregyenese.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/3 135



ia 2020.3.13 — 18:03 — 136. oldal — 8. lap KoMaL, 2020. mércius ﬂ;

RO

8.a dbra 8.b abra

A ko6z6s végpontu horocikluspédrokra is igaz, hogy a ,tavolsaguk” allando, avagy
a kozéjiik irt korok ,ugyanakkorak”. Ennek igazolasa a hiperciklusokra elmondott
gondolatmenet leegyszertisitésével torténhet: a kiilonbség annyi, hogy az A, B, D
pontok egybeesnek (9. dbra). Ennek részletes végiggondoldsit az Olvaséra hagyjuk.

9. dbra

A sokféle, korvonalnak 1atsz6 gorbét egy kozos rajzon mutatja a 10. dbra:

10. abra

Erintd koéros feladatok

A kimeritd el6késziiletek utdn nézziink példdkat arra, hogy sinpéarok kereszte-
z6déseibdl hogyan lehet feladatokat késziteni.
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Ali Khezeli megoldasa az olimpiai feladatjavaslatra

Az el6z6 részben latott olimpiai feladat javaslatra (11.a dbra) az irdni csapat
egyik megfigyelGje, Ali Khezeli mutatta nekem a kovetkezo megoldast.

11.a dbra 11.b abra

Tekintsiik a 11.a abrat egy félsikmodellbeli rajznak. Az as és az hiperciklu-
sok ,tavolsdga” ugyanakkora, mint a by és a by hiperciklusok ,tavolsaga”: a kozos
Ltavolsdg” a biasbsas tartoményba irt kor atmérgje”. Ugyanigy, az a; és ao hi-
perciklusok ,tavolsaga” ugyanakkora, mint a by és a bo hiperciklusok ,tavolsdga”,
tovabba az a; és as hiperciklusok ,tavolsaga” is ugyanakkora, mint a by és a bs hi-
perciklusok ,tavolsaga”. Tehdat az as és ags hiperciklusok ,tavolsaga” ugyanakkora,
mint a by és a bs hiperciklusok ,tavolsdga”, ezért az asbsasbs tartomanyba is kor
irhaté.

A megoldés altalanosabban is miikodik, példaul a 11.b dbrdn lathatd esetben.

Hiperciklusok egy kor kézéppontjan keresztiil

Eddig a kiilonb6z6 gorbeparok tavolsagat a kozéjiik irt korok atméroivel mér-
tiik meg. Megtehetjiik azonban azt is, hogy egy korhoz csak egy érint6 hiperciklust
rajzolunk, a masik hiperciklus a kor kézéppontjan megy at.

Legyen ABC hegyesszogli haromszog,
a magassagai AA;, BBy és CCy, az AA;
magassag és a BCy By C félkor metszéspont-
ja K. Huzzunk a B és a C pontbdl érinto-
ket az AB;Cy korhoz a haromszog belsejé-
ben, az érinto félegyenesek legyenek b és ¢
(12. dbra).

Ezeket a koroket és a K pontot mar
ismerjiik a 3. abrarol: az A1 A és a BC' hi-
perbolikus ,egyenes” is merdlegesen metszi
az AB1Cy kort, ezért K a kor ,kozéppont-
ja”. A BK és a b hiperciklus ,tavolsiaga”,
valamint a CK és a c¢ hiperciklus ,tavol-
sdga” is az AB1C; kor ,sugara”. Ezért a két hipercikluspar kozé kozos érinté kort
lehet {rni.

12. dabra

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/3 137



GF 2020.3.13 — 18:03 — 138. oldal — 10. lap KoMalL, 2020. méarcius %

— P

Tavolsagok Gsszeadasa

Ha ugyanazokkal a végpontokkal nem két, hanem harom hiperciklust rajzo-
lunk, a kozottiikk mért ,tavolsdgokat” osszeadhatjuk. A 18.a dbrdn az ay és as
hiperciklusok ,tavolsaga” a kozéjiik irt ko kor ,atméréje”, mig az as és az ,tavol-
saga” a ki ,atmérdje”’; az aq és az kozotti ,tavolsdg” a ketto Gsszege. Ugyanezt
az Osszeget kapjuk a by és by kozotti ,tavolsdgra” (csak forditott sorrendben), tehét
az a1bzasby négyszogbe is kort lehet irni. Ugyanez elmondhaté a 13.b dbran is.

13.b abra

Erinténégyszégek egy jellemzése

A félegyenesnek latsz6 hiperciklusok ,tavolsdga” konnyen felirhaté szogekkel.
Legyen a és b két hiperciklus, amelyek egyik végpontja O, a masik végpont az idedlis
pont, és metssziik el ezeket egy O kozéppontu félkorrel a 14.a dbra szerint. Az dbran
feltlintetett szogekkel, feltéve, hogy a < 3, az OX B egyenld szart haromszogbdl azt

kapjuk, hogy ABX < = %AOXQ = %, ezért % =tg %, és hasonl6éan % =tg g
Tehat az a és a b hiperciklus kozotti ,,tavolsag”
B
AY - XB tg 5
dX,)Y)=k-ln=—"" =k-In—2.
(X,Y) "AX VB Mgl

14.b dbra

Most tekintsiink két félegyenes-part, az a,b és ¢, d hiperciklusokat a 14.b dbra
szerint. A kozos érinté kor akkor és csak akkor létezik, ha az a és b ,tavolsaga”
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megegyezik ¢ és d ,tavolsagaval”, vagyis

B )
gy 185
a ol
g3 tgy

A feltétel akkor is érvényes marad, ha az a és a ¢ félegyenest az AC' egyenes
masik oldaldra rajzoljuk (15a. dbra). Az érinténégyszogeknek ezt a tulajdonsdgat
érdemes kiilon is kimondani és megtanulni:

D

15.a dbra 15.b dbra

Lemma. Legyen az ABCD konvexr négyszigben o« = CAB<, = DACK,
v=BCA< és§ = ACD<. Az ABCD négyszog akkor és csak akkor érinténégyszig,

ha 5 5
gy 185

a ol

tgg  tgy

A Lemma bizonyitdsat kezdjiikk a ,csak akkor” irdnnyal; tegyiik fel, hogy
ABCD érinténégyszog, a beirt kore k, az érintési pontok X, Y, Z és W a 15.b dbra
szerint. Az dltalanossag csorbuldsa nélkiil feltehetjiik, hogy S > «.

Tiikrozziik az AC atlora a B, X, Z pontokat és a k kornek az ABC' harom-
szogbe es6 vét; a titkorképeket jeldlje rendre B/, X', Z’, illetve k’. Az A pontbdl
a k-hoz és k'-hoz hiizott érintdk egyenldk, ezért az X X'Y kor kozéppontja A. Ha
az AC egyenesnek a D-vel azonos oldaléat a félsikmodellnek tekintjiik, akkor a k és
k' hiperciklusok ,,tdvolsiga”

B
t =
AX',Y)=k-n—2
83
Ugyanezt az A helyett a C ponttal is elmondhatjuk, és a k és k' hiperciklusok
Htavolsagara” igy azt kapjuk, hogy
tg g
d(Z' W)=k In—2.
tg 3
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A kétféle képlet 6sszehasonlitdasabdl

B J
65 _ 83
o ol
g5 tgl

A megforditdshoz most tegyiik fel, hogy ABCD nem érinténégyszog. Vegyiik
fel az AD félegyenesen azt a Dy pontot, amelyre ABC Dy érinténégyszog, és legyen
09 = ACDy<t # §. Az el6bbiek szerint

8 do 4
tg 5 _ tg 5 2 tg5
@ ol 7
g5  tgy  tgy
Feladatok

1. Feladatok szoveg nélkiil:

(K6MaL A. 621., 201/9) (IZhO 2014/4; Nairi
Sedrakyan feladata)

2. Az ABC'D konvex érinténégyszogbe irt kor kozéppontja I. Az AB és a DC
félegyenes az F pontban, az AD és a BC félegyenes a G pontban metszi egymast.
Legyen £ az a F, G fékuszu ellipszis, amely atmegy a B és D pontokon, és legyen
H az a F, G fékuszi hiperboladg, amely dtmegy az A és C' pontokon. Az £ és
‘H metszéspontjait jelolje P és (). Mutassuk meg, hogy a P, @ és I pontok egy
egyenesen vannak. (KsMaL A. 630., 2014. december)
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3. Adott az OA;A3A3 tetraéder mindegyik OA; élén egy B; belsé pont,
az OA; él A;-n tili meghosszabbitdsan pedig egy C; pont (i = 1,2, 3). Tegyiik fel,
hogy az OA;;1A;42 és B;A; 1A, sikok éltal hatdrolt hat lapu testbe, tovabba
az B;A; 11 Ao és C;A; 11 Ao sikok altal hatdrolt testbe is egy-egy gombot lehet
irni. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az OA;1A;2 és C;A; 11 A;12 sikok altal hatarolt
testbe is gombot lehet {rni. (KoMaL A. 547., 2011. november)

Koés Géza

-

Monoton leképezések fixpontjai I.

A KoMalL egy régi szdma pontverseny kiviili problémaként kozolte a Knaster—
Tarski-féle fixponttételt. Cikkiinkben els6ként folidézziik a problémét, majd
bemutatjuk egyik legfontosabb, halmazelmélethez kot6dé alkalmazédsat. Ez-
altal egyben bepillantast kivanunk adni a szdmossagaritmetika lenytigézéen
szép, meglepetésekkel teli vildgaba is.

1. Bevezetés

A magyar matematikatanitas méltan hires arrdl, hogy az aktudlis kutatasi ira-
nyokat igen gyakran a versenyfeladatok szintjén igyekszik megjeleniteni. Jol tiikro-
zik ezt az elvet a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok problémai. Még a mult
is hozhat meglepetést! Kiilondsen, amikor egy olyan, régen kit{izott feladattal ta-
lalkozunk, melyet az egyetemi katedra mindkét oldalanak kozonsége ismerosként
iidvozolhet. Ragyogd példa erre a P. 329 jelzésti pontversenyen kiviili probléma,
amelyet Szegedy Patrik megolddsdval egyiitt [2] az aldbbiakban kozliink.

P. 329. Egy X halmaz minden A részhalmazdhoz hozzdrendeliink egy F(A)
részhalmazt dgy, hogy ha A C B, akkor F(A) C F(B). Mutassuk meg, hogy van
olyan Hy C X részhalmaz, amelyre F(Hy) = Hy teljesiil.

Megoldas. Alljon a H halmazcsalad azokbdl a H C X halmazokbdl, melyekre
F(H)C H. Ez a H csaldd nem iires, mert X eleme, hiszen F(X) C X biztosan
teljesiil. Legyen a H-beli halmazok kozos része Hy. Mit tudunk az F'(Hy) halmazrél?

Ha H tetsz6leges H-beli halmaz, akkor Hy C H miatt fonndll, hogy F(Hy) C
C F(H). Ebbdl pedig F(H) C H alapjan (ez volt a H-beli halmazok definidlé tu-
lajdonsdga) F(Hy) C H kovetkezik. Tehdt az F'(Hp) halmazt minden H-beli hal-
maz tartalmazza, gy metszetiik, Hy is: F'(Hy) C Hy. Ugyanakkor F(Hy) C Hp-bél
F(F(Hy)) C F(Hy) adédik, tehét (definici6 szerint) az F(Ho) halmaz H-beli. A Hy

A cikk a Bolyai Janos Kutatési Osztondij, az Emberi Eréforrdsok Minisztériuma
UNKP-18-2 és az Innovaciés és Technolégiai Minisztérium UNKP-19-4 kédszamu Uj
Nemzeti Kivalosdg Programjanak tdmogatasaval késziilt.
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minden H-beli halmaznak része, igy Hy C F(Hy). Ezt az elébbi F(Hy) C Hy ered-
ményiinkkel dsszevetve F'(Hp) = Hy, ami azt jelenti, hogy a keresett részhalmazt
megtalaltuk. O

Adott X halmaz esetén jelolje (X)) az X osszes részhalmazainak halmazét,
masképpen mondva: hatvdnyhalmazdt. Azt mondjuk, hogy az F': 2 (X) - 2(X)
leképezés monoton, ha megérzi a tartalmazast, vagyis A C B C X esetén F(A) C
C F(B) is teljesiil. Az F' leképezésnek H C X fizpontja, ha F(H) = H. Ezekkel
az elnevezésekkel a P. 329 probléma tomoren igy is megfogalmazhato:

Tétel. Adott hatvanyhalmaz barmely monoton leképezésének létezik fixpontja.

Ez az allitas el6szor a Lengyel Matematikai Tarsulat Varséi Részlegének iilésén
hangzott el 1927-ben, és azota Knaster—Tarski-féle fixponttételként szokds hivatkoz-
ni [1]. Kés6bb, az eredetileg Knaster altal eldadott eredményt Tarski [3] fejlesztette
tovabb, szdmos meglepd és hatékony alkalmazdst adva a halmazelmélet, logika,
absztrakt algebra és valds fiiggvénytan terén. Manapsag tgy tekintiink Knaster
és Tarski eredményére, mint a monoton leképezések fixpontelméletének els6 zsen-
géjére.

A Knaster—Tarski-féle fixponttételnek mar az eredeti valtozata is jelentés al-
kalmazdsokkal bir. Az egyik legfontosabb a szdmossdgaritmetika terén Schroder—
Bernstein-tételként ismert allitas. F6 célunk ezt, és ennek néhany kovetkezményét
bemutatni, és egytuttal rovid barangolast tenni a szamossagok meglepo és izgalmas
birodalmaba.

2. A szamossagaritmetika alapjai

Azt mondjuk, hogy két halmaz egyenld szdmossdgi, vagy méasképpen: ekviva-
lens, ha létezik kozottiik egy bijekcid, azaz kolcsonosen egyértelmii leképezés. Ha A
és B ekvivalens halmazok, akkor ezt az A ~ B médon jeldljiik. A halmazok ekviva-
lencidja egyfajta ,,szamolas” szamfogalom nélkiil. Birtokdban nemcsak a halmazok
elemszam szerinti egyenléségét értelmezhetjiik, hanem a végtelen halmaz fogalmat
is bevezethetjiik. Egy halmaz végtelen, ha 1étezik 6nmagaval ekvivalens valédi rész-
halmaza. Eszerint a pozitiv egészek N halmaza végtelen, hiszen a ¢(n) =n+1
médon értelmezett leképezés bijektiven hat N és N\ {1} kozott. A pozitiv egé-
szek halmazaval ekvivalens halmazok a megszdmldlhatoan végtelen halmazok. Igen
egyszerten nyerjiikk példaul, hogy az egész szamok Z halmaza megszamlalhatéan
végtelen. Ehhez elegendd csupéan a

20k —1), hakeN

p(k) =
1-2k, hakeZ\N

moédon értelmezett, ¢ : Z — N bijektiv leképezést tekinteni. Tehdt a Z ~ N &llitas
kozvetleniil, definicié szerint igazolhato.

Az ekvivalencia kozvetlen ellenérzése azonban &ltaldban nehéz, igy egy ha-
tékonyabb maddszer kidolgozéasa sziikséges. Ehhez elsoként bevezetjiik az injektiv
leképezés fogalmét. A ¢ : A — B leképezés injektiv, ha p(a) = ¢(a*) esetén a = a*
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kovetkezik. Ha létezik ilyen injektiv leképezés, akkor az A halmazt kisebb vagy
eqyenld szamossdgiunak nevezzitk a B halmaznél. Ezt jelolésben az A < B mddon
fejezziik Kki.

Nyilvanvaléan minden bijekcié inverzével egyiitt injektiv, tehat ha két halmaz
ekvivalens, akkor barmelyik kisebb vagy egyenld szamossagu a méasiknal. Jelolések-
kel élve, ha A ~ B, akkor A < B és B < A teljesiil. Ennek az észrevételnek a meg-
forditasa is érvényes, amelyet a Schroder—Bernstein-tétel fogalmaz meg. Az allitas
leképezések nyelvén igy szél: Ha egy halmaz injektiven képezhetd egy mdsikba és
a masik az eqyikbe, akkor létezik koztiik bijekcid is. A bizonyitas a Knaster—Tarski-
féle fixponttételre tamaszkodik. Miel6tt a részletekre térnénk, sziikségiink lesz a ko-
vetkezékre. Ha a H részhalmaza egy X alaphalmaznak, és f : X — X egy fliggvény,
akkor a H halmaz f altali képét a szokdsos f(H) := {f(x) | z € H} mddon értel-
mezziik. Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy A C B esetén f(A) C f(B) is fennall.
Masképpen fogalmazva, az Fy(H) := f(H) elbirdssal adott Fy: P(X) — P(X)
leképezés monoton.

Tétel. Ho A< B és B <X A, akkor A ~ B.

Bizonyitas. Az A <X B és B =< A feltételek miatt léteznek ¢ : A — B és
1 : B — A injektiv fliggvények. Célunk annak igazolasa, hogy ekkor bijekcié is
létezik a két halmaz kozott. Ehhez az A és B halmazokat fogjuk alkalmas médon
két-két diszjunkt részre bontani ¢ és ¢ segitségével:

c 4 D

F E

Legyen C C A tetszlleges, és tekintsiik a D := ¢(C') halmazt. Ekkor nyilvan
¢ bijektiven hat C' és D kozott. Legyen most E := B\ D, valamint F := ¢(E).
Vildgos, hogy ekkor ¢ bijektiv E és F kozott. Ha még rdadédsul az is kideriilne,
hogy C és I diszjunktak és az unigjuk A, akkor az

ha z € C,
Y~ 1(x), hazxeF

modon adott f: A — B fliggvény joldefinialt és bijektiv. Kérdés tehat, hogy létezik-
e ilyen valasztds C-re. Az E, F', D halmazok értelmezését szem el6tt tartva tehat
azt varjuk el, hogy

C = A\F = A\y(E) = A\ (B \ D) = A\ (B ¢(C))
teljesiiljon. Ertelmezziik a T : P(A) — P(A) leképezést ez utébbi taggal, azaz

legyen C' C A esetén
T(C) = A\p(B\ ¢(C)).
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Egyszeriien meggy6zédhetiink arrdl, hogy T" monoton leképezés. Ezért a Knaster—
Tarski fixponttétel értelmében valéban létezik olyan C, hogy T(C) = C. O

Ezt az allitast els6ként Cantor fogalmazta meg bizonyitas nélkiil 1887-ben. Még
ugyanebben az évben Dedekind elemi bizonyitast taldlt, amit nem publikalt, st
Cantort sem értesitette eredményérsl. Késobb 1897-ben, az akkor 19 éves hallgatd,
Bernstein bemutatta bizonyitasat Cantor egyetemi szeminariuméan. Bernsteintol
fiiggetleniil, ugyancsak 1897-ben Schroder is kozolte bizonyitasat, amirél késébb
kidertilt, hogy hibés.

A Schroder—Bernstein-tétel segitségével egyszertien kapjuk, hogy a racionalis
szamok Q halmaza megszamlalhatéan végtelen. Elsoként azt érdemes megmutat-
ni, hogy N x N ~ N. Azonnal 1ldthat6, hogy az n — (n,n) leképezés injektiv, azaz
N <X N x N. Elegend6 tehat csupan egy ¢ : N x N — N injektiv leképezést megad-
nunk. Legyen

p(n,m) :=2"-3™M.

Ha most ¢(n,m) = ¢(k,1), akkor definicié szerint 2" - 3™ = 2 . 3!: az egyértelmii
primfaktorizacié tétele miatt ebbdl n =k és m =1 kovetkezik. Tehat (n,m) =
= (k, 1), ami pontosan ¢ injektivitdsit mutatja. Ennek mintdjara az is igazolhato,
hogy Z x N ~ N. Végezetiil, a Q ~ N allitas ebbdl mar kovetkezik, hiszen minden
racionalis szam egyértelmiien el6all egy, tovabb méar nem egyszerilisitheto egész és
természetes szam hdnyadosaként.

Az N x N ~ N igazolasa torténhet a jol ismert ,,atlés bejarassal”, ami kozvet-
leniil bijekciét eredményez a széban forgé halmazok kozott. Azonban végképp ol
kell adnunk a kozvetlen mddszert, ha a |0, 1] intervallum szdmossagat egy hatvény-
halmaz szamossagaval akarjuk kifejezni:

Tétel. 2(N) ~ 0, 1[.

Bizonyitas. Els6ként azt igazoljuk, hogy létezik egy ¢ : P (N) —]0,1] in-
jektiv leképezés. Legyen A C N tetszéleges, nemiires halmaz. Ertelmezziik az (a,,)
sorozatot és ennek birtokaban az x valés szamot az alabbiak szerint:

0, han¢ A,

ay = illetve r =0,a1az%a3 ...

1, haneA;

Vildgos, hogy az A halmaz egyértelmiien meghatdrozza az (a,,) sorozatot, e soro-
zat pedig az x valds szdmot. Nyilvanvald az is, hogy = € ]0, 1[. Legyen p(A) := =z,
s tegyiik fel, hogy ¢(B) = z szintén fenndll. Az (a,,) definicidja miatt ez azt jelenti,
hogy minden n € N esetén n € A pontosan akkor teljesiil, ha n € B. fgy A =B,
ami pedig a ¢ injektivitdsat adja. Ha A = (), akkor legyen ¢(A) := 0,2; ezzel a ki-
terjesztéssel ¢ tovabbra is injektiv.

Most azt igazoljuk, hogy létezik egy v : |0, 1] — P (N) injektiv leképezés. Le-
gyen x € ]0,1[, s legyen (x,) az z tizedesjegyeinek sorozata. Ertelmezziik ekkor
a 1(z) halmazt a

Y(x) ={10(n — 1)+ z, + 1 |n € N}
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eldirassal. Nyilvédn ¢(z) C N, tehédt ¢ : ]0,1[ — Z(N). Legyen y € 10, 1], jelolje (y,)
az y tizedesjegyeinek sorozatét. Ekkor a ¢ (y) halmaz
U(y) = {10(m — 1) + ypn + 1| m € N}

alaku. Tegyiik fel, hogy v (z) = ¢ (y). Két halmaz pontosan akkor egyenld, ha elemei
ugyanazok, igy minden n € N esetén talalhaté olyan m € N, hogy
100n—1)+z, +1=10(m — 1) + Y + 1.
Ha itt n < m teljesiil, akkor n < m — 1 is fonnall. Folhasznélva azt is, hogy =, <9
és ym = 0, kapjuk, hogy
10(n —1) + 2, +1 < 10(m —2) + 2, + 1,
=10(m—1)+x, — 9,
10(m — 1) < 10(m — 1) 4+ ym + 1,
ami ellentmondds. Az m < n eset ugyanigy kizarhaté. Tehat m = n, amibdl pedig

T, = yn kovetkezik. Ez azt mutatja, hogy x és y tizedestort alakja azonos. Mivel
a tizedestort alak egyértelm, ezért x = y. Vagyis 1 injektiv.

Az eddigieket 6sszefoglalva megdllapithatjuk, hogy Z(N) <10, 1] és |0, 1]
=< P(N) egyszerre teljesiilnek. Igy a Schroder-Bernstein-tétel fényében ]0,1[
~ Z(N) is fonnall.

02 Ik

Vildgos, hogy a ]0, 1] intervallum, s ennélfogva Z(N) is végtelen halmaz. Fol-
meriil a kérdés, hogy ez a kizos szamossdg milyen kapcsolatban 4ll a megszamlal-
hatéan végtelennel. Cantor aldbbi tétele ennél sokkal altalanosabb kérdést valaszol
meg: a hatvanyhalmaz szamossaga mindig szigorian nagyobb a halmaz szamossé-
ganal.

Tétel. A < P(A).

Bizonyitds. Ha A = (), akkor az allitds nyilvanvald, hiszen ekkor Z(A) = {0}
nem iires. Foltehetd, hogy A nem iires. Nyilvin Z(A) egyelem(l részhalmazai
és A elemei kolesonosen egyértelmiien megfelelnek egymdsnak, tehat A < Z(A).
Indirekt mddon tegyiik fel, hogy létezik egy ¢ : A — Z?(A) bijekcié. Legyen ekkor

B={acAla¢pla)}.

Mivel ¢ bijektiv, ezért van olyan b € A, hogy ¢(b) = B. Ha most b € B, akkor ez
azt jelenti, hogy b ¢ p(b) teljesiil. Azonban ¢(b) = B, ami ellentmondds. Ha b ¢ B,
akkor ebbél b ¢ (b), azaz b € B adddik, ami szintén ellentmondas. O

A Z(N) halmazzal ekvivalens halmazokat kontinuum szdmossdginak nevez-
ziik. Megmutathato, hogy barmely intervallum, az irracionalis szamok halmaza,
vagy a valds szamok halmaza kontinuum szamossagu. fgy, a szamhalmazok korében
a kontinuum a legnagyobb eléfordulé szamossédg, hiszen a fontiek szerint a konti-
nuum a megszamlalhaté végtelennél  nagyobb” végtelen. Azonban Cantor tételé-
bol ennél jéval tobb kovetkezik. Minden szdmossagndl létezik nagyobb szamossag)!
Jogosan mondhatjuk tehat: ez azért mar mégiscsak tobb a soknal ...
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Bessenyei Mihaly és Pénzes Evelin

Debrecen
Gyakorlé feladatsor
i emelt szintli matematika érettségire
I. rész

1. a) Oldjuk meg a valds szédmok halmazén a kovetkezd egyenletet:
22— 14 =222 +1. (6 pont)

b) Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kovetkezé egyenletrendszert:

222y 1
224y 2
2
1227y 1 (7 pont)
22+3y b

2. a) Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkezd egyenletet:
4% +4.27" =5. (6 pont)

b) Oldjuk meg a valds szdmok halmazan a kovetkezd egyenletet:

6

sin® 2 4 cos® 2 = —2 + 3 cos 2z. (7 pont)

3. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazén a kovetkez6 egyenletet:

3 4 log, (x +1)°

1 =
+ logy (2?2 — 62 4+ 13)  logy(x + 1) 2

(8 pont)

b) Egy szabalyos dobdkockét hatvanszor feldobva 15 esetben kaptunk hatost.
Ezt a kisérletet egymaés utan tobbszor elvégezve mindig ehhez hasonld eredményre
jutunk. Emiatt ugy sejtjiik, hogy a dobdkocka ,cinkelt”, azaz a hatos megnovelt
valdszintiséggel bir. Mekkora ez a valdszintiség, ha minden 60-as sorozat esetén 15
lett a kapott érték (azaz vérhaté érték 15)? (4 pont)
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4. a) Egy nem &llandé szdmtani sorozat elsd, médsodik és negyedik eleméhez
rendre 1-et adunk, igy egy mértani sorozat mésodik, harmadik és negyedik elemét
kapjuk. A mértani sorozat els6, masodik és harmadik elemének az 6sszege 7. Mennyi
a szamtani sorozat 1010-edik eleme? (6 pont)

b) Adott a kovetkezd sorozat:

ay =1; pt1 =3 an+1(n>1).
Adjuk meg a sorozat 2020-adik tagjét. (7 pont)
II. rész

5. a) Legyen a és b nemnegativ valés szdm. Bizonyitsuk be, hogy

(a+1)(b+1)

0<
a2+ b2 42

<L

[rhatunk-e a nulla helyett néla nagyobb szdmot? (9 pont)

b) Egy feliil nyitott fémdobozt lemezbél &llitunk el ugy, hogy az 1. dbrdn
lathato médon kivagunk, majd dsszehajtogatunk egy ilyen alakot.

( ()

1. dbra 2. abra

QO

A kivagast egy 30 cm-es széles fémszalaghbdl végezziik gy, hogy 2 ilyen mintét
forditunk egymassal szembe a 2. dbra szerint. Hogyan valasszuk meg a méreteket,
hogy a kikeriil6 fémdoboz a lehetd legnagyobb térfogati legyen? (7 pont)

6. a) Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, mely egyidejiileg érintik
az y = 2 és y = —x2 + 4z — 2 paraboldkat. (9 pont)

b) A magyar GugLi Kft. egy emblémét
tervez a székhazuk elé, amely egy félbevagott
gomb és egy kup Osszetételébdl all. Az emb-
lémanak fiiggdlegesen a negyede ki van vagva
ugy, hogy a két vigdsik az embléma fiiggéle-

ges tengelye mentén metszi egymést. Az emb-
léma keresztmetszete és a fiiggbleges metszete
az dbrdn lathato.
A kip magassdga éppen a félbevigott gomb sugaranak a kétszerese. Betonbdl
szeretnék elkészittetni majd lefesteni a 1,5 m magassigira tervezett emblémét.
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— Mennyi beton sziikséges az elkészitéséhez, ha az elkészités folyaman 15%
veszteséggel szamolhatunk?
— Mekkora lesz az elkésziilt embléma tomege?

— Hany m?-re elegendd festéket kell beszerezniiik, ha az idéjaras ellen harom-
szor szeretnék lefesteni és a festés sordn keletkezd veszteség 5%7 (7 pont)

7. a) 18 tudds e-mail segitségével tartja a kapcsolatot a vildgban. Barmely
két tudds egymassal angol, német vagy orosz nyelven levelezik, mindig ugyanazt
a nyelvet haszndljdk egymas kozott. Tudjuk, hogy nincs hdrom olyan tudéds, aki
egymdas kozott angol, vagy orosz nyelvet hasznél. Bizonyitsuk be, hogy létezik
kozottitk hdarom, akik egyméssal németiil leveleznek. (9 pont)

b) Aladér négyjegyii szdmokat ir fel egy papirlapra, melyek csak az 1; 2; 3
és 4 szdmjegyeket tartalmazhatjdk (lehet ismétlédés, nem kell minden szdmjegyet
felhaszndlni minden négyjegy(i szdamban). Figyel arra, hogy 1l-es utdn csak 4-es,
paros szamjegy utan csak paratlan jegy kovetkezhet. Hanyféle szamot tud lefrni

igy? (7 pont)
8. a) Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a pozitiv egészek halmazén:
2 (zyy) + 17 - [z3y] = 257,

ahol a ,kerek” zaréjel a két szam legnagyobb kozos osztojat, a ,szogletes” zardjel
pedig a legkisebb kozos tobbszorosét jeloli. (9 pont)

b) Egy szimmetrikus trapéz parhuzamos oldalai 2 és 14, szarai 10 egység
hossziak. Meghuzzuk a belsé szogeinek szogfelezojét, amelyek egy négyszoget zar-
nak be. Amennyiben ennek a négyszognek létezik a beirt és koriilirt koére, mekkora
ezen korok sugara? (7 pont)

A 9. a) Bizonyitsuk be, hogy
1-242-34+...4n-(n+1)=

_n-(n+1)-(n+2)
3 )

ahol n € NT. (8 pont)

b) Adott egy olyan hurnégyszog, ami
egyben érinténégyszog is.

Az dbrdn jeldltiikk az érintési ponto-
kat. Bizonyitsuk be, hogy az EG és FH
C szakaszok merolegesek egymasra.

(8 pont)

Szoldatics Jozsef
Budapest
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Végeredmények a 2020/2. szdm emelt szinti
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert az egész szdmpdrok halmazdn:

9% . 3Y =81,
(11 pont)
6z 4 6y + Sy = 0.

Megoldas. x = —1, y = 6.

2. A miskolci pdlyaudvar utaselldato biféjének ajtajin a kovetkezd tajékoztato
szoveq olvashato:

Nyitva tartds 03.30-23.30.
Miiszakatadas miatt 07.30—08.30 és 19.30-20.30 kozott zarval

a) Mekkora eséllyel taldljuk nyitva a bifét, ha reggel 7 és este 9 kizott vélet-
lenszertiien érkezink a bejdratihoz?

b) Egy vargabélest vasdroltunk 200 Ft-ért. A pénzt pontosan kiszdmolva adtuk
at a pénztdrosnak. Hdanyféleképpen tehettiik ezt meg, ha 20 Ft-osndl kisebb cimletet
nem adtunk, és a sorrend nem szdmit?

¢) Az utanunk kévetkezd vdsdrld harom péksiiteményt szeretne venni, a kindlat:
dids burkifli, izes levél, turds taska, meggyes rétes és kakaos csiga. Mekkora eséllyel
talaljuk el, hogy mit fog vdsdrolni, ha azt feltételezziik, hogy mindegyik valasztisanak
ugyanannyi az esélye? (12 pont)
Megoldas. a) g; b) hétféleképpen; c) %

3. Az abran egy eqység oldali négyzet, annak beirt kore,

oldalfelezé pontjai dltal meghatdrozott négyzet és annak is a be-
irt kore lathato.
a) Hdny szdzalékdt szineztiik ekkor szirkére a nagy négy-
zetnek? K /

b) Ismételjiik meg ezt az eljdrdst végtelen sokszor. Hdny
szazalékat szineztik igy sziirkére a nagy négyzetnek? (14 pont)

Megoldas. a) Kb. 32,2%-a; b) kb. 42,9%-a.

4. Eqgy 30 fds osztdlybol hanyféle kilonbozé mddon dllithatunk dssze

a) egy dtfés csoportot; (2 pont)

b) egy legfeljebb dt-, de legaldbb kétfés csoportot; (4 pont)

¢) eqy dtfés csoportot, ha az osztdly didkbizottsdag elnokének mindenképp benne

kell lennie; (4 pont)
d) egy tfés csoportot, akik kozil eqy embert csoportvezetének jelolink ki?

(4 pont)
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Megoldas. a) 142 506; b) 174 406; ¢) 23751; d) 712 530.

II. rész

5. Adott a [0;9] intervallumon értelmezett f(x) = 2\/x fiigguény.

a) Egy szabdlyos hdromszdg egyik csicsa az origd, eqy mdsik csicsa az x ten-
gelyre, a harmadik csicsa pedig az f(x) figguény gorbéjére illeszkedik. Mekkora
e hdaromszog teriilete?

b) Egy téglalap egyik oldala az x tengelyre, eqy mdsik oldala az x =9 egyenesre,
egy cstcsa pedig az f(x) figguény gorbéjére illeszkedik. Hatdrozzuk meg a legnagyobb
ilyen téglalap teriiletét.

¢) Az f(x) figgvénygirbe és az x tengely kozdtti teriletet az x = a egyenes
felezi. Hatdrozzuk meg az a paraméter értékét. (16 pont)

Megoldas. a) ~ 3,08; b) 121/3; ¢) ~ 5,67.

6. Egy hdromszig csucsainak koordindtdi: A(—7;—2), B(11;-2), C(—1;10).

a) Adjuk meg a hdromszég mindhdrom csucsdtdl egyenld tdvolsdgra taldlhatd
K pont koordinatdit.

b) Adjuk meg a hdromszig M magassdgpontjinak koordindtdit.

¢) Igazoljuk szamitdssal, hogy az ABC hdromszdgben az S silypont harmadolja
az MK szakaszt. (16 pont)

Megoldas. a) K(2;1); b) M(—1;4).

7. a) Két pozitiv egész szam kibének kiilonbsége 169. Melyek ezek a szamok?

b) Bizonyitsuk be, hogy ha eqy pozitiv természetes szdm todik hatvanydbdl ki-
vonjuk magdt a szamot, a kiilonbség minden esetben oszthato lesz a hdrom legkisebb
pozitiv primszdmmal. (16 pont)

Megoldas. a) 8 és 7.

8. Egy hadz tizfala eqy négyzetbdl és eqy szabdlyos hdrom-
s20gbél dall. A falat két szinnel szeretnék vakolni. A két rész ko-
z0tt a hatdrvonal eqy parabola lesz, amit a mellékelt abra mutat.
A hdziko parabola feletti részét vilagosabbra, a tobbit sitétebbre
vakoljak. A feliilet hdny szdzaléka lesz sotétebb darnyalatu?

(16 pont)

/ Megoldas. Kb. 33,2%-a.

150 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/3



GF 2020.3.13 — 18:03 — 151. oldal — 23. lap KoMalL, 2020. méarcius %

— P

9. Van hatféle szamkdrtyank, mindegyikbdl 1-1 darab: 1, 2, 3, 4, 5, 6. A kdr-
tyakat véletlenszerien sorba rendezve hatjeqyi szamokat képeziink.

a) Igazoljuk, hogy % annak a valosziniisége, hogy az igy kapott szdm oszthato
lesz 12-vel.

b) Hatdrozzuk meg annak a valdszinidségét, hogy az igy kapott szam a 6-0s
szamjeggyel kezdddik, feltéve, hogy 12-vel oszthato.

¢) Egy papirlapra felirjuk a szamkdrtyakbdl képezhetd dsszes lehetséges hatjegyd
szamot.

Hatdrozzuk meg a papirlapra felirt szamok medidanjadt. (16 pont)
Megoldas. b) £; c) 388 888,5.
L1

Részletesebb megoldds a Matematika érettségi emelt szinten cimi konyv-
ben taldlhatd, amely megrendelhet a KoMaL honlapjan. A konyv 24 gyakorld
feladatsort tartalmaz a megolddsokkal egyiitt.

Osszedllitottas
Szamado Laszlé
Budapest

C gyakorlatok megoldasa

C. 1528. Milyen pozitiv egész szdmot jelolhet n, ha tudjuk, hogy az n3 szdm
utolsé hdrom szamjeqyét letorolve az n szdmot kapjuk vissza?

Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)

Megoldas. Vizsgaljuk meg, mit kapunk n = 100, illetve n = 9 esetén.

Ha n = 100, akkor n® = 1000000, vagyis az utols6 3 szadmjegyet letorolve
1000-et kapunk. Ebb6l az kovetkezik, hogy n egy-, vagy kétszdmjegy(i, mert ha
hérom-, vagy tobbjegyti lenne, akkor n? négy vagy tobb szdmjeggyel tobbet tartal-
mazna, mint az n szam.

Ha n = 9, akkor n® = 729, ebbdl pedig nem lehet harom szamjegyet letorolni
gy, hogy maradjon egy n szdm.

Tehdt n kétszamjegyt kell, hogy legyen. Ekkor n3 szdmjegyeinek szdma ot,
hiszen igy lesz az utolsé harom szdmjegy letorlésével kapott szam kétszamjegyti.
Jelolje az n tizes helyiértékén all6 szamjegyet a, az egyes helyiértékén allot pedig b.
Ekkor arra kell térekedniink, hogy n® tizezres helyiértékén a, ezres helyiértékén
pedig b alljon.
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Mivel 1000 = ab000 és 1100n = ab000 + ab00, ez csak tgy érheto el, ha 1000 <
< n? < 1100, hiszen méas esetben vagy nem a lesz a tizezres helyiértéken, vagy nem
b lesz az ezres helyiértéken. Csak két pozitiv egész szdmnak esik a négyzete 1000
és 1100 kozé. Bz a két szam a 32 és a 33: 322 = 1024 és 332 = 1089.

323 = 32768, az utolsé harom szamjegyet letérolve 32-t kapunk. Tehédt n = 32
megoldas.

332 = 35937, az utolsé harom szamjegyet letérolve 35-6t kapunk, igy ez nem
megoldas.

Tehat az n csak a 32-t jelolheti.

Magerusz Addm (Miskolei Herman Otté Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. A legtobben a honlapon olvashaté megoldéds gondolatmenetét kovették:
A kitorolt hdromjegyti szdmot abe-vel jelolve 1000n = n® — abc, amibél n(n? — 1000) =
= abc > 0, vagyis n > /1000, és innen mar levezetheté a megoldas.

239 dolgozat érkezett. 5 pontos 80, 4 pontos 49, 3 pontos 22, 2 pontos 25, kevesebb
tovabbi 63 tanulé dolgozata.

C. 1557. A kétjegyi pozitiv egész szamok kozil kettdt véletlenszeriien kivd-
lasztva mi annak a valdsziniisége, hogy a két szamnak van kézos szamjegye?

I. megoldas. Osszesen (920) = &289 =9-5-89 = 4005-féleképpen valasztha-
tunk ki 2 szamot a 90 darab kétjegyi szam koziil.

A jo6 lehetOségeket szamoljuk Gssze aszerint, hogy a kozos szamjegy mi.

Ha a koz6s széamjegy 0, akkor a lehetséges szamok, amik koziil valasztottunk,
2 10,20, ...,90. Ez () = 36 eset.

Ha a koz0s szamjegy 1, akkor a lehetséges szamok, amik koziil valaszthatunk,
a 10,11,12,...,19;21,31,...,91. Vagyis 10 + 8 = 18 szambdl vélasztunk 2-t, amit
(128) = %17 =9 .17 = 153-féleképp tehetiink meg.

Ha a koz6s szamjegy 2, akkor a lehetséges szamok 20,21,22,...,29;12,32,...,
92. Ez szintén 18 szam, tehdt itt is (128) = 153-féleképp valaszthatunk.

Ugyanennyi eset van, ha a kozos szamjegy 3,4, ...,9.

Duplan szamoltuk azokat az eseteket, mikor a két kivédlasztott szam egymas
forditottja: ab és ba, ahol a két szamjegy kiilonbozé. Ilyen eset (g) = 36 van, hiszen
a kilenc szamjegybdl kettot valasztunk ki.

Tehat a jé lehetoségek szama:

364+9-153 -36 =9 - 153.

A kérdezett valésziniiség:

9-153 153
= ————=—~0,3438.
9-5-89 445 ’
Feczké Nora (Budapest, Budai Ciszterci Szent Imre Gimn., 10. évf.)
megoldasa alapjan

p
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IT. megoldas. Készitsiink egy grafot, amelynek a csticsai a kétjegyl pozitiv
egész szamok, és két cstes kozott akkor fusson él, ha a hozzajuk tartozé két szamnak
van kozos szamjegye. Ekkor a keresett valdszin{iség

élek szama
T
2
Most szamoljuk meg, hany éle van a grafunknak. Ehhez 3 tipusba osztjuk a csi-
csokat:

1. tipus: xx alaki csicsok (azonos szamjegyekbdl 4116 kétjegyti szdmok). Tlyen
alakt szambol 9 db van, és mindegyikbdl 17 él indul ki: az xy alaku cstucsokba,
ahol y # x tetszbleges szdmjegy (9 db) és az yx alaku csicsokba, ahol 0 # y # x
tetsz6leges szamjegy (8 db).

2. tipus: xy tipusu csucsok, ahol x,y killonbozd és y # 0 (és természetesen
x # 0, hiszen kétjegy(i szdmrol van sz6). Ilyen cstcsbdl 9-8 = 72 db van, mind-
egyikbol 33 él indul ki: az xz tipusi csicsokba, ahol z # y tetszlleges szamjegy
(9 db), a zx tipusiakba, ahol 0 # z # = tetszdleges szdmjegy (8 db), az yz ti-
pust csticsokba, ahol z # x tetszbleges szdmjegy (9 db) és a zy tipusiakba, ahol
z ¢ {0,z,y} tetszbleges szamjegy (7 db).

3. tipus: x0 alaki csicsok (ahol @ # 0, hiszen kétjegy(l szdmokat vizsgalunk).
9 db ilyen szam van, mindegyik 25 masik cstuccsal van Osszekotve: az y0 alaku
csticsokkal, ahol 0 # y # x tetszbleges szdmjegy (8 db), az xy alakiakkal, ahol 0 # y
tetsz6leges szamjegy (9 db) és az yx alakd szdmokkal, ahol 0 # y # x tetszéleges
szamjegy (8 db).

Azaz az élek szdma:

9-174+72-33+9-25

= 1377.
2
fgy a keresett valoszintiség
_ 1377 153
4005 445
Azaz % (= 0,3438) annak a valészintisége, hogy a véletlenszeriien kivélasztott

két szamnak van kozos szamjegye.

ITI. megoldis. Szamoljunk komplementer-médszerrel. Osszesen 90589 = 4005-
féleképpen valaszthatunk ki két kétjegyiu szamot. Ezek koziil valasszuk ki azokat
a parokat, amikben nincs kozos szamjegy. Négy esetet kiillonboztetiink meg.

1. eset. Mind a 4 jegy kiilonboz6, és nincs kozottiik 0. Ilyen esetbél 9876
van, mert minden jegynek kiilonboznie kell a tobbitél, és a két szamot felcserélve

is beleszamoltuk.

II. eset. Mind a 4 jegy kiilonb6z0, és van kozottiik 0. Ilyenbol 9 - 8 - 7 par van,
mert a 0 csak az egyesek helyén allhat, igy kilenc darab szam, a kerek tizesek, lehet
a par egyik tagja, a masik tag két szamjegye pedig a maradék szamjegyek koziil
szabadon valaszthaté.
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111 eset. A két szam koziil az egyik 11-gyel oszthatd. Ilyenbdl 9 -8 -8 van,
mert 9 darab 11-gyel oszthatd kétjegyli szam van, a mésik szam két jegye pedig
a maradék jegyek koziil vilaszthat6 (csak az els6 szédmjegy nem lehet 0).

1V. eset. Mindkét szdm 11-gyel oszthaté. 9 darab 11-gyel oszthaté szam van,
ezek koziil (3) = ZE-féleképpen valaszthatunk ki kettd killonbozot.

Az esetek kozott nincs atfedés, igy a keresett valésziniiség:

4005 — (2876 19.8.7+9-8-8+ 28)
4005 B

4005 — (1512 4504 4+ 576 4+ 36) 4005 — 2628 1377
o 4005 - 4005 T 4005

Hajés Baldzs (Budapest, ELTE Apéczai Csere Janos Gyak. Gimn., 9. évf.)
megoldasa alapjan

IV. megoldas. 90 darab kétjegyii pozitiv egész szam van. Ezek koziil kettot

(%) = 2289 — 4005-féleképpen lehet kivdlasztani.

A kidobom a rosszat” elv alapjan keressiik azokat a parokat, melyeknek nincs
kozos szamjegyiik. Ehhez vesziink egy szamot, és megnézziik, hany megfelel6 part
talalunk hozza.

Hérom eset van.

1. eset. A kétjegyii szam a0 alaki. Ekkor a szdmnak 8 - 8 = 64 olyan péarja van,
amellyel nincs k6zos szamjegye. Ilyen alaki szam 9 db van, tehét ebben az esetben
9-64 = 576 szampart talaltunk.

2. eset. A kétjegyl szam aa alaki. Ekkor a szamnak 8 -9 = 72 olyan parja
van, amellyel nincs k6z6s szamjegye, mivel a 0 nem allhat a tizes helyiértéken.
Ilyen alaki szam is 9 db van. Tehdt ebben az esetben 9 - 72 = 648 part talaltunk.

3. eset. A kétjegyii szdm ab alaki. Ekkor a szdmnak 7 -8 = 56 olyan pérja van,
amellyel nincs kozos szamjegye. Ilyen alakd szam 90 — 9 — 9 = 72 db van. Tehat

ebben az esetben 72 - 56 = 4032 part talaltunk.

Osszesen 206H648+4032 _ 9598 par van, mivel az Osszeszamolasnal mind-

egyik part kétszer szamoltuk. 4005 — 2628 = 1377 olyan par van, amelyben a két-
jegyl szamoknak van kozos szamjegye. Tehdt a kérdezett valdszintiség % ~
~ 34,38%.

Németh Mdté Eléd (Révai Miklés Gimndzium, Gy6r, 10. évf.)

Megjegyzések. 1. Sokan nem vették figyelembe, hogy a két szamot nyilvanvaléan
egyszerre valasztjuk ki, tehat nem lehetnek egyformak.

2. Sokan pedig gy tekintették, mintha egy szampart kétféleképpen is valaszthatnénk,
azaz az Osszes lehetGségek szamét sem, illetve a jé lehetoségek szamat sem osztottak 2-vel.
Ekkor ugyan a végeredmény végiil helyes, &am a gondolatmenetben van hiba.

3. Sok-sok apré hiba volt, ezért a sok hidnyos dolgozat.

252 dolgozat érkezett. 5 pontos 59, 4 pontos 53, 3 pontos 37, 2 pontos 27, 1 pontos 30,
0 pontos 42 dolgozat. Nem versenyszert 4 dolgozat.
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Matematika feladatok megoldasa

B. 5013. Az ABC hdromszog A-val szemkdzti hozzdirt kore az AC egyenest
a By pontban érinti, a BBy szakasz a hozzdirt kért Ba-ben metszi, és a hozzdirt
korhoz Ba-ben hizott érinté a BC oldalt Bs-ban metszi. Hasonléan, a hdromszog
beirt kore az AB oldalt a C1 pontban érinti, a CCy szakasz a beirt kort Co-ben
metszi, és a beirt korhoz Co-ben hiuzott érinté a BC oldalt a C3 pontban metszi.
Mutassuk meg, hogy BaBs = CyCs.

(6 pont)

Megoldéas. Az A-val szemkozti hozzdirt kor és a beirt kor érintsék a BC' ol-
dalt rendre az F és F pontokban. Legyen B1BC< = «a, EB1By<<t = . A B3EBo<
a hozzairt koron a BoFE ivhez tartozd érintOszaru keriileti szog, igy B3EBao<t =
= EB;By<t = 3, és hasonléan EByBs<t = f3. Igy BB3Ba<t = 23, ezért BByBs<t =
=180° — a — 26. Innen EByB1< = 180° — BBy B3<t — EByBs<t miatt EByB1 < =
= « + (8 adédik. Ez a hozzairt koron a rovidebb EB; ivhez tartozé keriileti szog,
ami egyenlé az ehhez az ivhez tartozd érintészart keriileti szogekkel, tehat
CEBi<=CBiE<=a+j, ésigy BiCE< = 180° — 2a — 2. Koénny 1atni azt is,
hogy BB1C< = EB1Ba<< + EB1C<a =3+ (a+ ) = a+ 20.
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frjuk fel ezutan a szinusztételt a BB Bs és a BC' By haromszogekre:

BBy  BB3  sin(180° —a —28)  sin(a+203)

BgE B BgBQ B sin « sin «v
BC  sin(a+28)
CB, sin «v
ezekbdl gfg = g—BCI, igy % = % = % +1= C?;ng +1, ezért (a szokdsos
jelolésekkel
BE —
ByBs = BsE — _ o=
BC 1 Gl
ChB; s—b

Hasonléan, legyen CoCCs3< = v, CC1F< = §. Ekkor a rovidebbik CoF' ivhez
tartozé érintOszara keriileti szogekként C3Co F'<t = C3FCo<t = 0, ezért CoC3C <1 =
= 26, igy CCyC3< = 180° — (’Y + 2(5),

C1CyF<1 = 180° — CCyF<t = 180° — (002034 + (5) =
=180° — (180° — (y +20) +6) =~ + 4.

Innen CyFCi<t = 180° — (’)/ + 2(5)7 BC1F<q=BFCi< =7+, tehat BC,C< =
=BC 1 F<1+§=v+26.

frjuk fel a szinusztételt, ezittal a CCoC3 és a C'C1 B haromszogekre:
CCs  sin(y +26) BC  sin(y 4 20)

CyCs siny ' BC,; sin -y
.., CC3 CC3  BC CF _ CCs3+CsF  CCs _ BC .
28t Gp = To0s — BOr OsF = (3P — GsF T1= Bo; T L gy
CF
0203 = CjF == T
BE 11
BCh
Tehat oF
s—c
CoCy = o = —o—— = B,By
+1 5+l
BC; s—b

Weisz Mdaté (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimn., 11. évf.)

12 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 9 versenyzé: Asztalos Adém, Beke Csongor,
Csaplar Viktor, Kovacs Tamds, Nagy Nandor, Rares Polenciuc, Tiderenczl Daniel,
Viérkonyi Zsombor, Weisz Maté. 1 pontos 1, 0 pontos 2 dolgozat.

B. 5016. Adott eqy ABCD konvex négyszig. Ugy jeloljiik ki az AD oldal Ex,
a BC oldal Fy, az AC dtlé Es és a BD dtlé Fs pontjdt, hogy

AE1 : ElD = BF1 : FlC = AE2 : EQC = BF2 : F2D = AB: CD

Tudjuk, hogy semelyik két pont nem esik egybe. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az F1Fy
€s Ex Fy egyenesek merdlegesek egymdsra.

(4 pont)
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I. megoldas. Legyen AB =a és CD =c. A CEyF; és a CAB héromszogek
hasonléak, mivel ACB< = E>CFy <, valamint

ceBs CE, 1 1 1 1 ¢
CA CEy+EA —CEéESQA - 1+gz~£ S 1+E e cta
és
cR, CR 1 1 1 1 ¢
CB CF+FB L B par Cl+f o de s etd
foy B = CF = € tehat By = —5 o= 25
A fentiekhez hasonléan % = % = % = %. Ezt és a megfelel6 szogek
egyenldségét felhasznalva:
(1) CE>,F\A ~ CABA,
(2) E1AE,A ~ DACA,
(3) FyBF|A ~ DBCA,
(4) DE,F>A ~ DABA.
(1) és (4) esetében a hasonléségi ardny C_%a, fgy E1Fy = ExFy = a- C_%a = C(-li-_ca
(2) és (3) esetében a hasonldsagi ardany ﬁ, igy E1Ey = F1Fy =c- CJ;LG = ci—ca

Tehat Ey EoF) Fy rombusz, ezért az atléi merdlegesek egymadsra (1. dbra).

Lovas Mdrton (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 8. évf.)

1. dbra

S
II. megoldas. Célunk belatni, hogy az F1F) és FsF5 vektorok merélegesek
egymadsra, ami pontosan akkor teljesiil, ha a skaldris szorzatuk 0.

Jelolje a m, D?, 1@ vektorokat rendre a, c, illetve b, hosszukat a megfelel6
Kisbetii; legyen tovibba 72— = 8 (2. dbra).
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Ekkor
C@:ﬁ—ﬁz(a—!—b)—c, B?:—a—b7 @:—a—kc,

ezért

ABy = BAC = —Ba + fe,
AFy = AB+BF, b+ ABD =b+8(—b—a) = —fa+ (1 - )b,

oy BxFy = AF, — ABy = (— fa+ (1- f)b) — (—fa+ fc) = (1 - f)b — Be. Hason-

l6an

BF, = BBC = B(DC — DB) = Bc — B(a+b) = —Ba — Bb + fc,
BE1 = BA+ AE1 =—b-— Ba,
ezért F1Fy = BF) — BE; = (1 — 3)b+ Bc. Felirva E1 Fy és Ey F skaldris szorzatét:
E\Fy - EoF)y = (1= B)b+ Bc) (1= B)b — Be) = (1 — B)*p* — % =
B <b+c—b)2b2_( b )2(;2— U,
b+c b+c (b+c)?  (b+c) ‘

Tehat a két vektor skalaris szorzata 0, vagyis merolegesek egymasra.

48 dolgozat érkezett. 4 pontos 43, 3 pontos 2, 2 pontos 3 dolgozat.

B. 5027. Gombéc Artir az Edes utca 1. szdém alatt lakik, a csokibolt pedig
az utca mdsik végén, az n-edik szam alatt taldlhatd. Artur minden nap a kévetkezd
fitneszedzést tartja: elindul a 2-es szamu hdz elél. Ha a k-adik szdmi hdz eldtt all
(ahol 1 < k < n), akkor feldobja lejdrt szavatossagi, de szabdlyos csokiérméjét. Fej
esetén dtmegy a (k — 1)-es szdmd, mig irds esetén a (k+ 1)-es szdmi hdz elé. Ha
a csokibolt elé ér, akkor betér, és legurit egy csokigolydt, majd az (n — 1)-es szdmai
hdaz elé megy. Ha hazaér, vége az edzésnek. Naponta dtlagosan hdny csokigolyot
gurit le Artar?

(5 pont)

Megoldas. Naponta atlagosan 1 csokigolyét gurit le. Hivjuk n-edzésnek az
n hosszi utcdban végzett edzést, és legyen f(n) az dtlagosan megevett csokigolyok
széma. Teljes indukciéval 1atjuk be, hogy f(n)=1. Az allitds n = 2-re nyilvan
igaz. Feltéve, hogy n =k > 2-re igaz, vizsgdljuk az n =k + 1 esetet. A (k+ 1)-
es edzés kezdetén % eséllyel csindl egy k-as edzést és visszaér a 2-es hazba, és %
eséllyel visszamegy az 1-es hazba 0 csokigolyéval. Ha csinalt egy k-as edzést, utana
megint 5 eséllyel egy k-as edzést végez, és 5 eséllyel visszamegy az 1-es hazba stb.
Felhasznalva, hogy
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felirhaté a kovetkezo:

fw+¢y:%n+iﬂm+é.ywy+%~wwyh”:

= f(k) <i+;+...)+f(k) (;+116+--~>+~--:

= (k) (;+i+) = (k).

Ezzel az allitast belattuk n = k + 1 esetére is.
Tehat Artur atlagosan minden nap 1 csokigolyét gurit le.

Beke Csongor (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 11. évf.)

32 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 10 versenyzd: Baski Bence, Beke Csongor,
Gyérth Addm Gyorgy, Hegedlis Déniel, Nagy Nandor, Osztényi Jézsef, Sodés Maté,
Szabé Kornél, Torok Matyas, Weisz Maté. 4 pontos 12, 3 pontos 7, 2 pontos 1, 1 pontos
2 dolgozat.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(654—658.)

K. 654. Egy 0Osszejovetelen 20 ember vett részt. Menet kozben az deriilt
ki, hogy mindenki pontosan 13 embert ismer a résztvevok koziil (az ismeretség
koélesonos). Hany kozos ismerdse van a jelenlevék kozott a tarsasag két tetszolegesen
kivalasztott tagjanak, ha a kozos ismer6seik szdama a lehetd legkevesebb?

K. 655. Az ABCD, BCBA, BDAB és DDAD négyjegyli szdmok kiilonbozé
négyjegyl primek (a kiillonboz6 betiik kiilonbozd szamjegyeket jelolnek). Melyek
ezek a szamok? Annak ellen6rzésére, hogy egy konkrét négyjegyii szam primszam-e,
hasznalhaté a http://matek.com/szamok/primszamok weboldal.

K. 656. Adott egy 21 cm-szer 29 cm méretti, téglalap alak papirlap. Hogyan
lehet vele kimérni

a) pontosan 3 cm-es tdvolsdgot

b) pontosan 1 cm-es tdvolsdgot
minden egyéb segédeszkoz felhasznélasa nélkiil? (A papirlap hajtogatdsa megenge-
dett.)

K. 657. Adjuk meg 1-10000-ig a 99 &sszes olyan tobbszorosét, amely szdm-
jegyeinek 6sszege nem oszthaté 18-cal.
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K. 658. Két egyforma téglalap alapteriiletii szobat 25 cm x 40 cm-es padlé-
lapokkal burkolnak be teljesen a padlélapok vagdsa nélkiil. Az egyik szobaban
a hosszabbik falszakasszal parhuzamosan rakjak a padlélap 40 cm-es oldalat, a mé-
sik szobaban pedig a rovidebbik fallal parhuzamosan. Az egyik szobaban a hosszab-
bik fal mellé 9-cel kevesebb lap keriilt, mint a méasik szobaban, a rovidebbik fal mellé
pedig 6-tal tobb, mint a masikban. Hany méter hosszuak a két szoba alapjanak ol-
dalai?

Bekiildési hatarid6: 2020. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1595-1601.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1595. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan, pozitiv egészekbdl allé (z,y) szdm-
part, amire
1 1 2

g 1893
Javasolhatta volna: Cafendt-Pahnedkh (Théba, Egyiptom)

C. 1596. Egy hiromszog oldalai 5 cm, 5 cm és 6 cm hossziak. A haromszogbe
irhat6 kornek az oldalakkal parhuzamos érintéi és az oldalak egy hatszoget zarnak
kozre. Mekkora ennek a teriilete?

Feladatok mindenkinek

C. 1597. Hény kiilonb6z6 olyan derékszogii haromszog létezik, melynek ol-
dalai egész mérészdmuak és az egyik oldal hossza 2™ (n pozitiv egész, a vélaszt
n fiiggvényében adjuk meg)?

C. 1598. Az ABCD konvex négyszog AB és CD oldalainak felezOpontjait
Osszekot6 M N szakasz hossza az AD és BC oldalak hosszanak szamtani kozepe.
Mutassuk meg, hogy az ABCD négyszog trapéz.

C. 1599. Oldjuk meg a természetes szamparok halmazan a kovetkez6 egyen-

letet:
2y — 222 — 3y + 3z +y = 13.
Javasolta: Imre Tamds (Marosvasarhely)
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Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1600. Oldjuk meg a valés szdmok halmazan a
/1
4% + 97 4 36" + 572:52 =1

Javasolta: Biré Balint (Eger)

egyenletet.

C. 1601. Egy szabalyos négyoldali gila oldallapjanak magassaga kétszerese
az alaplap élének. Az alaplap sikjatol szamitva a magassdg hdny szazalékandl kell
az alaplap sikjaval parhuzamosan kettévagni a guldt ahhoz, hogy a keletkezett
csonkagtla paldstjanak és fed6lapjanak teriilete 6sszesen pont fele legyen az eredeti
gula paléstja teriiletének?

Bekiildési hatarid6: 2020. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

A B pontversenyben kitiizott feladatok
(5086-5093.)

B. 5086. Oldjuk meg az (x3 — y2)2 = (332 — y3)2 egyenletet az egész szamparok
halmazan.

(4 pont) Javasolta: Szalai Mdté (Szeged)
B. 5087. Az ABCD négyzet egy bels6 P pontjanak tévolsiga az A, B, D

csticsoktdl rendre 1, v/2, illetve 2. Szamitsuk ki az APB szog nagysagét.

(4 pont) Javasolta: Bird Balint (Eger)
B. 5088. Adott G szdmhalmazhoz a k > 1 pozitiv egész érdekes, ha a G hal-

mazban van k kiilonb6z6 olyan elem, amelyek dtlaga szintén a G halmazba esik.

Legyen a H = {1;3;4;9;10;...} halmaz azon szdmok halmaza, amelyek el6all-
nak néhany kiilonb6z6 3-hatvany osszegeként.

a) Mely k > 1 szdmok érdekesek a H halmazhoz?

b) Legyen ¢ ¢ H tetszbleges pozitiv egész. Igazoljuk, hogy a H' = H U {c}
halmazhoz minden k£ > 1 szam érdekes.

(5 pont)

B. 5089. Egy tetraéder két kitér6 éle egymésra merdleges, hosszuk 12 és 13,
egyeneseik tavolsdga 14 egység. Hatarozzuk meg a tetraéder térfogatat.

(3 pont)
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B. 5090. Egy szabalyos érme egyik felén +1, masik felén —1 szerepel. Egymas
utan n-szer feldobjuk az érmét, és egy sorba lejegyezziik az n db eredményt. Ezutan
barmely két szomszédos szam ala leirjuk a szorzatukat, igy egy ijabb szamsorhoz
jutunk, ami mar csak (n — 1) db szdmbdl &ll. Ezt a miveletet tobbszor is végre-
hajtjuk, egészen addig, amig egy egyetlen szambol 4116 sorhoz nem jutunk. Mennyi
az igy kapott szdmharomszogben 1évé @ darab szam Osszegének a varhato
értéke?

(3 pont)
B. 5091. Az A A, ... Aj5 szabéalyos 12-szogben legyen P az Ay Ag és AgAqy

atlok metszéspontja, tovabba R az A;Ag és AgAi1 egyenesek metszéspontja. Mu-
tassuk meg, hogy a PR egyenes harmadolja az A; Ay atlot.

(5 pont) Biré Bdlint (Eger) 6tletébdl
B. 5092. Kiszamoltuk a {0, 1,...,n— 1} halmaz 3sszes részhalmazaban az ele-

mek Osszegét. Mi lehet n értéke, ha a kapott 2" darab 6sszegnek pontosan az n-
edrésze oszthat6 n-nel?

(6 pont)

B. 5093. Két egybevagd szabdalyos 0tszog kozos része egy tizszog, amelynek
oldalai rendre ay,as,...,ao. Igazoljuk, hogy

ajaz + azas + asay + arag + agay = A4 + a40e + Aeag + agaip + a1paz.
(6 pont)
Bekiildési hatarid6: 2020. aprilis 10.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(772-774.)

A. 772. Van N ember, és mindegyik gondol egy véletlen egész szamra 1 és 19
kozott (az 1-et és a 19-et is beleértve, nem feltétleniil egyforma eloszldssal). A gon-
dolt véletlen szdmok egymdstol fiiggetlenek, és minden emberre igaz, hogy mind
a 19 szdmra legfeljebb 99% valdszintiséggel gondol. Ezutdn osszeadjik a gondolt
N darab szamot, és veszik a kapott Osszeg 19-es maradékat. Bizonyitandd, hogy
az igy kapott eredmény eloszldsa exponencialis sebességgel tart az egyenletes elosz-
lashoz, azaz létezik olyan 0 < ¢ < 1 valds szam, melyre teljesiil, hogy az N darab
véletlen szdm 6sszege mindegyik 19-es maradékot 1/19 — ¢V és 1/19 + ¢V kozotti
valészintiséggel veszi fel.

Javasolta: Matolesi David (Budapest)
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A. 773. Legyen n > 3 egy pozitiv egész szam, o pedig a {0,1,...,n — 1} hal-
maz identitdstél kiilonbozd olyan permutécidja, melyre o(0) = 0. A C, titkositds
minden m pozitiv egészt elkddol olyan médon, hogy az m szam n-es szamrendszer-
ben felirt alakjiban minden egyes a szamjegyet o(a)-ra cserél. Legyen d egy n-nel
nem oszthaté pozitiv egész. Azt mondjuk, hogy a C, titkositds kompatibilis d-vel,
ha C, d minden t6bbszordsét d tobbszorosévé kédolja el. A d szamot titokzatosnak
nevezziik, ha van hozza olyan C, titkositds, mely kompatibilis d-vel.

Legyen k egy pozitiv egész szam, és legyen p = 2F + 1.

a) Keressiik meg a 2 legnagyobb hatvanyat, amely titokzatos a 2p-s szdmrend-
szerben, és bizonyitsuk be, hogy csak egy titkositas kompatibilis vele.

b) Keressiik meg a p legnagyobb hatvanyat, amely titokzatos a 2p-s szamrend-
szerben, és bizonyitsuk be, hogy csak egy titkositas kompatibilis vele.

¢) Tegyiik fel, tovabba hogy a fenti p szdm primszam. Keressiik meg a legna-
gyobb titokzatos szdmot a 2p-s szdmrendszerben, és bizonyitsuk be, hogy csak egy
titkositas kompatibilis vele.

Javasolta: Nikolai Beluhov (Bulgaria)

A. 774. Az ABC héromszog koriilirt korének kézéppontja O, és D egy tetszé-
leges pont a koriilirt korén. Legyen X, Y és Z a D pont meroleges vetiilete rendre
az OA, OB és OC egyenesen. Bizonyitandd, hogy az XY Z haromszog beirt korének
kozéppontja rajta van az ABC hdromszog D ponthoz tartozd Simson-egyenesén.

Javasolta: Fonyd Lajos (Keszthely)

Bekiildési hatarid6: 2020. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

Informatikabdl kittizott feladatok

I. 505. Egy t4jfuté versenyen nem lehet mindenki egyszerre a terepen, ezért
kiilonb6z6 id6ében inditjak a versenyzoket. A célba befuté sportolé csak az addig
beérkezett versenyzok eredményeit tudhatja meg.

Egy lezajlott verseny utén ismerjitk az N szdmi (3 < N < 200) versenyzd
START induldsi és CEL beérkezési idejét (0 < START, CEL < 10000). Készitsiink prog-
ramot, amely meghatdrozza, hogy hany versenyzo gondolhatta magardl a beérkezés
pillanatdban, hogy a legjobb haromban végezhet, tehat van esélye a dobogén &llni.

A standard bemenet els6 sora a versenyzOk N szdmat és az ezt koveté N sor
soronként két szamot tartalmaz: a versenyzok induldsi és érkezési idejét masod-
percben, a beérkezés ideje szerint névekvé sorrendben.
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A standard kimenetre irjuk ki azon versenyzok szamat, akik beérkezéskor
dobogéds helyre szamithattak.

Bemenet (a / jel sortorést helyettesiti) Kimenet

6 /6 1798 / 8 1805 / 13 1809 4
14 1815 / 9 1824 / 35 1830

Bekiildend6 egy 1505.zip tomoritett allomanyban a program forraskodja és
egy rovid leirds, ami megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i kornyezetben
fordithaté.

I. 506. Az idei Nemes Tihamér Nemzetkozi Informatikai Tanulmanyi Verseny
2. fordulgjaban a 9-10. évfolyamosoknak a kovetkezd, Fasor nevii programozasi
feladatot kellett megoldaniuk:

»A Szédzholdas Pagonyban van egy N fabdl all6 fasor, a szomszédos fak tavol-
saga 1 pagométer. Bagoly akkor boldog, ha olyan fa tetején iil, ahonnan nem lat
magasabb fat. Mivel Bagoly oregszik, ezért csak a legfeljebb K pagométer tavolsdg-
ra 1évo fakat latja. Egy sajatjanal magasabb fat tehat akkor lathat, ha a fasorban
a sorszamuk kiilonbsége nem nagyobb, mint K.”

Adjuk meg tdblazatkezeld segitségével az elsé olyan fat, amelynek tetején Ba-
goly boldogan ticsoroghet. A munkafiizet Bl-es celldjaba 1évé N érték alapjan ké-
szitsiink egy véletlen szamsorozatot egymds melletti cellakba, amely a fasor fainak
magassagat adja meg pagométerre kerekitett értékben. A munkafiizet B2-es cella-
jaban 1évé K érték segitségével jeloljiik feltételes formazassal az elso megfelel fa
magassagat mutato cellat. Ha nincs ilyen fa, akkor ne jel6ljiink meg egy cellat sem.

A megoldashoz segédszamitdsokat lehet végezni a munkafiizetben, de csak
a tablazatkezeld beépitett fliggvényei hasznalhatok, vagyis a megoldas makrét vagy
programot ne tartalmazzon.

Bekiildend6 egy 1506.zip tomoritett mappaban a tabldzatkezelé munkafiizet,
valamint egy rovid leirds, ami megadja az alkalmazott tablazatkezelé nevét és
verziojat.

1. 507 (E) A honlapok latogatottsagardl a webszerverek legtobbszor nap-
16t vezetnek. Az dltalunk vizsgdlt weboldal napl6jabdl részletek taldlhaték a web-
stat.txt szoveges allomanyban. A naplé idérend szerint rendezett, egy-egy sordban
egy latogatas adatai szerepelnek:

e a hasznalt bongészé neve, vagy egy kotdjel, ha a bongészd tipusa nem volt
megallapithaté;
e a bongészés ddtuma (minden ddtum 2020. februdri);

a weboldalt felkeresé kliensszamitégép IP-cime;

amennyiben a latogaté az oldal cimét beirva kereste f6l a weboldalt, akkor
a ,honlap” szé, egyébként annak a weboldalnak vagy alkalmazasnak a cime,
ahonnan hivatkozéassal a honlapra keriilt a latogato.
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A szoveges dlloméanyban a fenti adatokat sz6koz vélasztja el a mintdnak meg-

felelen:

Chrome 2020.02.11 130.43.220.233 www.google.com
Firefox 2020.02.11 134.255.106.38 www.google.com
Safari 2020.02.11 134.255.91.250 honlap

Safari 2020.02.11 146.255.156.230 www.google.hu

Készitsiink programot, amellyel megoldjuk a kovetkezd feladatokat. Minden

feladatrész elkészitésekor irjuk ki a feladat sorszamat (pl. 1. feladat:), valamint
a beolvasds és a kiiras formdatumat a mintak alapjan oldjuk meg. Az ékezetmentes
kiirés is elfogadott.

1

. Olvassuk be és taroljuk el a webstat.txt dlloményt, majd adjuk meg, hogy
hény adatsor szerepel a naploban. Példaul: A beolvasott sorok szdma: 300.

. Adjuk meg tablazatos elrendezéssel, hogy az egyes napokon hany latogato
adatai szerepelnek a napléban. Példaul: 2020.02.11 59 latogatd.

Soroljuk fel azokat a béngészket, amelyek szerepelnek a napléban. A listdban
minden név egyszer szerepeljen és a neveket vesszovel valasszuk el. Példaul:
A bongészék: Chrome, Firefox, Safari, Edge, Opera.

Adjunk statisztikat arrél, hogy a honlapot Chrome bongészével felkeresok ho-
gyan érték el a weboldalt. Szamitsuk ki, hogy hény szazalékuk adta meg a hon-
lap cimét, illetve hany szazalékuk jott mashonnan a honlapra. Az eredményt
egy tizedesjegyre kerekitve irjuk ki, példaul:

www.google.com: 50.5%
honlap: 44.7%
android-app: 2.1%
kereso.startlap.hu: 0.5%
www.google.hu: 1.1%
hu.m.wikipedia.org: 1.1%

Vizsgaljuk meg az adatokat, és adjuk meg azokat az IP cimeket, amelyekrol
egy adott napon tobbszor is folkeresték a weboldalt. A listdban minden IP-cim
csak egyszer szerepeljen. Az eredményt az aldbbi formédban adjuk meg:
Amely cimekrol tobbszor is jartak az oldalon egy adott napon: 176.63.29.84,
176.63.7.203, 188.156.108.17 ...

Kérjiink be egy IP-cimet, és adjuk meg, hogy mely napokon keresték fol a web-
oldalt a bekért cimnek legalabb az els6é két bajtjaval azonos cimekrol. Készit-
siink egy szoveges alloméanyt, amelybe soronként megadjuk a taldlt napokat és
IP-cimeket a naplé szerinti sorrendben. Az allomany neve a bekért IP-cimbol
épiiljon fel igy, hogy a cimben szerepl6 pontok helyére az alahuzasjel keriiljon,
és a kiterjesztése txt legyen.

Bekiildendo egy i507.zip tomoritett allomédnyban a program forrdskodja és

egy rovid leirds, ami megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i kornyezetben
fordithato.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/3 165

— P



GF 2020.3.13 — 18:03 — 166. oldal — 38. lap KoMaL, 2020. mércius EF

— P

1/S. 43. Jeldlje f(n) az n-edik Fibonacci-szdmot, ahol f(0) =1, f(1) =1, va-
lamint f(n 4+ 2) = f(n) + f(n + 1). Készitsiink programot, amely adott N-re meg-
hatdrozza az f ( f(N )) értékének utolsd két szdmjegyét.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza az N nemnegativ egész szamot.

Kimenet: az egyetlen sorban f(f(N)) utolsé két szamjegye.

Példa: Bemenet Kimenet
6 77

Korldtok: 1 < N < 10'°. 1d8korlat: 0,4 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté, ha N < 10.

Bekiildendd egy 1s43.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 142. Egy élelmiszerfeldolgozassal foglalkozo cég raktaraban az almak egy
futészalagon érkeznek sorban. Mindegyik almardl tudjuk, hogy mennyire finom.
Az alméakat szeretnék zsakokba rendezni 1gy, hogy az elsé néhany az els6 zsakba
keriil, a kovetkez6 néhany a masodik zsdkba, a kovetkezd néhany a harmadikba,
és igy tovabb. Egy zsdkba legfeljebb K darab alma fér. Egy zsdk alma annyira
finom, mint a benne 1év6 legfinomabb alma. frjunk programot, ami Ugy osztja
be az almakat a zsdkokba, hogy a legfinomabb és legkevésbé finom zsak almék
finomsaga kozotti kiillonbség a lehetd legkisebb legyen.

Bemenet: az elso sor tartalmazza az almak N szamat és a zsdkok K méretét.
A mésodik sor N darab szdamot tartalmaz: az i-edik szam azt jelenti, hogy az i-edik
alma finomsaga F;.

Kimenet: egyetlen szdm, amely megadja a legkisebb finomsagbeli kiillonbséget
a legfinomabb és legkevéshé finom zsédk alma kozott optimadlis beosztds esetén.

Példa: Bemenet Kimenet

52 47
31 88 41 72 9

Korldtok: 1 < N, K < 100000, 1 < F; < 10°. Id8korlat: 0,3 mp.
Ertékelése: a pontok 30%-a kaphaté, ha N < 1000.

Bekiildendo egy s142.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejlesztoi kornyezetben futtathato.

L1

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2020. aprilis 10.

L1
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A mérési pontverseny lelkivilaga*

Bevezeto

Manapség egy kozépiskolas nem talalkozik til gyakran a fizikai mérés fogalma-
val. Altaldban csak az elméletet tanuljuk, ritkdn végziink el egy-egy kisérletet, hogy
lassuk tényleg az torténik-e, amit varunk. Azonban feltehetjiik a kérdést: hogyan
tudunk egy-egy elméletet ,tudoméanyos mddszerekkel” ellen6rizni, vagy éppen ha
egy-egy kisérletet nem tudunk elmélettel magyardzni, hogyan tudjuk a tapasztal-
takat ,korrekten” vizsgalni és elemezni. Azt az eljarast nevezziik mérésnek, amikor
egy kisérletet végziink, és annak bizonyos paramétereit rogzitve vizsgaljuk meg,
illetve analizaljuk a moédszert.

A mérés szoros kapcsolatban all az elmélettel, egyiitt adjédk a fizika gondolko-
dasmédjanak alapjat. Egy mérés segitségével modellt alkothatunk a mért rendszer-
r6l, amibél fizikai elmélet lehet. Az elméletet tovabbi mérésekkel tudjuk megero-
siteni: az elmélet elfogadott lesz, ha a kisérlet pontos ismeretében barki szamara
megismételhetoen ellendrizhetové valik. A mérés és az elmélet egymasra tamasz-
kodik, mibenlétiikkel azonban ez a cikk tovabb nem foglalkozik, ez ugyanis inkabb
tudomanyfilozofiai kérdés.

A mérési pontverseny célja, hogy minél tobb didkot 6sztondzzon arra, hogy
a feladatokon keresztiil elsajatitsdk a fizikai mérések tudomanyos eszkozeit és tech-
nikait a kozépiskolds tudasanyag és a rendelkezésiikre all6 eszkozok segitségével,
illetve az egy éven keresztiil kimagaslé munkat végz6 megolddkat jutalomban ré-
szesitse. Ezen cikk célja ennek megfelel6en az, hogy konkrét javaslatok és technikai
fogésok ismertetésén keresztiil tanacsot adjon azoknak, akik nem tudjdk, hogyan
fogjanak hozza a munkahoz, illetve minden Olvasét arra sarkalljon, hogy prébélja
ki magat a pontversenyben.

Fontos megjegyezni, hogy egy munka nem attdl lesz tudomanyos vagy korrekt,
hogy egyetemi vagy egyenesen kutatasbeli eszkdzoket és ismeretanyagot hasznal fel,
hanem attdl, hogy a mérést végzé mennyire hasznélja a barki szaméra elsajatithaté
természettudomanyos gondolkoddsmddot és szemléletet. Ennek megszerzéséhez és
csiszolasdhoz nyilvanvaléan sziikséges valamennyi gyakorlas is, amire egy ilyen
pontverseny — ahol a megoldé visszajelzést kap munkajanak helyességérdl — szinte
tokéletes alkalom lehet.

A cikk a mérés végrehajtasinak alapgondolataival és a mérési jegyzdkonyv
irdsanak technikajaval foglalkozik. Elsoként azon pontokkal foglalkozunk, melyek
a feladat helyes megolddsdhoz elengedhetetlenek; legtobbszor ezek betartasara és
helyes kivitelezésére jarnak a megszerezhetd pontok. Ezek utdan a megkezdett gon-
dolatmenet folytatdsaként a mérés kiértékelésérol és hibaszamitasrol lesz sz6, majd

*A Szerz6 a BME fizika BSc szakos hallgatdja, a KoMaL elmult tanévi mérési verse-
nyének (holtversenyben) nyertese.
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olyan tanacsok kovetkeznek, amelyek a minél magasabb szinti feladatmegoldast
Osztonzik, és csak indokolt esetben érnek egy-egy pontot a megoldénak, azonban
rendkiviil hasznos lehet gondolkoddsmddja, szemlélete és technikai készségei fej-
lesztésében.

Amit mindenképp tegyiink meg

Mindenekel6tt szamitsunk arra, hogy a kisérlet elvégzése és a jegyzokonyv
megirasa altaldban nem egy belathaté idejii munka, ezért hagyjunk magunknak
elég id6t. Van ugy, hogy minden néhany éran beliil megvan, azonban szamolni kell
a ,varatlannal”, illetve olyan technikai nehézségekkel, amelyeket még a tervezo-
asztalnal sem latunk eldre. fgy a legeslegfontosabb tandcs, hogy mindig hagyjunk
magunknak elég idG6t!

A tervezdbasztalnal

A munka kezdeti szakasza, ahol ki kell taldlnunk maganak a feladatnak a meg-
oldasat. Ebbe beletartozik a kisérleti eszkozok Osszeirdsa, a kisérleti Osszedllitds
kigondoldsa, megtervezése, illetve a mérés elméletének atgondolasa. Utébbihoz kap-
csolédoan fontos, hogy tisztazzuk magunkban, milyen mennyiségeket fogunk mérni,
és ezek milyen kapcsolatban allnak azzal, amit a mérés alapjan meg akarunk ha-
tarozni. Ez a mérés kiértékelésénél kiilonGsen fontos lesz, emellett elkeriiljiik, hogy
netdn még egyszer meg kelljen ismételni a kisérletet, mert nem is azt mértiik le,
amit kellett volna. Tovabba érdemes a tervezbasztalnal dtgondolni, hogy hény so-
rozatnyi mérést végezziink; erre bovebben a hibaszamitas részben tériink vissza.

Ha példaul az a feladatunk, hogy egy folyékony anyag torésmutatéjat mér-
jiik meg, akkor azt tehetjiik kozvetleniil szogméréssel, vagy hosszisagméréssel egy,
a vizsgalandé folyadékkal megtoltott planparalel lemez segitségével. Ebben az eset-
ben a tervezdasztalnal gondoljuk at, hogy mihez van eszkoziink, egyes esetekben
pontosan milyen adatokat kell rogziteni, és hogy mit tudunk pontosabban mérni.

A kisérlet végzésérol

Mindenekel6tt torekedjiink az egyszeriiségre, és arra, hogy minél kevesebb do-
log mehessen tonkre a kisérlet végzése alatt, illetve hogy minél kevesebb mérési
adatot kelljen felvenniink egy mérési sorozaton beliil. Természetesen ez senkit ne
fogjon vissza a barkacsolastdl és a kreativ, otletes feladatmegoldédstol! Ezeket alta-
laban a javitok is méltanyoljak, de a til bonyolult és sok mérend6 adatot igényld
eljarasokkal leginkdbb csak a sajat dolgunkat nehezitjiik meg, raadasul ezzel parhu-
zamosan a pontossdgot rontjuk. (Habdr vannak a tudoményos és mérnoki vildgban
olyan esetek, amikor a megfelelé6 pontossagot csak nagyon komoly eszkozokkel és
berendezésekkel tudjak biztositani, de ennek a pontversenynek nem ez a célja.)

Fontos, hogy a mérésiinket reprodukalhatéan dokumentdljuk. A tudoményos
megkozelitésnek megfelelden arra kell gondolnunk, hogy az altalunk végzett mérést
barki képes legyen megismételni az ellenorizhetéség végett. Ebben sokat segit, ha
az eszkozeinkrdl és a kisérlet végzésének kulcspillanatairdl képeket készitiink, hogy
a jegyzokonyviinket olvaséknak konnyebben at tudjuk adni a mérés megismétlésé-
hez sziitkséges informaciokat.
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Kiértékelés és hibaszamitas

A mérés elején alakitsunk ki egy egységes jelolésrendszert, és ezt kovetkezetesen
hasznaljuk valamennyi esetben. A mérés elméletének jegyzokonyvben vald rogzitése
nem kotelezd elem, de a szamitdsok menetének nyomon koévethetGen szerepelnie kell
benne. (Ez alapjan egyébként sokszor ellendrizni is tudjuk magunkat.) Erdemes
a mért és a beldliik kozvetleniil szamitott adatokat elkiiloniteni a végeredménytol,
illetve a nem hozzajuk tartozo esetleges segéd- és részszamitasoktol. Erre kitiinGen
alkalmas a tablazatok hasznalata.

A mérés megkeriilhetetlen része a hibabecslés vagy hibaszamitds. A hibaknak
alapvetéen harom fajtajat kiilonboztetjiikk meg: lehetnek szisztematikusak, véletle-
nek vagy statisztikusak.

A szisztematikus hiba meghatdrozott médon haté okok eredménye, abszolut
nagysaga és elGjele — azonos koriilmények kozt — nem valtozik. Ebbe a kategériaba
tartozik a mérémiiszeriink pontossiagabdl fakadé pontatlansig, de akar a homérsék-
letre érzékeny méréseknél a szoba homérsékletének bizonytalansaga. Példaul ha egy
méroszalag milliméteres beosztasi, akkor mondhatjuk azt, hogy a hosszmérésiink
abszolut hibdja legfeljebb 1 mm, ezért ezzel szdmolhatunk tovébb. (Ezzel a hibét
ugyan feliilbecsiiljiik, de ez kozépiskolas szinten tokéletesen megfelel.)

Ezen a ponton fontos megjegyezni, mit értiink abszolit és relativ hiba alatt.
Egy mennyiség abszolit hibaja a mért vagy szamitott értéktol vett lehetséges leg-
nagyobb eltérés (abszolit érték); ennek megfeleléen az abszolit hibanak mérték-
egysége van. A relativ hiba pedig az abszolut hiba és a mért vagy szamitott érték
hényadosa, melyet altalaban szézalékos alakban szoktunk megadni.

Egy mérés véletlen hibdja tobb kiilonboz6 hatas egyiittes kovetkezménye, me-
lyet Osszetettségiik miatt altalaban nem lehet kozvetleniil meghatérozni. Ezek sok-
szor nehezen szamszerusithetéek, tobbnyire csak becsiilni lehet 6ket. Ilyen példaul
a kisérlet ,kotyogd”, csuszkald, sirlodd részeibdl fakadéd pontatlansdg. A véletlen
és szisztematikus hibak kozotti atfedésbe tartozik a reakcididébél szarmazé hi-
ba: egy ember reakcidideje a mérés soran altalaban egy érték koriil mozog, de
kisebb-nagyobb mértékben ingadozik; ez soktényezos, mondhatni véletlenszert do-
log. Azonban az erre érzékeny méréseknél (pl. ingdk esetén) a sajit reakcididénket
abszolut hibaként valahogy meg kell becsiilniink.

A statisztikus hibdk egy jelenség nagyszamu megfigyelése esetén 1épnek fel,
amikor a mért érték a kisérlet tobbszori elvégzése esetén egy meghatarozott érték
koriil kisebb-nagyobb mértékben ingadozik. Ezt nevezziik statisztikus ingadozdsnak.
A legegyszerilibb ezen hiba becslésére, ha a mennyiség abszolut hibdjat a szorasaval
azonositjuk.

Okolszabély, hogy amennyiben egy mennyiség hibéjat felteheten tobb, kiilon-
boz6 és fiiggetlen hibaforras befolyasolta, akkor azt kell vélasztani, amelyik a leg-
nagyobb eltérést produkalhatja. Emellett felsobb matematikai modszerekkel meg-
indokolhaté mdédon allithatjuk, hogy amennyiben egy szamitandé mennyiség mas
mennyiségek valahanyadik (n-edik) hatvinydnak szorzata, akkor gy kell a kérdéses
mennyiség relativ hibajat kiszamitani, hogy a tobbi mennyiség relativ hibdjat a hoz-
zajuk tartozo n abszolut értékével megszorozzuk, és ezeket Osszeadjuk. A relativ
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hibédk ilyen médon képzett Gsszege tobb mennyiség esetén tulbecsiili a hibat. Meg-
mutathatd, hogy jobb kozelitést kapunk, ha a Gauss-féle hibaterjedést hasznéljuk,
azaz ha az n-nel megszorzott relativ hibdk négyzetosszeghdl vont négyzetgyokot
tekintjiik az egész kifejezés relativ hibajanak. A kiilonboz6 gorbeillesztések hibajé-
nak kiszamitasara itt nem kozliink mddszert, mert azok a kozépiskola tananyagan
tilmutatnak, de érdemes ezeket is észszeri médon megbecsiilni, vagy kiillonboz6
forrasokban utanuk nézni.

Ezek tisztazasa utan visszatérhetiink arra a kérdésre, hogy mennyi mérési adat-
ra is van sziikségiink. Ertelemszertien ez a hibaforrds milyenségétl erésen fiigg: ha
a statisztikus hibatipus jellemzo, akkor to6bb mérési adattal kell dolgoznunk, mig
szisztematikus hibaforrasok esetén egy-egy mérés vagy sorozat elég lehet. Példaul
nem mindegy, hogy egy darab ellenéllassal dolgozunk, vagy van tiz darab azonos
ellendllas, amibdl aramkort épitiink: egy darab esetén minddssze egyszer kell lemér-
niink multiméterrel, és annak a pontossidgaval dolgozhatunk, mig a masik esetben
mindegyiket le kell mérniink, és Gssze kell hasonlitanunk a két kiillénboz6 hibatipus
nagysagat. Természetesen ha nagyon sok (pl. 100) ellendlldsunk lenne, akkor vélet-
lenszertien valaszthatunk egy reprezentativ mintat, és nem kell mindet egyesével
lemérniink.

Osszefoglalva a fentieket: egy teljes értékii jegyz6konyvnek tartalmaznia kell
az Osszes mérési adatot, a haszndlt osszefiiggéseket és formuldkat (némi indoklds-
sal), a hibaforrdsok szdmbavételét, valamint a mért és a szdmitott értékek becsiilt
hibajat. Hogy ez milyen formaban, milyen technikai kivitelezéssel torténik, az leg-
inkabb a feladattol és a megolddtol fligg.

Amit érdemes lehet megtenni

Az elsé altalanos tandcs, hogy ne féljiink a jegyzOkonyvbe mindent leirni, amit
fontosnak tartunk. Ha tul hosszinak, vagy nehezen érthetének itéljiik a szove-
gilinket, akkor a kész jegyzokonyvet utdlag méar konnyebben at tudjuk fogalmazni,
tudunk tomoriteni. Persze, ahogy tobb és tobb tapasztalatot gytjtiink Gssze, egyre
kevesebb utémunkara lesz sziikségiink. Ehhez kapcsoloddan, ha lehet, akkor a jegy-
zokonyv elkészitése utan egy-két nappal, hideg fejjel olvassuk at a jegyzokonyvet
Hkritikus” szemmel.

A megértést segitd, formai és esztétikai elemek

Talan a legfontosabb, hogy talaljunk ki egy sajat logikai rendszert, ami alapjan
pontokba szedjiik és tagoljuk a munkénkat. Erdemes kiilsn pontba foglalni pl.
a mért adatokat, a szamitdst, vagy akar a kisérleti eszkozok listajat és az altalunk
hasznalt jelolésrendszert.

Hasznaljunk tabldzatokat, és a hosszabb részeknél irhatunk egy-két mondatos
osszefoglalokat. A kisérleti eszkozok, illetve a mérés menetének leirdsanal képekkel
és abrakkal segithetjitk a megértést, és ezekre hivatkozva tomorithetjiik jegyzokony-
viinket. Természetesen csak arra hivatkozhatunk, ami egyértelmiien leolvashaté és
jol lathaté. A reprodukalhaté mérés leirdsa nem helyettesithetd egy-két homalyos
vagy tavoli képpel.
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A formai és esztétikai elemek talan tilzasnak tlinhetnek, mert nincs konkrét
informacidtartalmuk. Azonban egy formézott, tagolt, mondhatni esztétikus dolgo-
zatot sokkal kénnyebb olvasni. Ez nemcsak a javitonak hasznos, hanem nekiink is,
ha hosszabb id6 utan djra hasznalni szeretnénk a jegyzokonyvet. Egy atlathatat-
lan munkat masoknak nehéz megérteni, elolvasni, igy konnyen fontos eredmények
és Osszefliggések keveredhetnek el. Nem véletlen, hogy a miiszaki és tudoményos
munkaknak szigoru formai kovetelményei vannak.

Az elmélet és a mért eredmények magyarazata

Amennyiben relevans, nem art a mérés elméletét dtgondolni még a tervezo-
asztalnal: utananézhetiink valamilyen szakmai irodalomban vagy hiteles internetes
forrason a kisérletnek, kereshetiink és kérhetiink praktikus tippeket, de az is fon-
tos lehet, ha észszert fizikai megfontolasok alapjan elvarasokat fogalmazunk meg
a mérés varhatd eredményeir6l. Példaul: egy oldat torésmutatdja a koncentraci-
ojatol monoton fiigg, vagy hogy egy rugalmas szdl megnytulasa az er6é novelésével
szintén nd. (Nem hatdrozzuk meg, hogy pontosan milyen dsszefiiggést akarunk kap-
ni, hanem csak gyengébb kritériumokat adunk meg).

Ehhez szorosan kapcsolédik, hogy a mérés eredményeit diszkutaljuk, értelmez-
ziik, illetve ha van eltérés az elmélet, az elvartak és a tapasztaltak kozott, probal-
junk rd magyarazatot keresni. Ha esetleg a mérés nem koveti szigortian az elméletet,
az nem feltétlen jelent rossz eredményt. Ez szarmazhat abbdl is, hogy az elmélet
valamely kritériuma nem volt biztositva, vagy a kiils6 hatdsok a vartnal nagyob-
bak voltak. Ellenben ha a ,, jézan ésszel” tamasztott elvarasokat sem tartjak a mért
értékek, akkor érdemes elgondolkozni a kisérlet megismétlésén. Ha sehogy sem tud-
juk Osszeegyeztetni az adatokat egymaéssal, és nem talalunk kielégité magyaraza-
tot, akkor a mérésiink konklizidja lehet az, hogy ezzel a mddszerrel nem sikertiilt
az elmélettel Osszeegyeztetheté eredményt kapnunk Ez is egy lehetséges vélasz,
amennyiben a munka ,tudomanyossigaval”’ és ,korrektségével” nincsenek problé-
mak, ez is a mérési feladat teljes értékii és helyes megolddsa (sét, itt kezdddhetnek
a nagyon izgalmas dolgok).

Zaro6 gondolatok

Zarasként taldan a legfontosabb gondolat, hogy ne féljiink a méréstol, illetve
ne féljink kisérletezni, barkacsolni, mérni. A masik legfontosabb, hogy ne féljiink
a munkatdl, amit a jegyzOkonyvirds és a hattérmunka jelent: az els6 alkalmakkor
ez nagyon-nagyon sok idot el tud venni, de ez a gyakorlattal egyre inkdabb gordiilé-
kenyebbé és rutinszeriivé valik. Lehet, hogy igy leirva és 0sszeszedve ez elsére ,,vé-
gelathatatlanul sok” teendd, de dltalaban az egyes szakaszok és részletek a rutinnal
és magabiztossdggal folyamatosan mélyiilnek és rogziilnek — pontosan ugyantigy,
mint barmely mas esetben.

Idonként felteszik a kérdést, hogy miért érdemes csinalni a mérési pontver-
senyt. Viszonylag sok aprolékos feladat, a kisérletet meg kell tervezni és épiteni, ami
sok id0, jegyzokonyvet ugyan ki szeret irni, sét, esetleg kisebb anyagi raforditassal
jar, és még csak azt sem tudjuk mindig biztosan, hogy jo-e, amit csindltunk. Ennek
ellenére annyi bizonyos, hogy aki a mérési feladatokat rendszeresen, becsiiletesen
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végzi, az olyan rendszerezett tudast, hozzdallast, gondolkodasmodot, szemléletet,
magabiztossagot, kitartdst, egy tudomanyos munka megirdsanak a képességét és
modszerességet szerez, melyekhez méasképp nagyon nehezen juthatna hozza.

Ahhoz, hogy a mérést magat megszeressiik, és hogy élvezni tudjuk a fel-
adatmegoldast, gyakran csak akkor jutunk el, ha mar tobbet is elvégeztiink — jé-
kat, rosszabbakat, szenveddsebbeket, konnyebbeket, unalmasakat, latvanyosakat —,
ugyanis ekkor tudjuk értékelni, hogy mit is jelent, amikor egy tudoményos tartalom-
mal biré munkat végziink, amit aztan egy magas szinvonalu irassal, 6sszefoglaloval
,biiszkén” meg tudunk osztani mésokkal.

Kondakor Mark
Nagyatad

Fizika feladatok megoldasa

P. 5153. Két egyforma, homogén rid egy-eqy végpontja csuklosan kapcsolo-
dik egymdshoz. A rudak vizszintes, surléddsmentes asztallapon egy egyenes men-
tén nyugszanak. Az eqyik rid szabad végére a ridra merdleges irdnyban hirtelen
rditink, mire az a pont 1 m/s sebességgel kezd el mozogni. Milyen irdanyban és
mekkora sebességgel indul el a mdsik rid szabad végpontja?

(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

Megoldas. A hirtelen erélokést koveto pillanatban még nincsenek oldalirdnyt
sebességek, hiszen a rudak hossza adott, és az egész rendszer oldaliranyt lendiilete
nulla. Hasznaljuk az dbrdn lathato jeloléseket, és az ott bejelolt irdnyokat tekintsiik

pozitivnak.
vot s
m
vo =1 "~ 2 v v1+ V2
2

V2

P !

° 3 0 D

v
e
~ (s

A rendszernek az O pontra vonatkoztatott perdiilete az iités utani pillanatban
nulla, hiszen a kezdeti perdiilet nulla volt, és az erdlokés irdnya (hatdsvonala)
atmegy az O ponton, tehdt az erre a pontra vonatkoztatott forgatonyomaték nulla.
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A teljes perdiilet a tomegkozéppont koriili forgasbdl adodé sajatperdiilet és
a tomegkozéppont mozgasabdl adddo pdlyaperdiilet 6sszege. Mivel az £ hosszisagu,
m tomegii homogén rid tehetetlenségi nyomatéka %m@, a rendszer teljes perdii-

lete:
vo+v1 £ 1 5 U1 — Vg vy + vy 34 1 9 V2 — U1
0= — 4+ —ml — + —m/
Ty e T R™ Ty mTy Tt ™ T
vagyis
(1) 0 = vo + 6v1 + Hua.

A At ideig tart6, F nagysagu erd FAt er6lokésnek felel meg. (Egy hirtelen iités-
nél F nagyon nagy, At pedig nagyon kicsi.) Newton torvénye értelmében a rendszer
impulzusdnak (lendiiletének) megvéltozasa az er6lokés nagysdgaval egyezik meg:

Vg + V1 mvl —+ Vo
2 2

(2) FAt=m

Az (1) és (2) egyenlet kett6nél tobb ismeretlent tartalmaz (vi-et, va-t és
FAt-t), beldliik a keresett vo-t még nem tudjuk meghatdrozni. A hidnyzé harmadik
Osszefiiggést a munkatétel adhatja. A rud megiitott végére F' nagysdgu erd hat,
és az elmozduldsa (a nullardl vo-ra novelt sebesség dtlagos értékével szdmolva)
(vo/2)At. A végzett munka tehdt

w =2 pag,
2
vagyis (2) felhasznéldséval:
(3) W= %(v0+2v1+v2).

Ez a munka megegyezik a meglokott rendszer teljes mozgasi energiajaval. Egy-
egy riddarab mozgdasi energidja két tag (a tomegkszéppontba képzelt tomegpont
mozgési energigjanek és a tomegkozéppont koriili forgds energidjdnak) osszegeként
kaphaté meg. A teljes mozgasi energia az egyes riddarabok mozgdsi energidjanak

Osszege:
2 2
1 Vo + V1 1/1 2 v1 — Vo
Emoz asi — 3§ — | —=ml
g Zm( 2 ) T3 (12m o)t
2 2
1 V1 + Vg 1 1 2 Vo — V1
= — | —=mt .
+ Qm( 2 > T3 (12m ¢

A munkatétel szerint W = Epog4si, ahonnan (3) felhasznéldsa és algebrai atalaki-
tasok utan ez adddik:

(4) 4v? + 20109 + 202 = 4v1vp + Svgus + V2.
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Fejezziik ki (1)-b6l vq-et:

vo + Dvg
6 )

v =
majd helyettesitsiik be ezt a kifejezést a (4) egyenletbe. Algebrai dtalakitdsok utén a
14v3 + 5vav9 —vg =0

mésodfoku egyenlethez jutunk, amelynek megoldasai:

1 1
1. eset: Vg = — =1, és ekkor v = —vp,
2 4
illetve
1 ) 2
II. eset: vy = 51}0, és ekkor v = —§v0.

Mindkét ,,megoldas” kielégiti a lendiiletvaltozds és az O pontra vonatkozd perdiilet-
valtozas, valamint a munkatétel egyenleteit. Nyilvanvalo, hogy csak az egyik lehet
helyes, hiszen az O pontbeli iités utan a rendszer nem viselkedhet kétféleképpen.

Vajon melyik a helyes megolas? Beldtjuk, hogy ténylegesen a II. esetnek meg-
felel mozgds valésul meg, az elsd eset csak egy (a matematikai 1épések sordn eld-
bukkant) ,hamis gyok”.

Nevezziik az erélokéssel megegyezd (az dbran felfelé mutatd, pozitivnak tekin-
tett) irdnyt ,elérefelének”, az ezzel ellentétes irdnyt pedig ,héatrafelének”. A szogse-
besség, a perdiilet és a forgatényomaték akkor pozitiv, ha az éramutato jarasaval
ellentétes iranyunak latszanak a rajzon. A kiszamitott vy és vy értékekbél leolvas-
hatjuk, hogy — mindkét megoldasban — a jobb oldali ridnak az O pontra vonatkozd
perdiilete negativ. A bal oldali rid a P pontban érintkezik a jobb oldali riddal, és itt
hatrafelé mutaté (tehdt negativ forgatényomatéki) erélokést kell kifejtenie a jobb
oldali részre; csak ekkor lesz a jobb oldali rid perdiilete (az O pontra vonatkoztat-
va) az er6lokés utdn negativ.

A sebességek ismeretében kiszédmithatjuk, hogy a jobb oldali rid szégsebessége
az elsé esetnek megfelel6 vy és vy mellett

Vg — U1 3vg

Wy = =

¢ A

<0,

a masodik esetben pedig

Vo — V1 3vg
Wy = =

Fentebb beldttuk, hogy a P pontban a jobb oldali ridra hatrafelé mutaté er6lokés
hat, ez a rud tomegkozéppontjara vonatkozdan pozitiv forgatonyomatékot eredmé-
nyez, tehat a rid szogsebessége is pozitiv lesz a masik rid maéasik végét éré hirtelen
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iités utan. Ez csak a masodik esetben teljesiil, igy most mar hatarozottan kijelent-
hetjiik, hogy a szabad végpont ténylegesen

1

m
Vg = Vg — —
7

~|

S

sebességgel indul el ,elérefelé”.

Bokor Endre (Budapest, Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. A két rudbdl 4llé rendszer Gsszes lendiiletének és a teljes mozgdsi ener-
gidjanak kiszamitasakor a At ideig haté erét alland6 nagysigunak tekintettiik. Be lehet
latni, hogy az eredmény akkor sem véltozik meg, ha az er6 az idonek tetszéleges médon
véaltozé F(t) fiiggvénye.

(G. P)

5 dolgozat érkezett. Helyes Bokor Endre megolddsa. Hidnyos (2-3 pont) 2, hibds
2 dolgozat.

P. 5154. Egy filmjelenetben egy fiu biciklizik. Ahogy a fit lassan teker, a kere-
kek a kerékpdr haladdsi irdnydnak megfelelé irdnyban ldtszanak forogni. Mikozben
a fit lassan noveli a sebességét, egyszer csak a kerekek az ellenkezd iranyban ldtsza-
nak forogni. A sebesség tovabbi niovelésekor a kerekek ldatszdlagos forgdsa fokozato-
san lassul (de még mindig a ,rossz” irdnyba forognak), mig egy bizonyos v haladdsi
sebesség esetén ugy tinik, mintha a kerekek forgdsa megdllna. Mekkora v értéke, ha
a kerekek keriilete 2,5 m, mindegyik keréknek 36 killdje van, és a film mdsodper-
cenként 24 filmkockdbaol dll?

(4 pont)

Megoldas. A kerék forgdsat a szemiink a megfigyelhetd kiillék mozgasa alap-
jan képes érzékelni, vagyis annak megfeleléen tudatosul benniink a forgds irdnya,
hogy merre latjuk elfordulni a kiilloket. A filmben a kiilléket nem minden id6-
pillanatban, hanem csak az egymast kovetd képkockakon latjuk. Ha a kerék két

képkockéja kozotti = s (kb. 0,0417 s) alatt éppen annyit fordul el, hogy a kiilldk

a korabbi képkockéﬁ%z képest az elottiik 1évd helyére érjenek, akkor nem latunk
kiilonbséget a képkockdk kozott, és ugy fog tiinni, mintha a kerék nem is forogna.
A kerék sebességét kiszamolhatjuk abbdl, hogy mennyi utat kell megtennie egység-
nyi id6 alatt (v = s/t).

A 36 kiill6 36 részre osztja a kerék keriiletét, ami azt jelenti, hogy amig
az egyik kiilld elfoglalja az elStte 1év0 helyét, a 2,5 m hosszu keriilet 55 részét,
azaz 0,0694 m-t kell megtennie a keréknek. Ezt az utat elosztva a megtételéhez
sziikséges idovel megkapjuk a kerékpar sebességét:

m km
=1 —~6 —.
67 . 6 o

10,0694 m
00,0416 s

Sdghy Aron Tddé (Miskole, Herman Otté Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan
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Megjegyzések. 1. A megoldds sordn feltételeztiik, hogy a biciklikerék kiill6i sugdr
irdnyiak. Ez a valésdgban nem pontosan teljesiil, a kiillék kicsit ,ferdén”, egymast ke-
resztezve helyezkednek el. Ha ez nem igy lenne, akkor a kiillék nem (vagy csak a tengely
és az abroncs egymdshoz viszonyitott eltekeredése utdn) lennének képesek a meghajtott
kerék tengelyére haté forgatényomatékot az abroncsnak ,dtadni”.

2. A film képkockai i masodpercenként kovetik egymast, a filmet mégsem felvilla-
nésok sorozatanak, hanem folytonosnak érzékeljiik. Ezt az teszi lehetévé, hogy az agyunk
an. tudattalan része kitolti a hianyzo id6kozoket. Ha két kép kozott a kerék kevesebbet
fordul el, mint a szomszédos kiill6k kozotti szog fele, akkor a valédi (,, j6 irdnyd”) mozgdst
érzékeljiik. Ha az elfordulds ennél nagyobb, akkor az agyunk tudattalan miikodése ugy
egésziti ki a hidnyzd részeket, mintha a kovetkezo kiill6 fordult volna el a ,rossz irany-
ba” (vagyis visszafelé). Ennek feltehetéen az az oka, hogy ilyen ,értelmezésben” kisebb

a szogelfordulas, és az agyunk ezt tartja valdszintibbnek.

(G. P.)

78 dolgozat érkezett. Helyes 65 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos
(1-2 pont) 9, hibas 1 dolgozat.

P. 5155. Egy (n+ 4)¢ hosszisdgi, vékony huzalbdl olyan tengelyesen szim-
metrikus E betit hajlitottunk, amelynek vizszintes szdrai £ hosszusaguak, fiiggdleges
szara pedig nt hosszusagu. Hol van az alakzat tomegkdzéppontja?

(4 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Edrs, Budapest

Megoldas. Legyen a huzal ¢ hosszusagi darab-

Y jénak tomege m. Az E betl fels6 (vizszintes) szdrd-
m nak tomege m, a kozépso szaré 2m, az alsé szaré m,

a fliggbleges szaranak tomege pedig nm. A vizszintes
szarak tomegkozéppontjai a vizszintes szarak felezo-
pontjaban, a fiiggdleges szar témegkodzéppontja a flig-
géleges szar felezépontjaban helyezkedik el. Helyezziik

T §2m z a koordinata-rendszer origéjat a fiiggbleges szar to-
0 T, ~  megkozéppontjiba.
A pontrendszer T tomegkozéppontjaba mutatd
/2 /2 vektort altaldnos esetben az
N
Z m;T;
i=1
m ="
> i
i=1

Osszefiiggés adja meg.

Esetiinkben
J4 J4 4
T nm-0+m-5+2m-5+m-3 20
v (n+4)m Con+4’
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T ~nm-0+m-L42m-04+m- (—£) —o
v (n+4)m -

20
r=|——:/0
(n +4’ >
helyvektort pontban, vagyis a k6zéps6 szar mentén, annak bal szélétol %_HLE tavol-
sagban taldlhaté.

A tomegkozéppont tehdt az

Dékany Csaba (Gyér, Révai M. Gimn., 10. évf.)

77 dolgozat érkezett. Helyes 47 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos
(1-2 pont) 12, hibas 10, nem versenyszerii 2 dolgozat.

vz

P. 5160. Ragzitett szigetelddllvany tetejére erdsitett ki-
csiny, d = 2 cm dtmérdji fémgomb toltése Q = 8-107° C. ¢
Vékony, £ =1 m hosszu, az abra szerint felfiiggesztett szi-
geteldszdl végére erdsitett ugyanakkora semleges fémgomb m
tomege m =1 g. A fonalat o = 60°-ig kitéritjik, majd el- d
engedjik. A két gomb centrdlisan, abszolit rugalmasan tit-
kozik. Az itkozés sordan az elektromos mezd energidja nem
valtozik, energiadisszipdcio nincsen.

A kiinduldsi helyzeténél mennyivel keril magasabbra
a fondlinga kis gombje, ha a légellendllas is elhanyagolhato?

(Lasd még a kapacitdsokrdl szol6 cikket lapunk 2019. évi szeptemberi szdménak
425. oldalan.)

(5 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

Megoldas. Amikor az R = d/2 sugari, Q1 és Q2 t6ltésli fémgombok a mére-
tiiknél sokkal nagyobb tavolsagra vannak egymastol, akkor a rendszer elektroszta-
tikus energidja jo kozelitéssel

Q QF _ Q1+Q3

Wt 1
T 24negR 2 dwegR - 8meoR

moédon adhaté meg. (A kozelités annak felel meg, hogy elhanyagoljuk a fémgémbok
egymasra kifejtett hatdsét, az elektromos megosztést.)

Kezdetben a szigetel6szalhoz erositett gomb toltése Q1 = 0, a szigetel6allvany-
hoz régzitett fémgomb toltése pedig Qo = 8-1072 C. Az {itkozés utdn mindkét gémb
toltése Q1.2 =4 -107° C, hiszen az {itkdzés rovid ideje alatt a toltések kiegyenli-
todnek, és a szimmetria miatt fele-fele aranyban keriilnek a két fémgoémbre. Mivel
az litkozés sordn az elektromos mez6 energidja nem valtozik (és mechanikai ener-
giaveszteség sincsen), a kezdeti és a végso elektrosztatikus energia kiilonbsége meg
fog egyezni a helyzeti energia megvaltozasaval:

@-2(3) @

AE, = mgAh = W, — Wy = _ ,
h = Mg Lo 87eoR 16720 R
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Ebbdl mar kiszamithatjuk, hogy a kiindulasi helyzeténél mennyivel keriil maga-
sabbra a fonalon lengé gomb, amikor Ujra megall:

Q? (81079 C)*

Ah = =
16meoRmg 167 - (8,854-10-12 L) - (102 m) - (102 kg) - (9,81 3)

~
~

~ (0,0015 m = 1,5 mm.

Varga Vdzsony (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. A két fémgomb kozotti elektrosztatikus kolesonhatds csak akkor ha-
nyagolhaté el, amikor a gombok elegendden tavol vannak egymadstél. Amikor koézelednek
egymashoz, majd Osszeérnek, az erételjes elektromos megosztas miatt csak bonyolultan
kiszamolhaté erd 1ép fel kozottiik. Ezen er6 munkdja miatt a fémgdmb sebessége (mozgasi
energidja) bonyolult médon véltozik, és médositja az iitkozés sebességét. Szerencsére ezt
a szamitast nem kell elvégezniink, ha nem az {itkdzés sebességét, hanem csak a kiindulasi
és az ismételt megalldshoz tartozé magassagot akarjuk osszehasonlitani. Azt az dllitast,
hogy az iitkozéskor bekovetkezo hirtelen toltésatrendez6dés nem vezet energiaveszteség-
hez, a hivatkozott cikk alapjan lehet belatni, de a feladatban feltett kérdés enélkiil is
megvalaszolhato.

17 dolgozat érkezett. Helyes Bokor Endre és Varga Vazsony megoldasa. Kicsit hidnyos
(4 pont) 2, hidnyos (2-3 pont) 13 dolgozat.

P. 5161. Homogén, B indukciovektori, erds mdgneses térbe R sugari, igen
hosszu, toltetlen fémhengert helyeziink. A henger tengelyélt az indukcidvektorral
pdrhuzamosan rogzitjik, majd akoril w szogsebességgel forgatni kezdjik. Mekkora

7

feliileti toltéssiiriiség alakul ki a henger paldstjin?
(5 pont) Kozli: Németh Robert, Budapest

Megoldas. El6szor adjuk meg a jelenség kvalitativ leirasat, a hengerpalast
feltoltodésének magyarazatét!

A fémben a ¢ = —e < 0 toltési elektronok szabadon el tudnak mozdulni a fém
kristalyracsahoz képest. Az elektronok nagyon hamar a fém pozitiv toltésti kristaly-
racsaval egyiitt fognak mozogni, de a rajuk haté magneses er6 hatasdra sugarirany-
ban (kifelé vagy befelé) elmozdulhatnak, és ténylegesen el is mozdulnak. Ha a forgds
irdnya (mondjuk) olyan, hogy a B vektor a balkéz-szabdlynak megfelel$ irdnyba
mutat, akkor a magneses Lorentz-eré sugéariranyban kifelé hizza az elektronokat.
Emiatt a henger feliiletén negativ toltések halmozddnak fel, mikézben a henger
belsd része pozitivva valik. A toltésszétvalds miatt kialakul egy olyan E(r) elektro-
mos tér, amelyik sugdrirdnyban kifelé mutat, tehat a henger tengelye felé huzza
az elektronokat.

A sugariranyu toltésvandorlas mindaddig tart, amig az eletromos eré nagysaga
el nem éri a magneses er6 nagysagat, sot, egy kicsit tul is 1épi azt, hiszem az eredd
elektroméagneses erének a kormozgast végzo elektronok centripetdlis gyorsulast is
biztositania kell. Célunk a feliileti toltéssiirliség (vagyis a hengerpaldst egységnyi
feliiletti darabjara ,kitils” toltés) nagysdgénak meghatarozésa.
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A mégneses er6 nagysdga a henger paldstjanak kozvetlen kozelében (de még
a fém belsejében): F' = |e|wRB, az elektromos erd nagysaga pedig |e| E(R). Az m t6-
megi elektronok mozgasegyenlete:

le| B(R) — |e|lwRB = mRw?,

ahonnan az elektromos térerésség a hengerpalast kozvetlen kozelében:

m

E(R) = wRB + — Rw”.

le]
(A jobb oldal mésodik tagja minden reélis esetben sok nagysdgrenddel kisebb az els6
tagndl, emiatt a tovdbbiakban az m-mel aranyos kifejezést elhanyagoljuk.)

A fémhenger egésze elektromosan semleges, tehdt a hengerpaldston kiviil
az elektromos térerdsség nulla. A henger paldstjanak egy kicsiny, A feliileti darab-
kéjaba a henger belsejébdl U = AFE(R) elektromos fluxus (ilyen szdmu elektromos
erévonal) 1ép be, a kiils6 oldalon pedig semennyi fluxus nem 1ép ki. A feliilet tehat
az elektromos tér ,nyel6je”, vagyis negativ toltéseket tartalmaz. A Gauss-torvény
szerint ez a toltés:

Q = —£&0 U = —€0AE(R) = —60(.4JRB A,

vagyis a keresett feliileti toltéssiiriiség:
= —; = —gowRB.
o ow

Mindez akkor igaz, ha a forgasirany a mégneses indukciéhoz viszonyitva ,, balmene-
tes”, vagyis a balkéz-szabalynak tesz eleget. Ellentétes forgdsirdny esetén a nega-
tiv toltések a henger tengelye felé mozdulnak el, és emiatt a feliileti toltéssiiriség
+eqwRB lesz.

Bokor Endre (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

dolgozata felhasznalasdval

12 dolgozat érkezett. Helyes Bokor Endre, Fonyi Maté Sandor és Kozdk Aron
megoldésa. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos (2-3 pont) 4, hibds 3 dolgozat.

P. 5164. Ugyanannyi idé alatt egy fondlinga 5, egy mdsik 10 kis amplitiddji
lengést végez. Milyen hossziak az ingdk, ha az egyik inga 120 cm-rel hosszabb
a masikndl?

(3 pont) Példatdri feladat nyomdn

Megoldas. Mivel a lengések amplituddja kicsi, az ingdk periédusideje

T =2m {
g

Legyen a rovidebb fonal hossza ¢;, a hosszabb ingaé pedig fo = ¢1 + 120 cm.
A hosszabb inga lengésideje lesz a nagyobb, a periddusidék ardnya

To
h 30 1
T Ty 2
5
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(Ty az 5, illetve 10 lengés idStartama.) Ezek szerint

27r /
/€1+120 cm 0+ 120 cm

4 1

ahonnan

6 +120cm 4’

vagyis
401 = ¢1 + 120 cm — /1 =40 cm
kovetkezik. Az ingdk hossza tehdt £; = 40 cm és o = 160 cm.
Takdcs Déra (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

40 dolgozat érkezett. Helyes 30 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 8, hibds 2 dolgozat.

P. 5166. Egy Edtvds-inga 2r = 40 cm-es ridjanak végeire egy-egy m = 30 g
tomegti, kicsiny testet erdsitink. A rendkivil kénnytd rid egy hajszdlvékony fémsza-
lon fiigg, vizszintes helyzetben. Kézepétdl mérve R = 3 m tdvolsagban, vele azonos
magassagban egy m* = 100 kg tomegii olomgolyot helyeztek el.

a) Mekkora forgatdnyomatékot gyakorol az dlomgolyd az ingdra, amikor a go-
lyct és az ingarid kozepét 0sszekdtd eqyenes ¢ szdget zdr be a rid irdnydval?

b) Abm’zoljuk a forgatonyomatékot ¢ fligguényében! Mekkora szdgnél lesz ma-
ximdlis a forgatonyomaték?

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest
Megoldas. a) Jeldlje az Slomgolydhoz kozelebbi testre vonatkozé mennyisége-

ket 1-es, a tavolabbi test jellemzdGit pedig 2-es index, a feladat szévegében szerepld
v pedig legyen az 1. dbrdn lathaté szog (0 < ¢ < 90°).

1. dbra

Az m* tomegl golyd kozéppontjanak az egyes tomegektdl mért tavolsiga
a koszinusztételbdl szamolhato ki:

= \/R2 + 72 — 2rR cos p,

= /R%2 472 + 2rRcos ¢.
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A forgatényomatékot a gravitdciés erd hozza létre, amelynek irdnya m* felé
mutat, nagysaga:

Az Slomgoly6tdl nézve a testek (a rud kozéppontjdnak irdnydtdl mérve) akkora oy
és ap sz0g alatt latszanak, melyekre — a szinusztétel alapjan — teljesiil:

. roo.
Sindvy g = —— SN,

dio

és a megfelelo erdkarok:

. Rr .
k1,2 = Rsinag o = — sin.
dy2

A forgatonyomatékok ellentétes irdnyuak, de nem egyforma nagysiguiak, emi-
att nem ,oltjak ki” egymést. Az eredd forgatényomaték nagysaga:

* mmx TR

R
mm singp —y—g5— - ——sinp =
ds da

r
M(QO) :Flkl 7F2k2 :77 . dil
1

1 1
- *rR - si —— .
ymm*r Sm(p(di’ d%)
Tehat a forgatényomaték ¢ szogtdl vald fliggése:

3 _
M(p) =ymm*rR -sin <,0((R2 +72 —2rRcosp) 2 — (R* + 7?4+ 2rRcos )
ami a megadott tomegek és tavolsagok behelyettesitése utan

3
M(p) = 1,20 107" sin p((9,04 — 1,2 cos ) "2

— (9,04 +1,2-cosyp)”

b) A kapott fiiggvényt abrazolhatjuk pl.
a GeoGebra segitségével (2. dbra), és leol-
vashatjuk, hogy a legnagyobb forgatényoma-
ték ¢ = 44,7° ~ 45°-nal 1ép fel, és a nagysaga
Muax = 8,9 - 10713 Nm.

A forgatényomaték irdnya olyan, hogy
a rudat a ¢ = 0 helyzetbe igyekszik beforgatni.

2. abra

Varga Vdzsony (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

17 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 6, hidnyos
(2-3 pont) 3 dolgozat.
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P. 5170. Dérzsiléssel feltoltott, egyforma szivdszdlak vizszintes sikban, egy-
massal pdarhuzamosan ugy helyezkednek el, hogy a végeiket Gsszekots egyenesek
merolegesek a szivoszdlakra. Feltételezhetjik, hogy a téltések eloszldsa a szdlakon
egyenletes, és mindegyik szivdszdlnak ugyanakkora a toltése. A két szélsé szdl rig-
zitett, eqgymdstol valo tavolsaguk joval kisebb, mint eqy szivoszal hossza. Kozottik
még néhdany olyan szivdszdl helyezkedik el, amelyek szabadon elmozdulhatnak. Ho-
gyan helyezkednek el ezek a szabadon mozgo szdlak, ha szdmuk

a) kettd;
b) hdrom?
(5 pont) Kozli: Mdrki-Zay Janos, Hédmez6vasarhely
,,,,,,,,,, @ Megoldas. Egy ¢ hosszisagu, ( nagysagu toltéssel
egyenletesen feltoltott szivoszal elektromos tere a Gauss-
torvény alapjan hatdrozhaté meg (1. dbra). A szalat
Q szimmetrikusan koriilvevd, 2nrf felszinti hengerpalaston
E(r) ® = E(r) - 2mrl elektromos fluxus ,halad 4t”, és ez a hen-
//7 gerben 1évo @ toltéssel aranyos:
T
=
¢ E(r) 0
o=
€0
vagyis
1 1
E(r)ZQCz —=K. -
7777777777 Q mleg T r
Mivel a szivészalak hosszusaga is, és a toltésiik is ugyan-
1. dbra akkora, a K tényezd is ugyanakkora az Osszes szdlra.

a) Jeloljiik a szivoszalak tédvolsdgat a 2. dbrdn ldthaté médon. (Kihasznéltuk,
hogy a szalak toltése is, és a hossza is ugyanakkora, emiatt az egyensulyi allapot
titkorszimmetrikus. )

A bels§ szdlak egyensiilyanak feltétele:

KQ KQ KQ
FE=—-—=— =0
ZQ a b a+b ’
ahonnan
11, 1
a b a+bd
vagyis
a?+ab—b> =0,
és ebbdl a

()1

masodfoku egyenlet kovetkezik. Ennek pozitiv megoldasa:

1
¢ */52 ~ 0,618.
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Megjegyzés. Frdekes, hogy ez az arany a hires aranymetszés aranyszama.

Az elmozdithatd szivészalak tehat

a b o a
20 +b 2a+b 2a+b

~0,28:0,45:0,28

aranyban osztjak fel a rogzitett szalak kozotti tavolsagot.

2. dabra 3. dbra

b) A fentiekhez hasonlé médon jarhatunk el a 3 mozgathaté szivészal esetében
is (8. dbra).

Az eréegyensuly feltétele:

_KQ KQ KQ KQ _
D RS T

(2-)

mésodfoku egyenlet kapjuk. Ennek pozitiv gyoke:

amibdl a

a

V21
b_ T+3 ~ 1,896.

A tévolsagok aranya ebben az esetben

a ) b _ b ) a
2a+2b  2a+2b 2a+2b 2a+2b

~0,17:0,33:0,33: 0,17.

Viczidn Anna (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

14 dolgozat érkezett. Helyes Békési Abel, Takdcs Arpad és Viczidn Anna megoldasa.
Kicsit hidnyos (4 pont) 5, hidnyos (1-3 pont) 5, hibas 1 dolgozat.
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P. 5172. Fényes evékanalat tartunk 25 cm-re a szemiinktdl igy, hogy a kandl
szara fiiggdleges. A kandl homori felét nézve a fejink forditott dllasu képét latjuk,
mig a dombori felét nézve a kép egyenes dalldsu. Melyik képen latjuk a fejink ma-
gassdgdt (figgdleges méretét) nagyobbnak, és ez a kép hanyszor nagyobb ldtészégben
latszik a masikndl? A kandl figgdleges metszetének gorbiileti sugara 5 cm.

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

Megoldas. A kandl homori oldala (fiiggéleges irdnyban) fi = 2,5 cm fékusz-
tdvolsdgu homoru tiikornek tekinthetd, amely a ¢t = 25 cm tévol 1évé fejiinkrdl az

L1 1
t ko
torvény szerint
tfi 25

k1 — cm ~ 2,8 cm

A9
tavolsagban alkot valédi képet. Ez a kép a kandl elott, a szemiinktol
d1 :t—kl :2272 cm

tavolsagban jon létre.

A kanal domboru oldaldt nézve egy fo = —2,5 cm fékusztavolsdgii dombori
tiikor altal alkotott latszélagos képet észleliink. Ez a kép a kandl mogott
t 25
|ko| = Ik = — cm~23cm
t— fo| 11

tavolsdgban, tehdt a szemiinktdl do =t + |k2| = 27,3 cm-re jon létre.

Mivel a kanaltél mért képtavolsag a homori oldalnal nagyobb, mint a dombo-
rindl, és a targytavolsig mindkét esetben ugyanakkora, a homort oldal esetében
nagyobb a ,linearis nagyitds”:

k k
N1 = M > 72 = N2
A nagyitasok ardnya:
Ny 11
— =—~1,22
No ’

A szemiink &altal érzékelt szognagyitasok aranya még ennél is nagyobb, hiszen
a homori oldal dltal alkotott (nagyobb méretii) kép kozelebb van a szemiinkhoz,
mint a dombort oldal altal 1étrehozott kisebb és tavolabbi kép.

Az arcunknak egy kicsiny, mondjuk 1 cm-es darabjat a kandl homoru részében
Ni-1cm = 0,111 cm nagynak latjuk, és mivel a kép 22,8 cm tavol van a szemiinktol,
a latészogre

0,111
22,2

)

tgay = =0,005,  vagyils a1 =0,286°

adodik.
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A dombor oldalt nézve a kép nagysaga No -1 cm = 0,091 cm, és mivel a kép
27,3 cm tavol van a szemiinktol, a latészog

0,091
g = arctg 3 = 0,191°.
A l4t6szogek ardnya:
M5
a2

Ha a fejiinknek nem 1 cm-es, hanem nagyobb részét nézziik, vagyis a ,,targy” méretét
megnoveljiik, a képek mérete is — bizonyos hatarig — ardnyosan nagyobb lesz, de
a latoszogek és azok ardnya nem véltozik. A fejiink egésze azonban 25 cm-r6l nézve
méar til nagy ahhoz, hogy az alkalmazott ,paraxialis” kozelitést elég pontosnak
tekinthessiik, igy a latészogekre kapott 3 : 2 arany méar elég pontatlanul teljesiil.

Ludanyi Levente (Szeged, SZTE Gyak. Gimn. és Alt. Tsk., 11. évt.) és
Tanner Norman (Bonyhadi Pet6fi S. Ev. Gimn. és Koll., 11. évf.)
dolgozata alapjan

10 dolgozat érkezett. Helyes Ludanyi Levente és Tanner Norman megoldasa. Kicsit
hidnyos (3 pont) 7, hidnyos (2 pont) 1 dolgozat.

Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 394. Készitsiink vékony papirbdl kb. 80 ¢cm hosszu papircsikot, végeit azo-
nos magassagban rogzitsiik eltolhaté allvanyokon, majd helyezziink a kozepére egy
kis méretii, korhenger alaki konzervdobozt, amely valamilyen mértékben lehuzza
a papiresik kozepét. Ezutdn téritsiik ki a konzervdobozt mindig ugyanakkora (kb.
20 cm) mértékben, és kezddsebesség nélkiil engedjitk szabadon gordiilni. Mérjiik
meg a létrejové (csillapodd) periodikus mozgds periédusidejét a h beldgas fliggvé-
nyében

a) teli doboz esetén;

b) teljesen iires doboz esetén.

=

=

(6 pont)
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G. 701. Mekkora az dbrdn lathaté két csiga fordulatsza-
ménak ardnya, ha a sugaruk megegyezik? (A csigdk kozotti ko-
téldarabok fiiggélegesnek tekinthetok.)

(3 pont)

G. 702. Egy fiiggoleges siku vastabldhoz 80 g tomegli mag-
neskorong tapad. A lapos korongot 2 N erével tudjuk fiiggole-
gesen lefelé csusztatni. Mekkora er6 szitkséges a korong felfelé
csusztatdsahoz? Mekkora és milyen irdnyu erével tudjuk a ko-
rongot vizszintesen mozgatni a tablan? (Az dltalunk kifejtett erd
mindhérom esetben parhuzamos a tébla sikjaval.)

(4 pont)

G. 703. Hogyan hatdrozhatjuk meg egy tartGs elem belsé ellenéllasat egy (ide-
alisnak tekinthetd) digitélis fesziiltségméré és egy ismert ohmos ellendllds (valamint
ropzsinérok) segitségével?

(3 pont)

G. 704. Ha a Torricelli-kisérletet a tengerszinten végezziik el, akkor az {iveg-
csOben 76 cm magasra emelkedik a higany. Egy igen magas hegyen azonban csak
40 cm-es higanyoszlop-magassagot mériink. Milyen magas lehet a hegy?

(3 pont)
P. 5208. Egy 0,6 kg tomegti kosarlabda 1,05 m-r6l elengedve 0,57 m-re pattan
vissza.
s a) Mennyi a mechanikai energiaveszteség a padléval valé {it-

N

L\
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kOZGb miatt?

b) Mekkora a visszapattands és a foldet érés sebességének ard-
nya? (Ezt az ardnyszamot iitkozési szamnak nevezik.)

¢) Az energiaveszteség kompenzdlasara a jatékosok a labdat
pattogtatni szoktak, azaz révid ideig lefelé nyomjdk. Tegyiik fel,
hogy a jatékos a labdéat 1,05 m-r6l inditva 0,08 m hosszon nyomja
lefelé. Mekkora atlagos erot fejt ki a jatékos a labdara, ha az most
djra 1,05 m-re pattan vissza?

(4 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hodmezovasarhely

P. 5209. Az dbrdn ldthaté csigasorban a legfelsé allécsiga
15 cm, a legalsé mozgdcsiga pedig 25 cm sugart. A mozgdesigik
mindegyike 15-6t fordul percenként, és az dllécsigak fordulatszama

is megegyezik egymadssal. (A csigdk kozotti kotéldarabok fiiggéle-
gesnek tekinthetdk.)

a) Mekkora a tobbi csiga sugara?
b) Mekkora az &ll6csigak fordulatszama?

(4 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhdz
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P. 5210. Az Apollo 11 legénysége (Neil Armstrong, Edwin Aldrin és Michael
Collins) 1969. julius 16-dn emelkedett a magasba a Kennedy Urkézpontbdl, és
hajtotta végre az els6 emberes Holdra szallast.

a) A kilovéshez Saturn V Oridsrakétat hasznaltak, amelynek toldereje
34000 kN. Az éridasrakéta és az lirhajé tomege néhany masodperccel a kilovés utan
2,8 millié kg volt. Mekkora gyorsulassal emelkedett az tirhajo ekkor?

b) Az {irhajé jdlius 16-4n 16:22-kor hagyta el a Fold koriili palydjat, és kb.
380000 km megtétele utan julius 19-én 17:21-kor allt Hold koriili palyara. Kortil-
beliil hany km/h-s dtlagsebességgel haladt a Fold és a Hold kozott?

(4 pont) Tarjdn Imre emlékverseny (Szolnok) feladata nyomén

P. 5211. Mekkora kezdGsebességgel
kell meglokni a 2L hosszisdgu, vizszintes pa-

lya elején all6 kis testet, hogy a vizszintes R
palya végén 1év6 R sugart, fiiggdleges félkor

alaki palyan végigesuszva a vizszintes sza- =

kasz felezOpontjaba csapddjon be? L T L 17

A vizszintes palyan a surlédasi egyiitt-
haté p, a félkor alaku palya surléddasmentes.
Adatok: L=2m; R=0,5 m; u=0,4.

(4 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvaros

P. 5212. Egy asztallap folott h magassagban felfiiggesztett £ > h hosszisagi
fonalingat vizszintes helyzetbdl kezdOsebesség nélkiil elengediink. A fonal végén
1évé golyd az asztalon n-szer pattan ugy, hogy az utolsé pattandskor a fonal éppen
megfesziil, és az inga tovédbblendiil. Adjuk meg h és ¢ aranyat!

(Az iitkozések tokéletesen rugalmasak, a légellenéllas elhanyagolhatd, és a meg-
lazult fonél nem akaddlyozza a golyé mozgését.)

(4 pont) Kozli: Orbay Péter, Sopron

P. 5213. Egy tartdlyban 30%-os relativ paratartalmu levegd van. Allandé hé-
mérsékleten 6sszenyomva legfeljebb hanyszorosara novelhetjiik a nyomast a tartaly-
ban, ha el akarjuk keriilni a viz kicsapodasat?

(4 pont) Példatdri feladat

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/3 187



? 2020.3.13 — 18:03 — 188. oldal — 60. lap KoMaL, 2020. mércius ?

—®

P. 5214. Ha a Torricelli-kisérletet a tengerszinten végez-
TF =7 ziik el, akkor az iivegesében 76 cm magasra emelkedik a higany.
Egy igen magas hegyen azonban csak 40 cm-es higanyoszlop-
magassagot mériink. Mekkora fiiggéleges erovel kell tartanunk

az livegesovet a magas hegyen?

A ¢s6 belsé atmérdje 1 cm, teljes hossza 110 c¢m, ebbdl
10 cm meriil a higanyba. A ¢s6 centiméterenként 1 g, feddlapja
pedig 5 g tomegll. (Az iiveg sfirtisége 2,6 g/cm3.)

(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz

P. 5215. Egy raktdrépiilet alapja négyzet, falai 40 cm vastag téglabdl ké-
sziiltek. A falfeliilet % részét 10 cm vastag, 7 részét részét pedig 20 cm vastag
hészigeteld réteggel boritottak. A tégla hévezetési tényezdje 10-szer nagyobb, mint
a hoszigetel anyagé. Ha a haz falat mindenhol ugyanolyan, d vastagsagi hészige-
tel6 réteggel boritottak volna, akkor a héterjedés szempontjabdl a két elrendezés

ugyanugy viselkedne. Mekkora d értéke?
(4 pont) Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest

P. 5216. Egy fiiggélegesen allo hengeres tartalyban egy silyos dugattyu alatt
n mol, Ty hémérsékletii levegd van. A tartly és a dugattyd jé hészigeteld, kiviil
vakuum van. A dugattyit lassan emelni kezdjiik, majd amikor mar W munkét
végeztiink, hirtelen elengedjiik. A dugattyd lengésbe jon, és id6vel (a levegé belsd
surlédédsa miatt) megdll.

Mekkora lesz a levegé homérséklete az 1j egyensilyi helyzetben? Hogyan valto-
zik az eredmény, ha a dugattyit nem emeljiik, hanem W munkavégzéssel lenyomjuk,
majd hirtelen elengedjiik?

(5 pont) A Kvant nyomdn

P. 5217. A radioaktiv *C izotép a kozmikus sugérzés hatdsara folyamatosan
keletkezik a 1égkorben. Ennek ellenére a mennyisége allandénak tekinthet6 a boly-
génkon, mert 5-9 km-es magassdgban a n + “N — C + p dtalakulds eredménye-
ként — a foldfelszinre vetitve — négyzetméterenként atlagosan 17600 ilyen atom jon
létre minden masodperchen. Az izotép felezési ideje 5730 év.

Becsiiljitk meg, hogy hany tonnanyi C talalhaté a Foldon!

(4 pont) Kézli: Kis Tamds, Heves
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P. 5218. A derékszogii koordindta-rendszer ori-
géjaban elhelyezett Kkicsiny, ,pontszeri” magnesti
az x tengely iranyaba mutat. Egyik mégneses erévo-
naldnak egyenlete r = r(sin® ¢, ahol r és ¢ az erévonal
egy-egy pontjanak un. polarkoordindtai. x

a) frjuk fel ennek az erévonalnak az egyenletét x
és y koordinatakkal kifejezve, ha ry = 3 méter!

b) Az er6vonalnak hol vannak olyan pontjai, ahol a mégneses indukciévektor
irdnya merdleges a méagnestiire?

(6 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

Bekiildési hatarid6: 2020. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: Ko6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 70. No. 3. March 2020)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 159): K. 654. There
were 20 people at a meeting. It turned out that everyone knew exactly 13 of the other
participants (acquaintance is mutual). What is the minimum possible number of ac-
quaintances that an arbitrary pair of participants may have in common? K. 655. The
four-digit numbers ABCD, BCBA, BDAB and DDAD are distinct four-digit primes
(different letters denote different digits). Which numbers are they? You can use web-
site http://matek.com/szamok/primszamok to check if a particular four-digit number is
a prime number. K. 656. Given a 21 cm by 29 cm rectangular sheet of paper, how can you
use it to measure a distance of a) exactly 3 cm, b) exactly 1 cm, without using anything
else? (It is allowed to fold the sheet of paper.) K. 657. Find all multiples of 99 from 1
to 10000 in which the sum of the digits is not divisible by 18. K. 658. In each of two
rectangular rooms of the same floor area, the floor is covered with 25 cm x 40 cm tiles. No
tile is cut. In one room, the 40-cm sides of the tiles are parallel to the longer side of the
rectangle, and in the other room they are parallel to the shorter side. In one room, there
are 9 fewer tiles along the longer wall than in the other room, and 6 more tiles along the
shorter wall than in the other. How long are the sides of the bases of the rooms?

New exercises for practice — competition C (see page 160): Exercises up to
grade 10: C. 1595. Find all pairs (x,y) of positive integers such that % i = ﬁ
(Could have been proposed by Zaphenath Paaneah, Thebes, Egypt) C. 1596. The sides
of a triangle are 5 cm, 5 cm and 6 cm long. The sides, and the tangents drawn to the
incircle parallel to the sides form a hexagon. What is the area of this hexagon? Exercises
for everyone: C. 1597. How many different right-angled triangles are there in which the
measures of the sides are integers, and one side is 2" units long? (Where n is a positive
integer: express your answer in terms of n.) C. 1598. The length of the line segment
MN joining the midpoints of sides AB and C'D in a convex quadrilateral ABCD is
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the arithmetic mean of the lengths of sides AD and BC. Show that the quadrilateral
ABCD is a trapezium. C. 1599. Solve the following equation over the set of pairs of
natural numbers: 2y? — 222 — 3zy + 3z +y = 13. (Proposed by T. Imre, Marosvasarhely)
Exercises upwards of grade 11: C. 1600. Solve the following equation over the set of
real numbers: 4% + 9% + 36" + 4/ % — 222 = 1. (Proposed by B. Bird, Eger) C. 1601. The
height of a lateral face of a right pyramid with a square base is twice as long as the base
edge. At what percentage of this height (counting from the base) do we need to cut the
pyramid with a plane parallel to the base so that the total area of the lateral surface plus
top square of the resulting frustum is equal to half the lateral surface area of the original
pyramid?

New exercises — competition B (see page 161): B. 5086. Solve the equation
(x3 — y2)2 = (:c2 — y3)2 over the set of pairs of integers. (4 points) (Proposed by M. Szalai,
Szeged) B. 5087. The distances of an interior point P of a square ABC'D from the vertices
A, B, D are 1, v/2, and 2, respectively. Calculate the measure of the angle APB. (4 points)
(Proposed by B. Bird, Eger) B. 5088. With respect to a given set G of numbers, the
positive integer k > 1 is called interesting if there exist k distinct elements in set G such
that the arithmetic mean of these elements also belongs to set G. Let H = {1;3;4;9;10;...}
be the set of those numbers that can be represented as a sum of some different powers
of 3. a) What numbers k > 1 are interesting with respect to the set H? b) Let ¢ ¢ H be an
arbitrary positive integer. Prove that every number k > 1 is interesting with respect to the
set H' = HU{c}. (5 points) B. 5089. Two skew edges of a tetrahedron are perpendicular
to each other, their lengths are 12 and 13, and the distance between their lines is 14 units.
Determine the volume of the tetrahedron. (& points) B. 5090. The inscription on one side
of a fair coin is +1, and —1 is on the other side. The coin is tossed n times in a row, and the
n results are written down in a row. Then the product of every pair of consecutive items is
written below them, resulting in a new list of numbers that only consists of (n — 1) items.
The procedure is repeated until a single number remains. What is the expected value of

the sum of the nnt1) numbers written down in the resulting triangular arrangement
of numbers? (3 points) B. 5091. In a regular dodecagon AiA;... A2, let P denote
the intersection of the diagonals A; Ag and AgAi1, and let R denote the intersection of
lines A7As and AgAi1. Show that the line PR divides diagonal A1 A4 in a 2: 1 ratio.
(5 points) (Based on the idea of B. Bird, Eger) B. 5092. The sum of the elements is
calculated for each subset of the set {0,1,...,n — 1}. What may the value of n be if
exactly one nth of the resulting 2" sums is divisible by n? B. 5093. The intersection of
two congruent regular pentagons is a decagon with sides of a1, az,...,a10 in this order.
Prove that a1a3 + asas + asar + arag + agar = aza4 + asas + asas + agaio + aioaz.

New problems — competition A (see page 162): A. 772. Each of N people chooses
a random integer number between 1 and 19 (including 1 and 19, and not necessarily
with the same distribution). The random numbers chosen by the people are independent
from each other, and it is true that each person chooses each of the 19 numbers with
probability at most 99%. They add up the N chosen numbers, and take the remainder
of the sum divided by 19. Prove that the distribution of the result tends to the uniform
distribution exponentially, i.e. there exists a number 0 < ¢ < 1 such that the mod 19
remainder of the sum of the N chosen numbers equals each of the mod 19 remainders with
probability between 1/19 — ¢ and 1/19 + ¢V. (Submitted by Ddvid Matolcsi, Budapest)
A. 773. Let b > 3 be a positive integer and let o be a nonidentity permutation of the set
{0,1,...,b— 1} such that o(0) = 0. The substitution cipher C, encrypts every positive
integer n by replacing each digit a in the representation of n in base b with o(a). Let d
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be any positive integer such that b does not divide d. We say that C, complies with d if
C» maps every multiple of d onto a multiple of d, and we say that d is cryptic if there is
some C, such that C, complies with d. Let k be any positive integer, and let p = 2% + 1.
a) Find the greatest power of 2 that is cryptic in base 2p, and prove that there is only one
substitution cipher that complies with it. b) Find the greatest power of p that is cryptic
in base 2p, and prove that there is only one substitution cipher that complies with it.
¢) Suppose, furthermore, that p is a prime number. Find the greatest cryptic positive
integer in base 2p, and prove that there is only one substitution cipher that complies
with it. (Submitted by Nikolai Beluhov, Bulgaria) A. 774. Let O be the circumcenter of
triangle ABC, and D be an arbitrary point on the circumcircle of ABC'. Let points X, Y
and Z be the orthogonal projections of point D onto lines OA, OB and OC), respectively.
Prove that the incenter of triangle XY Z is on the Simson-Wallace line of triangle ABC
corresponding to point D. (Submitted by Lajos Fonyd, Keszthely)

Problems in Physics
(see page 185)

M. 394. Make an approximately 80 cm long paper strip, and fix its ends at the same
height to some moveable stands. Place a small cylinder-shaped tin can on the middle of
the strip such that the tin pulls down the strip a little. Then displace the tin always by
the same amount (approximately 20 cm), and then release it without any initial speed,
and let it roll freely. Measure the period of the (damped) periodic motion of the tin, as
a function of the sag of the strip & in the case of a) a full tin can; b) an empty tin can.

G. 701. What is the ratio of the number of revolutions of the two pulleys shown in
the figure, if their radius is the same? (The threads between the pulleys can be considered
vertical.) G. 702. A disc-shaped permanent magnet of a mass of 80 g clings to a vertical
iron sheet. The flat disc can be slid vertically downwards by applying a force of 2 N. With
what force can the magnet be moved upwards? What is the magnitude and the direction
of the force which should be applied in order to move the disc horizontally? (The applied
force is parallel to the plane of the sheet in all cases.) G. 703. How can we determine
the internal resistance of a durable battery by using a digital voltmeter (which can be
considered ideal) and a resistor of known resistance? (Wires can also be used.) G. 704.
When Torricelli’s experiment is carried out at sea level, then the mercury column is 76 cm
high. However, on a very high hill the height of the mercury is only 40 cm. How high is
the hill?

P. 5208. A basketball of mass 0.6 kg bounces to a height of 0.57 m when it is dropped
form a height of 1.05 m. a) What is the mechanical energy loss due to the collision with
the ground? b) What is the ratio of the speed at which the basketball bounced back to
the speed of the ball when it reached the ground? (This ratio is called the coefficient
of restitution.) ¢) In order to compensate the energy loss, players usually dribble the
basketball, during which they push the ball downwards for a short while. Suppose a player
pushes the ball along a distance of 0.08 m, starting it at a height of 1.05 m. What is
the average force exerted by the player if the ball bounces back to a height of 1.05 m?
P. 5209. In the pulley system shown in the figure the fixed pulley at the top has a radius
of 15 cm, whilst the radius of the moveable pulley at the bottom is 25 cm. Each of the
moveable pulleys turns 15 whole revolutions in a minute, and the rotational speeds of the
fixed pulleys are also equal. (The threads between the pulleys can be considered vertical.)
a) What is the radius of each of the other pulleys? b) What is the number of revolutions of
the fixed pulleys? P. 5210. The crew of the spacecraft Apollo 11 (Neil Armstrong, Edwin
Aldrin és Michael Collins) performed the first landing on the Moon. The spacecraft was
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launched from the Kennedy Space Center on July 16, 1969. a) Apollo 11 was launched
by a Saturn V rocket, which had a thrust of 34 000 kN. The total mass of the spacecraft
and the rocket after a few seconds of the launch was 2.8 millions of kilograms. What was
the acceleration of the spacecraft at that time? b) The spacecraft left the Earth orbit
on July 16 at 16:22, and after travelling around 380000 km, it entered lunar orbit on
July 19 at 17:21. What was the approximate average speed of the spacecraft while it
travelled from the Earth to the Moon? P. 5211. At what speed should a small object,
being at rest at the starting point of a horizontal straight track of length 2L, be pushed
in order that after sliding along the vertical semicircular path of radius R at the end of
the straight track it hit the midpoint of the horizontal track? The coefficient of kinetic
friction along the horizontal track is u, the circular track is frictionless. Data: L = 2 m;
R =0.5m; p=0.4. P. 5212. There is a simple pendulum suspended above a horizontal
tabletop at a height of h. The bob of the simple pendulum of length ¢ > h is released
without initial speed from the position at which the thread is horizontal. The bob at the
end of the thread bounces on the table n times such that at the last bounce the thread
just gets tight, and the pendulum swings forward. Determine the ratio of h to £. (The
collisions are totally elastic, air resistance is negligible and the thread does not disturb
the motion of the bob.) P. 5213. There is a sample of air, having a relative humidity of
30%, in a container. By what factor can the pressure of the air be increased, when the gas
is compressed at constant temperature, if the condensation of water should be avoided.
P. 5214. When Torricelli’s experiment is carried out at sea level, then the mercury column
is 76 cm high. However, on a very high hill the height of the mercury is only 40 cm. What
is the magnitude of the vertically upward force that we have to apply in order to hold
the tube at rest on the high mountain? The inner diameter of the tube is 1 cm, its total
length is 110 cm, from which 10 cm is immersed into the mercury. The mass of a 1 cm-
long part of the tube is 1 g, and the mass of its cover at its top is 5 g. (The density of
glass is 2.6 g/cm3.) P. 5215. The base of a warehouse is a square, and its walls are built

from bricks of width 40 cm. % of the surface of the wall is covered with 10 cm-thick heat

insulating material, whilst L 5f the surface of the wall is covered with 20 cm-thick heat
insulating material. The thermal conductivity of brick is ten times as big as that of the
heat insulating material. If the walls of the warehouse were covered uniformly with a layer
of insulating material of thickness d, the two types of insulation would result in the same
effect in terms of heat propagation. What is the value of d? P. 5216. In a vertical cylinder,
below a heavy piston, there is a sample of air of quantity of n moles at a temperature
of To. The container and the piston are well insulated and there is vacuum outside. The
piston is slowly raised, and when a work of W was done, the piston is released. The piston
begins to swing, but after a while it stops (because of the internal friction of the air). What
will the temperature of the air at the new equilibrium position be? How does this result
change if the piston is not raised, but pushed down, while W work is done, and then it
is suddenly released? P. 5217. The radioactive carbon-14 isotope is constantly produced
in the atmosphere by the cosmic rays. Nonetheless, the amount of **C on the Earth is
constant, because at a height of 5-9 km, as a result of the reaction n + N — %C+p,
an average of 17600 '*C isotopes are produced in each second on each square metre —
projected to the surface of the Earth. The half-life of the isotope is 5730 years. Estimate
how many tons of '*C are present on the Earth. P. 5218. At the origin of a Cartesian
coordinate system there is a small “point-like” compass needle, pointing in the direction
of the z axis. The equation of one of its magnetic field line is r = rq sin? ¢, where r and ¢
are the polar coordinates of a point on the field line. a) Write down the equation of the
field line in terms of the z and y coordinates, if 7o = 3 metres. b) At which points of the
field line is the magnetic induction (magnetic flux density) perpendicular to the needle?
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